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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ îäèíàêîâûõ ñôåð, îêðóæåííûõ

ÄÝÑ

c⃝ À. Î. Ñûðîìÿñîâ1, Í. Â. Åðåìêèíà2

Àííîòàöèÿ. Íàéäåíî ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â ñðåäå ñ äâóìÿ îäèíà-
êîâûìè íåïîäâèæíûìè ñôåðè÷åñêèìè ÷àñòèöàìè, êîòîðûå îêðóæåíû øèðîêèìè äâîéíûìè
ýëåêòðè÷åñêèìè ñëîÿìè. Ðåøåíèå ïîëó÷åíî ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè íåëèíåéíûõ òåíçîðíûõ
ôóíêöèé òåíçîðíîãî àðãóìåíòà è ìîæåò áûòü îáîáùåíî íà ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî ñôåðè-
÷åñêèõ ÷àñòèö.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: äâîéíîé ýëåêòðè÷åñêèé ñëîé, óðàâíåíèå Ïóàññîíà � Áîëüöìàíà, óðàâíå-
íèå Ãåëüìãîëüöà, ìóëüòèïîëü, àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû, òåîðèÿ íåëèíåéíûõ òåíçîðíûõ ôóíê-
öèé òåíçîðíîãî àðãóìåíòà

1. Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíèå ãîäû èññëåäîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ âçâåøåííûõ ÷àñòèö â ñïëîøíîé ñðåäå
ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå àêòóàëüíûì. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ÷èñòûå âåùåñòâà, â îòëè÷èå îò
ðàçëè÷íûõ äèñïåðñíûõ ñèñòåì, â ïðèðîäå è â òåõíèêå âñòðå÷àþòñÿ ðåäêî [8].

Äàííûå ñèñòåìû ìîæíî èçó÷àòü ýêñïåðèìåíòàëüíî, ÷òî ñâÿçàíî ñ áîëüøèìè çàòðàòàìè.
Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèñïåðñíûõ ñðåä øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå
ìîäåëèðîâàíèå. Îíî íå èñêëþ÷àåò íåîáõîäèìîñòü íàòóðíûõ èññëåäîâàíèé, îäíàêî ïîçâî-
ëÿåò çíà÷èòåëüíî ñíèçèòü ïîòðåáíîñòü â ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòîâ, ÷òî âëå÷åò çà ñîáîé
ýêîíîìèþ âðåìåíè è äåíåæíûõ ñðåäñòâ.

Ìåæäó ÷àñòèöàìè, âçâåøåííûìè â ñðåäå, ìîæåò âîçíèêàòü ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå âçà-
èìîäåéñòâèå. Êàê ïðàâèëî, îíî ïðîèñõîäèò îïîñðåäîâàííî � ïðè ïåðåêðûòèè äâîéíûõ
ýëåêòðè÷åñêèõ ñëîåâ (ÄÝÑ), îáðàçóþùèõñÿ âîêðóã ÷àñòèö âçâåñè. Îïèñàíèå ÄÝÑ ïðèâî-
äèò ê ñèñòåìå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [5], äëÿ óïðîùåíèÿ êîòîðîé
âûäâèãàþòñÿ òå èëè èíûå äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ.

Òàê, åñëè ñðåäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèëüíûé ýëåêòðîëèò, òî äâîéíûå ñëîè âîêðóã ÷à-
ñòèö ÿâëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî òîíêèìè [1]. Â ýòîì ñëó÷àå ñíà÷àëà ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ðàñ-
ïðåäåëåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà âáëèçè îäèíî÷íîé ÷àñòèöû, à âçàèìîäåéñòâèå ñâî-
äèòñÿ ê âîçíèêíîâåíèþ ðàñêëèíèâàþùåãî äàâëåíèÿ â çîíå ñëàáîãî ïåðåêðûòèÿ ñëîåâ [2].

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ èíòåðåñåí è ïðîòèâîïîëîæíûé âàðèàíò: íåñóùàÿ ñðåäà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëàáûé ýëåêòðîëèò (òàêîâû, íàïðèìåð, ìíîãèå îðãàíè÷åñêèå âåùå-
ñòâà). Â ýòîì ñëó÷àå äâîéíûå ñëîè âîêðóã ÷àñòèö âåñüìà øèðîêè, à îïèñûâàþùèå èõ
óðàâíåíèÿ ëèíåàðèçóþòñÿ [9]. Âñëåäñòâèå áîëüøîé ïðîòÿæåííîñòè ÄÝÑ ñîâåðøåííî íåäî-
ñòàòî÷íî îïèñûâàòü ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â îêðåñòíîñòè êàæäîé ÷àñòèöû ïî îòäåëüíîñòè.
Íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷ó î ðàñïðåäåëåíèè ïîòåíöèàëà ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà ïî-
âåðõíîñòè ìíîãèõ ÷àñòèö îäíîâðåìåííî.

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ
îäèíàêîâûõ íåïîäâèæíûõ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö â ñïëîøíîé ñðåäå, îêðóæåííûõ øèðîêèìè

1 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè,
Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàð¼âà, ã. Ñàðàíñê, syal1@yandex.ru

2 Ñòóäåíò ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíè-
âåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàð¼âà, ã. Ñàðàíñê
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ÄÝÑ. Ðåøåíèå çàäà÷è î âçàèìîäåéñòâèè ïðåäñòàâëåíî â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñíûì
ôóíêöèÿì. Äëÿ ïîèñêà êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïðèìåíåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû,
à òàêæå òåîðèÿ íåëèíåéíûõ òåíçîðíûõ ôóíêöèé òåíçîðíîãî àðãóìåíòà [3].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåïîäâèæíàÿ ñïëîøíàÿ ñðåäà, â êîòîðîé ðàñïîëîæåíû äâå íåïîäâèæ-
íûå ñôåðè÷åñêèå ÷àñòèöû Ω(1) è Ω(2) ðàäèóñà a . Âåêòîð r⃗ äëèíû r = |r⃗| ñîåäèíÿåò öåí-
òðû ÷àñòèö. Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì äåêàðòîâó ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Ox1x2x3 ñ
íà÷àëîì â öåíòðå ïåðâîé ÷àñòèöû è îñüþ Ox3 , ñîíàïðàâëåííîé ñ r⃗ . Îáîçíà÷èì åäèíè÷íûå
îðòû êîîðäèíàòíûõ îñåé ÷åðåç e⃗1 , e⃗2 , e⃗3 , ñîîòâåòñòâåííî. Âåêòîð x⃗ = (x1, x2, x3) çàäà-
åò ïîëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ïåðâîé ÷àñòèöû, à
âåêòîð x⃗− r⃗ � îòíîñèòåëüíî öåíòðà âòîðîé (ðèñ. 2.1).

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Èñêîìîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàë ψ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ñðåäå. Âíå ÷àñòèö
îí óäîâëåòâîðÿåò ëèíåàðèçîâàííîìó óðàâíåíèþ Ïóàññîíà � Áîëüöìàíà (óðàâíåíèþ Ãåëüì-
ãîëüöà):

∆ψ = κ2ψ. (2.1)

Çäåñü ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà. Âåëè÷èíà κ−1 åñòü õàðàêòåðíàÿ òîëùèíà äâîéíîãî ñëîÿ [9].
Íà ïîâåðõíîñòè êàæäîé èç ÷àñòèö ïîòåíöèàë ïîñòîÿíåí è ðàâåí ψa , âäàëè îò ÷àñòèö

îí ñòðåìèòñÿ ê íóëþ:

ψ|∂Ω(1) = ψ|∂Ω(2) = ψa,
(2.2)

ψ → 0, |x⃗| → ∞.

Çàäà÷à ñîñòîèò â îòûñêàíèè ôóíêöèè ψ(x⃗) , óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ (2.1) è ãðà-
íè÷íûì óñëîâèÿì (2.2).
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3. Ìåòîä ðåøåíèÿ

Õîðîøî èçâåñòíî îáðàùàþùååñÿ â íóëü íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1),
îáëàäàþùåå ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé:

ψ = C0Λ0, (3.1)

ãäå çàâèñÿùèé îò x⃗ ìóëüòèïîëü îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Λ0(x⃗) =
e−κ|x⃗|

|x⃗|
, (3.2)

à êîíñòàíòà C0 íàõîäèòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Åñëè ïîòåíöèàë ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ψa
ïðè |x⃗| = a , òî

C0 = aψae
κa. (3.3)

Äëÿ îòûñêàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà âîêðóã äâóõ ÷àñòèö áûëî áû ëîãè÷íî èñ-
ïîëüçîâàòü áèñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò; ïîäîáíûé ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ, íàïðèìåð,
ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà äâóõ ñôåðè÷åñêèõ ïîâåðõ-
íîñòÿõ. Îäíàêî èçâåñòíî, ÷òî â óðàâíåíèè Ãåëüìãîëüöà ïåðåõîä ê áèñôåðè÷åñêèì êîîðäè-
íàòàì íå ïðèâîäèò ê ðàçäåëåíèþ ïåðåìåííûõ [6]. Êðîìå òîãî, ñ ïîìîùüþ îäíîãî è òîãî
æå ìåòîäà õîòåëîñü áû ìîäåëèðîâàòü âçàèìîäåéñòâèå ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷à-
ñòèö. Ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå ñèñòåìû êîîðäèíàò, â êîòîðîé êîîðäèíàòíûå èçîïîâåðõíîñòè
ñîâïàäàþò ñ ãðàíèöàìè ëèøü äâóõ ÷àñòèö, íå ìîæåò ðåøèòü çàäà÷ó.

Â ñâÿçè ñ âûøåèçëîæåííûì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïàðíîãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ ÷àñòèö âçâåñè îáîáùèì âûðàæåíèå (3.1). Ïîäðîáíåå, â ðåøåíèå ñëåäóåò âêëþ÷èòü
ìóëüòèïîëè, çàâèñÿùèå íå òîëüêî îò x⃗ , íî è îò x⃗ − r⃗ . Êðîìå òîãî, ôóíêöèé âèäà (3.2)
íå õâàòàåò äëÿ îäíîâðåìåííîãî óäîâëåòâîðåíèÿ âñåõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.2), ïîýòîìó
èñïîëüçóåì â ðàçëîæåíèè ïîòåíöèàëà è ìóëüòèïîëè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà:

ψ = C0(1)Λ(x⃗) + Cj(1)Λj(x⃗) + Cjk(1)Λjk(x⃗) + Cjkl(1)Λjkl(x⃗) + . . .+
(3.4)

+C0(2)Λ(x⃗− r⃗) + Cj(2)Λj(x⃗− r⃗) + Cjk(2)Λjk(x⃗− r⃗) + Cjkl(1)Λjkl(x⃗− r⃗) . . .

Çäåñü è äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ ñîãëàøåíèå Ýéíøòåéíà: ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ áóêâåííûì èí-
äåêñàì ïðîèçâîäèòñÿ ñâåðòêà � ñóììèðîâàíèå â ïðåäåëàõ îò 1 äî 3. Ìóëüòèïîëè âûñøèõ
ïîðÿäêîâ îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

Λj···k(x⃗) =
∂

∂xj
· · · ∂

∂xk
Λ0(x⃗) (3.5)

è ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè (2.1), ñòðåìÿùèìèñÿ ê íóëþ ïðè |x⃗| → ∞ . Ðÿä (3.4) áåñêîíå÷åí;
ðàíã ìóëüòèïîëÿ, íà êîòîðîì áóäåò îáîðâàíà ñóììà, çàâèñèò îò âûáðàííîé òî÷íîñòè. Ïî-
ñòîÿííûå òåíçîðíûå êîýôôèöèåíòû C⃗(N) ñëåäóåò íàéòè èç óñëîâèé (2.2). Çäåñü è äàëåå
N = 1, 2 îçíà÷àåò íîìåð ÷àñòèöû.

Ñ óâåëè÷åíèåì òî÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ è ðàíãà ìóëüòèïîëåé ÷èñëî êîìïîíåíò Cj···k(N)
ðàñòåò ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåðè÷åñêîé ïðîãðåññèè: òàê, òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà èìååò 34 = 81
êîìïîíåíòó. Óìåíüøèòü ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ïîçâîëÿåò òàêîå ñîîáðàæåíèå. Ñîãëàñíî (3.4),
Cj···k(N) ñâîðà÷èâàþòñÿ ñ ìóëüòèïîëÿìè, êîòîðûå ïî îïðåäåëåíèþ (3.5) ñèììåòðè÷íû.
Ïîýòîìó è ñàìè Cj···k(N) òàêæå ñèììåòðè÷íû ïî âñåì ñâîèì èíäåêñàì.

Äëÿ äàëüíåéøèõ óïðîùåíèé èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ íåëèíåéíûõ òåíçîðíûõ ôóíêöèé [3].
Ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)�(2.2) äîëæíî èìåòü òó æå ñèììåòðèþ, ÷òî è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

Íî äëÿ íèõ Ox3 ñëóæèò ïîâîðîòíîé îñüþ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäÿò
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äâå çåðêàëüíûå ïëîñêîñòè Ox1x3 è Ox2x3 . Ýòè ýëåìåíòû ñèììåòðèè îòâå÷àþò ãðóïïå
∞ ·m (â îáîçíà÷åíèÿõ Øóáíèêîâà), áàçèñîì êîòîðîé ñëóæàò b⃗ = e⃗3 è δ⃗ = e⃗ 21 + e⃗ 22 + e⃗ 23 .

Ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ íà ñåáÿ ïîíèìàþòñÿ êàê òåíçîðíûå, à êîìïîíåíòû δ⃗ ñóòü ñèìâîëû
Êðîíåêåðà δij :

δij =

{
1, i = j,
0, i ̸= j.

Ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè ïî èíäåêñàì òåíçîðíûå êîýôôèöèåíòû, ðàçëîæåííûå ïî òàêîìó
áàçèñó, âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ci(N) = A(N)bi,

Cij(N) = B(N)δij +D(N)bibj,

Cijk(N) = E(N)(δijbk + δikbj + δjkbi) + F (N)bibjbk,

Cijkl(N) = G(N)(δijδkl + δikδjl + δikδil) +H(N)(δijbkbl + δikbjbl + δilbjbk + δjkbibl +

+δjlbibk + δklbibj) +K(N)bibjbkbl, . . .

Ïîñêîëüêó ìóëüòèïîëè Λj···k óäîâëåòâîðþò óðàâíåíèþ (2.1), ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

δlmΛj···klm = κ2Λj···k.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå ñèìâîë Êðîíåêåðà, íå äàþò ïðèíöèïèàëüíî íîâîãî
âêëàäà â ñóììó (3.4). Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

Ci(N) = CB(N)bi, Cij(N) = CC(N)bibj, Cijk(N) = CD(N)bibjbk, . . .

Òîãäà ôîðìóëà (3.4) ïðèíèìàåò âèä:

ψ = C0(1)Λ0(x⃗) + CB(1)Λ3(x⃗) + CC(1)Λ33(x⃗) + CD(1)Λ333(x⃗) + CE(1)Λ3333(x⃗) +

+CF (1)Λ33333(x⃗) + CG(1)Λ333333(x⃗) + CH(1)Λ3333333(x⃗) + . . .

+C0(2)Λ0(x⃗− r⃗) + CB(2)Λ3(x⃗− r⃗) + CC(2)Λ33(x⃗− r⃗) + (3.6)

+CD(2)Λ333(x⃗− r⃗) + CE(1)Λ3333(x⃗− r⃗) + CF (2)Λ33333(x⃗− r⃗) +

+CG(2)Λ333333(x⃗− r⃗) + CH(2)Λ3333333(x⃗− r⃗) + . . .

Îòìåòèì, ÷òî òàêîé æå ïîäõîä (ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ ïî áàçèñíûì ôóíêöèÿì è èñïîëü-
çîâàíèå òåîðèè íåëèíåéíûõ òåíçîðíûõ ôóíêöèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæå-
íèÿ) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ îïèñàíèÿ äâîéíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ñëîåâ âîêðóã ÷àñòèö,
îáðàçóþùèõ ïåðèîäè÷åñêóþ ðåøåòêó [7].

Íåèçâåñòíûìè â (3.6) îñòàþòñÿ ëèøü ñêàëÿðíûå ôóíêöèè C0(N) , CB(N) , CC(N) è
ò.ä. Áóäåì èñêàòü èõ â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì äâóõ ìàëûõ
áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ

ε =
a

r
, δ = κr =

r

κ−1
, (3.7)

ãäå ε îòâå÷àåò çà îòíîñèòåëüíóþ óäàëåííîñòü ÷àñòèö äðóã îò äðóãà, à δ � çà îòíîñè-
òåëüíóþ òîëùèíó ÄÝÑ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåæ÷àñòè÷íûì ðàññòîÿíèåì. Ïîñêîëüêó δ < 1 ,
äâîéíûå ýëåêòðè÷åñêèå ñëîè âåñüìà øèðîêè.

Íàïðèìåð, C0(N) ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ñòåïåíÿì ýòèõ ïàðàìåòðîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C0(N) = C000(N) + C001(N)δ + C002(N)δ2 + C003(N)δ3 + C004δ
4 + . . .

+C010(N)ε+ C011(N)εδ + C002(N)εδ2 + C003(N)εδ3 + C004εδ
4 + . . . (3.8)

+C020(N)ε2 + C021(N)ε2δ + C022(N)ε2δ2 + C023(N)ε2δ3 + C024ε
2δ4 + . . .
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Îòìåòèì, ÷òî C0(N) � åäèíñòâåííûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè, ðàçëîæåíèå êîòîðûõ íà÷è-
íàåòñÿ ñ âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùåãî ìíîæèòåëü ε0δ0 . Ýòî ïîçâîëÿåò ïðè ε → 0 , δ → 0
îñóùåñòâëÿòü ïåðåõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è îá îäèíî÷íîé ñôåðå (3.1)�(3.3).

Äëÿ ïîèñêà êîýôôèöèåíòîâ C000(N) , C010(N) è èì ïîäîáíûõ ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé
àëãîðèòì.

1. Ôîðìóëà (3.4) ïîäñòàâëÿåòñÿ â êàæäîå èç óñëîâèé (2.2) íà ïîâåðõíîñòè ÷àñòèö. Äëÿ
áîëüøåãî óäîáñòâà ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ íà ãðàíèöå Ω(2) äåëàåòñÿ çàìåíà
x⃗ 7→ x⃗+ r⃗ . Óñëîâèå çàòóõàíèÿ ïîëÿ âäàëè îò ÷àñòèö óäîâëåòâîðÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè
áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ôóíêöèè (3.5) íà áåñêîíå÷íîñòè îáðàùàþòñÿ â íóëü.

2. Íàéäåííûå âûðàæåíèÿ è ψa óìíîæàþòñÿ íà aeκa � ýòîò ìíîæèòåëü ôèãóðèðóåò â
ðåøåíèè çàäà÷è îá îäèíî÷íîé ñôåðå (3.3) è, ñóäÿ ïî âñåìó, áóäåò òàêæå ïðèñóòñòâî-
âàòü â ðåøåíèè çàäà÷è î äâóõ ÷àñòèöàõ.

3. Â ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèÿõ ñëåäóåò èçáàâèòüñÿ îò ñòåïåíåé êîîðäèíàòû x3 âûøå
ïåðâîé, à òàêæå îò âåëè÷èí r , κ . Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

x23 = a2 − x21 − x22, r =
a

ε
, κ =

εδ

a
.

Ïåðâîå èç íèõ ñïðàâåäëèâî íà ïîâåðõíîñòè ÷àñòèö, îñòàëüíûå äâà ïîëó÷àþòñÿ èç
(3.7). Òåïåðü ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà íà ∂Ω(1) è ∂Ω(2) ,
ñîäåðæàò ëèøü ìàëûå ïàðàìåòðû, ðàäèóñ ÷àñòèö a , êîîðäèíàòû âåêòîðà x⃗ (ïðè÷åì
x3 � íå âûøå, ÷åì â ïåðâîé ñòåïåíè) è íåèçâåñòíûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè C0(N) ,
CB(N) , CC(N) è ò.ä.

4. Ìóëüòèïîëè è èñêîìûå ôóíêöèè ðàñêëàäûâàþòñÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ ïàðàìåòðîâ,
ïðè ýòîì äëÿ C0(N) , CB(N), . . . èñïîëüçóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ âèäà (3.8).

5. Ñîãëàñíî (2.2), êàæäîå èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé ïðèðàâíèâàåòñÿ ê âåëè÷èíå

Ψ = aψae
κa.

Ýòî ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà êîýôôèöèåíòû C000(N) , C001(N) ,...,
CB010(N) è ò.ä. Åå ðåøåíèå è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì. Ïðè ïîâûøåíèè âûáðàííîé òî÷íî-
ñòè êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â ñóììå (3.4) áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ, à çíà÷èò, áóäåò ðàñòè
è ÷èñëî íåèçâåñòíûõ â ñèñòåìå.

Èçëîæåííûé àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí â ñèñòåìå Wolfram Mathematica.

4. Ðåçóëüòàòû

Ïàðàìåòðû (3.7) íåçàâèñèìû, è çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà ïðè ðàçíûõ ñîîòíîøåíèÿõ
ìåæäó íèìè; ïðè ýòîì ïðåäïîëîæåíèå îá îòíîñèòåëüíîì ïîðÿäêå ìàëîñòè ïàðàìåòðîâ
äîëæíî áûòü âûäâèíóòî çàðàíåå � äî ðàçëîæåíèÿ èñêîìûõ âåëè÷èí ïî èõ ñòåïåíÿì. Íàìè
áûëè ðàññìîòðåíû òðè âàðèàíòà ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ε è δ .

1. Óêàçàííûå ïàðàìåòðû èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê: ε ∼ δ . Çàäà÷à áûëà ðåøåíà ñ
òî÷íîñòüþ O(

√
(ε8)2 + (δ8)2) . Ñîîòâåòñòâåííî, â ðàçëîæåíèÿ íå âêëþ÷àëèñü ñëàãà-

åìûå, ñîäåðæàùèå ìíîæèòåëè ε5δ4 , ε2δ8 è ò.ä. � èõ ñóììàðíûé ïîðÿäîê ìàëîñòè
áîëüøå 8.
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2. δ ∼ ϵ2 . Çàäà÷à áûëà ðåøåíà ñ òî÷íîñòüþ O(ε8) . Ñëàãàåìûå ñ ìíîæèòåëÿìè εδ4 ,
ε3δ3 è ò.ï. èñêëþ÷àëèñü èç ðàññìîòðåíèÿ, ïîñêîëüêó èõ ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî ε â
äàííîì ñëó÷àå ïðåâûøàåò 8.

3. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó âàðèàíòó, ϵ ∼ δ2 . Â ýòîì ñëó÷àå íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû
áûëè íàéäåíû ñ òî÷íîñòüþ O(δ8) .

Âíå çàâèñèìîñòè îò îòíîñèòåëüíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ (3.7)
ðåøåíèå çàäà÷è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

Âî-ïåðâûõ, ïðè ε → 0 è δ → 0 èñêîìîå ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà ïåðåõîäèò â ðàñ-
ïðåäåëåíèå âîêðóã äâóõ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö (3.1)�(3.3): C0(1) = C0(2) = Ψ ,
îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ðàâíû 0.

Âî-âòîðûõ, âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

C0(2) = C0(1), CB(2) = −CB(1), CC(2) = CC(1), CD(2) = −CD(1), . . .

ò.å. çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìóëüòèïîëÿì ÷åòíîãî ïîðÿäêà, ðàâíû, à
ñîîòâåòñòâóþùèõ ìóëüòèïîëÿì íå÷åòíîãî ïîðÿäêà � ïðîòèâîïîëîæíû. Ïðè óêàçàííûõ ñî-
îòíîøåíèÿõ ñòàíîâÿòñÿ ñïðàâåäëèâûìè ðàâåíñòâà

ψ(x⃗) = ψ(r⃗ − x⃗).

Àíàëîãè÷íî [4], ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ñèììåòðèåé èçó÷àåìîé êîíôèãóðàöèè ÷àñòèö îòíîñèòåëü-
íî ñåðåäèíû îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî èõ öåíòðû.

Ïðè ε ∼ δ èñêîìûå ðàçëîæåíèÿ òàêîâû:

C0(1) = Ψ
(
1− ε+ εδ − εδ2

2
+
εδ3

6
− εδ4

24
+
εδ5

120
− εδ6

720
+

εδ7

5040
+ ε2 − 3ε2δ + 3ε2δ2 −

−11ε2δ3

6
+

5ε2δ4

6
− 37ε2δ5

120
+

7ε2δ6

72
− ε3 + 5ε3δ − 55ε3δ2

6
+

55ε3δ3

6
−

−51ε3δ4

8
+

1249ε3δ5

360
+ 2ε4 − 7ε4δ +

55ε4δ2

3
− 57ε4δ3

2
+

175ε4δ4

6
− 3ε5 +

+12ε5δ − 97ε5δ2

3
+

395ε5δ3

6
+ 5ε6 − 21ε6δ +

1783ε6δ2

30
− 9ε7 + 37ε7δ + 15ε8

)
,

CB(1) = Ψa
(
ε2 − ε2δ2

2
+
ε2δ3

3
− ε2δ4

8
+
ε2δ5

30
− ε2δ6

144
− ε3 + ε3δ − 2ε3δ3

3
+

2ε3δ4

3
−

−2ε3δ5

5
+ ε4 − 3ε4δ +

31ε4δ2

10
− 251ε4δ4

120
− 3ε5 + 5ε5δ − 124ε5δ2

15
+

94ε5δ3

15
+

+4ε6 − 9ε6δ +
107ε6δ2

6
− 8ε7 + 18ε7δ + 14ε8

)
,

CC(1) = Ψa2
(
− ε3

2
+
ε3δ2

12
− ε3δ4

48
+
ε3δ5

90
+
ε4

2
− ε4δ

2
+
ε4δ2

6
− ε5

2
+

3ε5δ

2
− (4.1)

−43ε5δ2

28
+

2ε5δ3

3
+ 2ε6 − 5ε6δ

2
+

53ε6δ2

14
− 5ε7

2
+ 5ε7δ + 6ε8

)
,

CD(1) = Ψa3
(ε4
6
− ε4δ2

60
+
ε4δ4

720
− ε5

6
+
ε5δ

6
− ε5δ2

15
+
ε5δ3

90
+
ε6

6
− ε6δ

2
+

+
55ε6δ2

108
− 5ε7

6
+

5ε7δ

6
+ ε8

)
,
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CE(1) = Ψa4
(
− ε5

24
+
ε5δ2

336
+
ε6

24
− ε6δ

24
+
ε6δ2

56
− ε7

24
+
ε7δ

8
+
ε8

4

)
,

CF (1) = Ψa5
( ε6

120
− ϵ6δ2

2160
− ε7

120
+
ε7δ

120
+

ε8

120

)
,

CG(1) = Ψa6
(
− ε7

720
+

ε8

720

)
,

CH(1) =
a7ε8

5040
Ψ.

Ðåøåíèå â Wolfram Mathematica ïîêàçàëî, ÷òî ïðè δ ∼ ε2 èëè ε ∼ δ2 ðàçëîæåíèÿ
ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé îòëè÷àþòñÿ îò ïðèâåäåííûõ âûøå òîëüêî èñêëþ÷åíèåì ñëàãàåìûõ
áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, êàê ýòî è ïðåäïîëàãàëîñü ðàíåå. Íàïðèìåð, ïðè δ ∼ ε2 ðàçëîæå-
íèå CF (1) èìååò âèä:

CF0(1) = Ψa5
( ε6

120
− ε7

120
+

ε8

120

)
.

Íà ðèñ. 4.1 èçîáðàæåíû ýêâèïîòåíöèàëüíûå ëèíèè ôóíêöèè ψ â ïëîñêîñòè Ox1x3 . Ïðè
èõ ïîñòðîåíèè áûëè èñïîëüçîâàíû âûðàæåíèÿ (3.6) è (4.1), ïðè÷åì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
ñîñòàâëÿëè Ψ = 1 , ε = 1/4 , δ = 1/3 , a = 1 .

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Êàê âèäíî, ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè Ox2x3
(îñü Ox3 íà ðèñóíêå). Ïëîñêîñòü x3 = r/2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ çåðêàëüíîé.

5. Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåí ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñïðåäåëåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöè-
àëà âîêðóã ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö, âíåäðåííûõ â ñïëîøíóþ ñðåäó. Ýòîò ìåòîä âêëþ÷àåò â
ñåáÿ ñëåäóþùèå ýòàïû:

• Ðàçëîæåíèå èñêîìîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) ïî áàçèñíûì ôóíêöèÿì. Ïðè ýòîì
âñå òàêèå ôóíêöèè (ìóëüòèïîëè) ñóòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåêîòîðîãî ¾ôóíäàìåí-
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òàëüíîãî¿ ðåøåíèÿ, èìåþùåãî ïðîñòóþ ñòðóêòóðó (îáëàäàþùåãî ñôåðè÷åñêîé ñèì-
ìåòðèåé). Ýòî âîçìîæíî ñäåëàòü, ïîñêîëüêó óêàçàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

• Ïðèâëå÷åíèå òåîðèè íåëèíåéíûõ òåíçîðíûõ ôóíêöèé è èñïîëüçîâàíèå ñèììåòðèè
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çàäà÷è äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåíçîðíûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ.
Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé, ôèãóðèðóþùèõ â
âûðàæåíèè êîýôôèöèåíòîâ, ÷åðåç òåíçîðû áàçèñà.

• Äëÿ îòûñêàíèÿ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé ìóëüòèïîëè â îêðåñòíîñòè êàæäîé ÷àñòèöû ðàñ-
êëàäûâàþòñÿ â ðÿä ïî ìàëûì ïàðàìåòðàì (3.7). Ýòè àñèìïòîòè÷åñêèå ðÿäû ïîäñòàâ-
ëÿþòñÿ â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è, ïîñëå ÷åãî ñêàëÿðíûå ôóíêöèè òàêæå íàõîäÿòñÿ
â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ ïàðàìåòðîâ.

Èçëîæåííûé ìåòîä áûë ïðèìåíåí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î äâóõ èäåíòè÷íûõ ÷àñòèöàõ,
ïðè ýòîì áûëè ðàññìîòðåíû ðàçíûå âàðèàíòû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ôèãóðèðóþùèìè â
àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèÿõ ïàðàìåòðàìè ε è δ .

Îäíàêî òàêîé æå ïîäõîä ïîçâîëèò îïèñûâàòü äâîéíûå ýëåêòðè÷åñêèå ñëîè âîêðóã ïðî-
èçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö (áûòü ìîæåò, ðàçíûõ ðàäèóñîâ).
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Mathematical modelling of electrostatic interaction among

two identical spheres surrounded by double electric layers

c⃝ A. O. Syromyasov 3, N. V. Eremkina4

Abstract. The distribution of electric potential in a medium containing two identical spherical
particles surrounded by wide double electric layers is discussed. The solution is obtained by using
the theory of nonlinear tensor functions and may be generalized on the arbitrary number of
particles.

Key Words: double electric layer, Poisson � Boltzmann equation, Helmholtz equation, multipole,
asymptotic methods, theory of nonlinear tensor functions
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