
58 Þ. À. Êóçíåöîâ, Å. Â. Êðóãëîâ, Ä. À. Áóðëàêîâà

ÓÄÊ 517.9+519.8

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà

ñ ó÷åòîì íàêîïëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà

ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì

c⃝ Þ. À. Êóçíåöîâ 1, Å. Â Êðóãëîâ 2, Ä. À. Áóðëàêîâà 3

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî
ðîñòà ñ ó÷åòîì íàêîïëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà òèïà Ëóêàñà. Å¼ èññëåäîâàíèå ñâîäèòñÿ ê
èçó÷åíèþ òðåõìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîé òðàåêòîðèè ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà ñ ó÷åòîì ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà, òðåõ-
ìåðíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, òðàåêòîðèè ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà

1. Ââåäåíèå

Â òåîðèè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà ïðèíÿòî âûäåëÿòü íåêîòîðûé íàáîð òàê íàçûâàåìûõ
ñòèëèçîâàííûõ ôàêòîâ (stylized facts) ñîâðåìåííîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà � íàáîð òåí-
äåíöèé è çàêîíîìåðíîñòåé, òèïè÷íûõ äëÿ ñîâðåìåííîé ýêîíîìè÷åñêîé äèíàìèêè. Ê èõ
÷èñëó îòíîñèòñÿ è ñëåäóþùèé ôàêò: â îáåñïå÷åíèè âûñîêèõ òåìïîâ ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà
âàæíóþ ðîëü èãðàþò êàê íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîãðåññ, òàê è îáðàçîâàíèå è óðîâåíü
êâàëèôèêàöèè ðàáî÷åé ñèëû (ñì. ïîäðîáíåå [2], [20], [14]).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðîëü óðîâíÿ êâàëèôèêàöèè ðàáî÷åé ñèëû îòìå÷àëàñü åù¼ êëàñ-
ñèêàìè ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè (À. Ñìèò, Æ.Á. Ñýé, Äæ.Ñ. Ìèëëü, Ë. Âàëüðàñ, À. Ïèãó è
äð.). Â ÿâíîì è òåïåðü óæå îáùåïðèíÿòîì âèäå êîíöåïöèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà âîøëà
â ýêîíîìè÷åñêóþ íàóêó òîëüêî â 60-õ ãîäàõ XX ñòîëåòèÿ áëàãîäàðÿ ðàáîòàì Äæ. Ìèíöå-
ðà, Ò. Øóëüöà, Ã. Áåêêåðà è Ì. Áëàóãà. Ïåðâîíà÷àëüíî â òåîðèè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà â
êà÷åñòâå îñíîâíûõ ðàññìàòðèâàëèñü ëèøü òàêèå ýêîíîìè÷åñêèå ôàêòîðû, êàê ôèçè÷åñêèé
êàïèòàë è òðóäîâûå ðåñóðñû (â äåéñòâèòåëüíîñòè � ÷èñëåííîñòü çàíÿòûõ â ïðîèçâîäñòâå
ðàáîòíèêîâ).

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îäíèì èç ñàìûõ ñóùåñòâåííûõ ôàêòîðîâ ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà
ñ÷èòàåòñÿ ÷åëîâå÷åñêèé êàïèòàë. Ïî ñóùåñòâó ÷åëîâå÷åñêèé êàïèòàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñîâîêóïíîñòü íàêîïëåííûõ ïðîôåññèîíàëüíûõ çíàíèé, óìåíèé è íàâûêîâ, ïîëó÷àåìûõ â
ïðîöåññå îáðàçîâàíèÿ è ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêàöèè, êîòîðûå âïîñëåäñòâèè ìîãóò ïðèíî-
ñèòü äîõîä � â âèäå çàðàáîòíîé ïëàòû, ïðîöåíòà èëè ïðèáûëè. Åãî ïåðåäà÷à îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ (îòíîñèòåëüíî äëèòåëüíîãî) ïðîöåññà îáó÷åíèÿ è(èëè) ïðàêòèê, ïðè-
çâàííûõ òðàíñëèðîâàòü ñïåöèôè÷åñêèå çíàíèÿ è äåìîíñòðèðîâàòü ïðîöåäóðû âûðàáîòêè
íîâûõ íàâûêîâ. ×åëîâå÷åñêèé êàïèòàë íîñèò ÿðêî âûðàæåííûé èíäèâèäóàëüíûé õàðàê-
òåð è èçíà÷àëüíî îí âîïëîùåí â îòäåëüíîé ÷åëîâå÷åñêîé ëè÷íîñòè, à ñîâîêóïíûé çàïàñ
÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà â òîì èëè èíîì ñîîáùåñòâå ðàâåí ñóììå çàïàñîâ âñåõ âõîäÿùèõ â
íåãî èíäèâèäóóìîâ.

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, Íèæåãîðîäñêèé ãî-
ñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; Yu-Kuzn@mm.unn.ru.

2 Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàð-
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; kruglov19@mail.ru.

3 Àñïèðàíò, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâ-
ãîðîä; groha@yandex.ru.
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Â ñîâðåìåííîé òåîðèè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà ÷åëîâå÷åñêèé êàïèòàë ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê âàæíûé ôàêòîð ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà è ðàçâèòèÿ, à ìåõàíèçì åãî ïðîèçâîäñòâà è
íàêîïëåíèÿ � êàê ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü ýíäîãåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ýêîíîìè÷å-
ñêîãî ðîñòà. Íà÷èíàÿ ñ ðàáîò êëàññèêîâ, ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïóòè (ìåõàíèçìû)
ôîðìèðîâàíèÿ è íàêîïëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà. Âàæíåéøèå êîíöåïöèè, îïèñûâà-
þùèå âëèÿíèå ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà è íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîãðåññà (ÍÒÏ) íà
äèíàìèêó ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì, âîñõîäÿò ê ðàáîòàì Ê. Ýððîó, Ï. Ðîìåðà, Ð. Íåëüñîíà
� Ý. Ôåëïñà, Õ. Óçàâà è Ð. Ëóêàñà (ñì. ïîäðîáíåå [2], [14], [15], [16], [17], [18], [19]).

Ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå êîíöåïöèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà áûëà âêëþ÷åíà â ìîäåëü
ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà â êëàññè÷åñêîé ñòàòüå Ê. Ýððîó [1]. Â åãî ìîäåëè ðîñò òåõíè÷åñêî-
ãî çíàíèÿ áûë ¾íåïðåäíàìåðåííûì¿ (òî åñòü ïîáî÷íûì, by-product) ïîñëåäñòâèåì îïûòà
ñîçäàíèÿ íîâûõ ñðåäñòâ ïðîèçâîäñòâà, à ìåõàíèçì íàêîïëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà
âêëþ÷àåò â ñåáÿ îáó÷åíèå ðàáîòíèêîâ áåç îòðûâà îò ïðîèçâîäñòâà (¾learning-by-doing¿).

Äðóãîé ìåõàíèçì íàêîïëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà îïèñàí â îáùåòåîðåòè÷åñêîì
ïëàíå Ã. Áåêêåðîì è ñâÿçàí ñ ïîâûøåíèåì êâàëèôèêàöèè ðàáîòíèêîâ ïóòåì èõ îáó÷å-
íèÿ ¾ñ îòðûâîì îò ïðîèçâîäñòâà¿. Âïåðâûå ýòà êîíöåïöèÿ íàêîïëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî
êàïèòàëà áûëà âêëþ÷åíà â íåîêëàññè÷åñêóþ ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà â èçâåñòíîé (è
òîæå ñ÷èòàþùåéñÿ êëàññè÷åñêîé) ðàáîòå Ð. Ëóêàñà [9]. Ïîäðîáíåå îá ýòîé ìîäåëè è å¼
îáîáùåíèÿõ ñì., íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [2], [13], [14], [15], [16], [17], [18], [19]. Ïîä÷åðêíåì,
÷òî â ðàáîòå Ð. Ëóêàñà [9] ñòðîèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì.

Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå áûëè ïðåäïðèíÿòû ïîïûòêè ðàññìîòðåíèÿ àíàëîãà ìîäåëè
Ëóêàñà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì (ñì., íàïðèìåð, [7], [6], [3], [8]). Ìîòèâàöèåé äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ ïîäîáíûõ ìîäåëåé âûñòóïàåò æåëàíèå ïîëó÷èòü ìîäåëü, ñîõðàíÿþùóþ èçâåñòíûå è
ýêîíîìè÷åñêè îïðàâäàííûå êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè èñõîäíîé ìîäåëè Ëóêàñà, è, êðîìå
òîãî, òàêóþ, êîòîðóþ ïðîùå è óäîáíåå ñîïîñòàâëÿòü ñ äàííûìè ýêîíîìè÷åñêîé ñòàòèñòèêè
(òî åñòü ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âðåìåííûìè ðÿäàìè).

Çàìåòèì, ÷òî âàæíåéøèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà, ñâÿçàííûå ñ
ïîíÿòèåì ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà, â äåéñòâèòåëüíîñòè â òîé èëè èíîé ñòåïåíè îòîæäåñòâ-
ëÿþò ÷åëîâå÷åñêèé êàïèòàë ñ òîé åãî êîìïîíåíòîé, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò (â øèðîêîì
ñìûñëå) ýôôåêòèâíîñòü òðóäà ýêîíîìè÷åñêîãî àãåíòà, èëè äàæå (áîëåå óçêî) åãî ïðîèç-
âîäèòåëüíîñòü òðóäà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî
ðîñòà ñ ó÷åòîì íàêîïëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà òèïà Ëóêàñà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì.
Å¼ èññëåäîâàíèå ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ òðåõìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì
âðåìåíåì. Îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîé òðàåêòîðèè ñáàëàíñèðî-
âàííîãî ðîñòà. Èññëåäóþòñÿ êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé (ïðîåêò �15-01-04604).

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà ñ ó÷åòîì íàêîï-
ëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì â îñíîâíîì ñëåäóåò ëîãèêå ðàáîòû
[9]. Ñëåäóÿ òðàäèöèè (ñì. [9]), âûäåëèì â ÿâíîì âèäå ¾âíóòðåííèé¿ è ¾âíåøíèé¿ ýô-
ôåêòû ïðîöåññà íàêîïëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà. Âíóòðåííèé ýôôåêò ýòîãî ïðîöåññà
îïðåäåëÿåò ðîñò èíäèâèäóàëüíîé ýôôåêòèâíîñòè òðóäà ¾ðåïðåçåíòàòèâíîãî ýêîíîìè÷å-
ñêîãî àãåíòà¿(ÝÀ); âíåøíèé ýôôåêò � ñâÿçàí ñ îðãàíèçàöèîííûìè è ñîöèàëüíûìè àñ-
ïåêòàìè ïðîèçâîäñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè, íà êîòîðûå íå ìîãóò ïîâëèÿòü èíäèâèäóàëüíûå
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ðåøåíèÿ ÝÀ î íàêîïëåíèè ñâîåãî ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà. Ýòèì ýôôåêòîì îïðåäåëÿþòñÿ
¾ýêñòåðíàëèè¿. Êàê è â ðàáîòå [9], îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðîñòåéøåãî (è âìåñòå ñ
òåì � îäíîãî èç âàæíåéøèõ) ñëó÷àÿ, êîãäà ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
òèïà Êîááà � Äóãëàñà, à ýêñòåðíàëèè ó÷èòûâàþòñÿ â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôîðìå. Ïîñêîëü-
êó ðå÷ü èäåò î âûÿâëåíèè ðîëè ïðîöåññà íàêîïëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà, à íå ðîñòà
÷èñëåííîñòè ðàáîòíèêîâ, åñòåñòâåííî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì ïîñòîÿííîé ÷èñëåííîñòè ðà-
áî÷åé ñèëû, òî åñòü ñ÷èòàòü, ÷òî å¼ òåìï ðîñòà ðàâåí íóëþ. Â èòîãå óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
çàïèøóòñÿ â âèäå:

kt+1 = Akβt (utht)
1−βh̄γt − ct + (1− δk)kt, (2.1)

ht+1 = δ(1− ut)ht + (1− δh)ht. (2.2)

Çäåñü t � íîìåð âðåìåííîãî ïåðèîäà, t ≥ 0 ; kt ∈ R+ ≡ [0,∞) � óäåëüíûé (per capita)
ôèçè÷åñêèé êàïèòàë, ïðèõîäÿùèéñÿ â ñðåäíåì íà îäíîãî ÝÀ; ht ∈ R+ � óðîâåíü ÷åëîâå-
÷åñêîãî êàïèòàëà ÝÀ; ut � äîëÿ àêòèâíîãî âðåìåíè ÝÀ, îòâîäèìàÿ òðóäîâîé äåÿòåëüíî-
ñòè; ct � óðîâåíü ïîòðåáëåíèÿ ÝÀ; δk è δh � ñîîòâåòñòâåííî êîýôôèöèåíòû âûâåäåíèÿ
(depreciation rate) ôèçè÷åñêîãî è ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëîâ, δk ∈ (0, 1) , δh ∈ (0, 1) ; δ > 0 ,
A > 0 , β ∈ (0, 1) , γ > 0 � ïîñòîÿííûå, õàðàêòåðèçóþùèå ïðîöåññ íàêîïëåíèÿ ÷åëîâå÷å-
ñêîãî êàïèòàëà è òåõíîëîãè÷åñêèå îñîáåííîñòè ïðîèçâîäñòâà. Ìíîæèòåëü h̄γt îïèñûâàåò
ýêñòåðíàëèè.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ÝÀ ïðè ïëàíèðîâàíèè ñâîåé äåÿòåëüíîñòè èñõîäèò èç âîñïðèÿòèÿ ýêñ-
òåðíàëèé êàê çàäàííûõ (è èçâåñòíûõ) ôóíêöèé âðåìåíè. Ïðè ýòîì îí âûáèðàåò ñâîþ
ñòðàòåãèþ èç óñëîâèÿ ìàêñèìèçàöèè ñóììàðíîé äèñêîíòèðîâàííîé ïîëåçíîñòè

J [u, c] =
∞∑
t=0

ρt
c1−σt

1− σ
→ max. (2.3)

Çäåñü σ > 0 (σ ̸= 1 ) è ρ ∈ (0, 1) � ïîñòîÿííûå, õàðàêòåðèçóþùèå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ
ÝÀ. Ôóíêöèè c(t) ∈ R+ è u(t) ∈ [0, 1] ÿâëÿþòñÿ óïðàâëåíèÿìè.

Ôîðìà îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (2.1), (2.2), (2.3) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå òðàäèöèîííîé äëÿ
ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà. Àäåêâàòíûé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîé çàäà÷è
(à òàêæå è áîëåå îáùèõ çàäà÷) ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî ïðåäñòàâëåí
â ðàáîòàõ [4], [11], [5], [2] è [14]. Òàì æå îïèñàíà ñïåöèôèêà ðàññìîòðåíèÿ ýòîé çàäà÷è,
òðàêòóåìîé â ñîäåðæàòåëüíîì ïëàíå êàê çàäà÷à î ¾êîíêóðåíòíîì ðàâíîâåñèè¿ (competitive
equilibrium).

Èñïîëüçóÿ ïîäõîä ðàáîò [4], [11] è [5], îñíîâàííûé íà ìåòîäå ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà,
çàïèñàííîì â ôîðìå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íåîáõî-
äèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â äàííîé çàäà÷å ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñëåäóþùåé
ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:

kt+1 = Akβt u
1−β
t h1−β+γt − ct + (1− δk)kt, (2.4)

ht+1 = δ(1− ut)ht + (1− δh)ht, (2.5)(
ct
ct−1

)σ
= ρ

(
βAkβ−1

t u1−βt h1−β+γt + (1− δk)
)

(2.6)(
ut
ut−1

)β
= ρ

(
ct−1

ct

)σ (
kt
kt−1

)β (
ht
ht−1

)γ−β
((1− δh) + δ). (2.7)

Çàìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèÿõ (2.4)�(2.7) ôàêòè÷åñêè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî, â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ýêîíîìè÷åñêèì ñìûñëîì ïåðåìåííûõ, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå (kt, ht, ct, ut) ∈ R4

++ ,
R++ ≡ (0,∞) .
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Â ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà îáû÷íî îãðàíè÷èâàþòñÿ èññëåäîâà-
íèåì òîëüêî íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà PBGP ìíîæåñòâà P îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé,
à èìåííî � ðàññìîòðåíèåì ñáàëàíñèðîâàííûõ îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé. Ïî-âèäèìîìó,
âïåðâûå òàêèå òðàåêòîðèè áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [9]. Ñàì òåðìèí ¾ñáàëàíñèðîâàííàÿ
îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ¿ (Balanced Growth Path, BGP � òðàåêòîðèÿ) íîñèò äîñòàòî÷íî
óñëîâíûé õàðàêòåð. Ôàêòè÷åñêè ðå÷ü èäåò î òðàåêòîðèÿõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåîáõîäèìûì
óñëîâèÿì îïòèìàëüíîñòè è òàêèì, ÷òî òåìïû ðîñòà âñåõ èëè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ âäîëü
òàêèõ òðàåêòîðèé ïîñòîÿííû. Êàê îòìåòèë Ð. Ëóêàñ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå î÷åíü ÿñíî, ÷òî
¾ñáàëàíñèðîâàíî¿ âäîëü òàêèõ òðàåêòîðèé, ¾íî ïîñêîëüêó ìû íóæäàåìñÿ â íåêîòîðîì
òåðìèíå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðåøåíèé ñî ñâîéñòâîì ïîñòîÿííîãî òåìïà ðîñòà, òî ýòîò òåðìèí
ñòîëü æå õîðîø êàê ëþáîé äðóãîé¿(ñì. [9], P. 26).

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè z(t) äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà t òåìïîì ðîñòà íàçûâàåòñÿ
âåëè÷èíà ωz(t) = z(t+1)

z(t)
. Òàêèì îáðàçîì, ñáàëàíñèðîâàííîé òðàåêòîðèåé ñèñòåìû (2.4) �

(2.7) ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèÿ, äëÿ êîòîðîé òåìïû ðîñòà ωk , ωh , ωc è ωu ïîñòîÿííû.

3. Ñóùåñòâîâàíèå ñáàëàíñèðîâàííûõ òðàåêòîðèé

Ñôîðìóëèðóåì ñíà÷àëà íåêîòîðîå ¾óñëîâíîå¿ óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ñáàëàí-
ñèðîâàííûõ òðàåêòîðèé.

Ò å î ð å ì à 3.1. Åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.4)�(2.7) èìååò BGP � òðàåêòîðèè,
òî íà BGP � òðàåêòîðèÿõ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1∗. Äëÿ ïåðåìåííûõ (kt, ht, ct, ut) ∈ R4
++ èìåþò ìåñòî ¾çàêîíû ñîõðàíåíèÿ¿:

ut = const, kβ−1
t h1−β+γt = const,

ct
kt

= const. (3.1)

2∗. Äëÿ òåìïîâ ðîñòà ïåðåìåííûõ (kt, ht, ct, ut) ∈ R4
++ èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

ωu = 1, ωk = ωc, ω
1−β
k = ω1−β+γ

h , (3.2)

ω
γ(1−σ)
1−β

−σ
h =

1

ρ[(1− δh) + δ]
. (3.3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ωh = const . Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (2.5)
ñëåäóåò ðàâåíñòâî ht+1

ht
= δ(1−ut)+ (1− δh) = const , èç êîòîðîãî âûòåêàåò, ÷òî ut = const

è, çíà÷èò, ωu = 1 . Äàëåå, åñëè ωc = const , òî â ñèëó ðàâåíñòâà ut = const è óðàâíåíèÿ
(2.6) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

kβ−1
t h1−β+γt =M = const > 0. (3.4)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
(
kt+1

kt

)β−1 (
ht+1

ht

)1−β+γ
= M

M
= 1 , òàê ÷òî ω1−β

k = ω1−β+γ
h . Èç óðàâíåíèÿ

(2.4) èìååì:
kt+1

kt
= Akβt u

β−1
t h1−β+γt − ct

kt
+ (1− δk) = const. (3.5)

Â ñèëó óñëîâèé ut = const , ωk = const è ðàâåíñòâà (3.4) èç óðàâíåíèÿ (3.5) ñëåäóåò
ñîîòíîøåíèå ct

kt
= const , èç êîòîðîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò ðàâåíñòâî ωk = ωc . Òàêèì

îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ (3.1) è (3.2) îáîñíîâàíû. Ðàâåíñòâî (3.3) ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (2.7)
è ñîîòíîøåíèé (3.1) è (3.2).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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¾Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ¿ (3.1) ïîçâîëÿþò ïðîâåñòè çàìåíó ïåðåìåííûõ â ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé (2.4)�(2.7). Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå qt = ct

kt
è xt =

kt

(ht)
1−β+γ
1−β

. Ïåðåõîä îò ïåðåìå-

íûõ (k, h, c, u) ê ïåðåìåííûì (x, q, c, u) ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.4)�(2.7)
ê âèäó:

xt+1

xt
=
Axβ−1

t u1−βt − qt + (1− δk)

[δ(1− ut) + (1− δh)]
1−β+γ
1−β

, (3.6)

(
qt+1

qt

)σ
=

ρ
[
βAxβ−1

t+1 u
1−β
t+1 + (1− δk)

]
[
Axβ−1

t u1−βt − qt + (1− δk)
]σ , (3.7)

(
ut+1

ut

)β
=

[
Axβ−1

t u1−βt − qt + (1− δk)
]β

[δ(1− ut) + (1− δh)]
γ−β

[βAxβ−1
t+1 u

1−β
t+1 + (1− δk)]

[(1− δh) + δ]. (3.8)

(
ct
ct−1

)σ = ρ
[
βAxβ−1

t u1−βt + (1− δk)
]
, (3.9)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.6) � (3.9) îáëàäàåò ñïåöèôè÷åñêîé ñòðóêòóðîé � óðàâíåíèÿ (3.6)
� (3.8) îáðàçóþò çàìêíóòóþ ïîäñèñòåìó. Èõ ðåøåíèå ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.9). Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåííàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ ïîçâîëèëà
¾ïîíèçèòü ïîðÿäîê¿ èññëåäóåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (3.1) è (3.2) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ωq = 1, ωx = 1, ωu = 1, (3.10)

îçíà÷àþùèå, ÷òî ïåðâûå òðè êîîðäèíàòû ñáàëàíñèðîâàííûõ òðàåêòîðèé îáðàçóþò ñòàöè-
îíàðíûå (íåïîäâèæíûå) òî÷êè ñèñòåìû (3.6) � (3.8).

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå äèíàìèêè èñõîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è âîïðîñîâ
ñóùåñòâîâàíèÿ BGP � òðàåêòîðèé òåñíî ñâÿçàíî ñ èçó÷åíèåì ñèñòåìû òðåõ ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé (3.6) � (3.8). Ïðè ýòîì âàæíóþ ðîëü èãðàåò îïðåäåëåíèå êîëè÷åñòâà è ñâîéñòâ
ñòàöèîíàðíûõ (íåïîäâèæíûõ) òî÷åê ñèñòåìû (3.6) � (3.8).

Îáîçíà÷èì ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, ôèãóðèðóþùèõ â ñèñòåìå (3.6) � (3.8),
(x, q, u) . Èñïîëüçóÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû (3.6) � (3.8) óñëîâèå (3.10), ïîëó÷èì ñîîò-
âåòñòâóþùóþ ¾ñòàöèîíàðíóþ¿ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ (x, q, u)
(êîîðäèíàò íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñèñòåìû (3.6) � (3.8)). Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåëè÷èíó
U = Axβ−1u1−β . Ïðîâîäÿ íåñëîæíûå àëãåáðàè÷åñêèå âûêëàäêè íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
ñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:

[δ(1− u) + (1− δh)]
1−β+γ
1−β = U − q + (1− δk), (3.11)

[U − q + (1− δk)]
σ = ρ [βU + (1− δk)] , (3.12)

βU + (1− δk) = [U − q + (1− δk)]
β [δ(1− u) + (1− δh)]

γ−β [(1− δh) + δ] . (3.13)

Âîçâåäÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.11) â ñòåïåíü σ , ñëîæèì åãî ïî÷ëåííî ñ óðàâíåíèåì
(3.12). Ïîëó÷èì:

[δ(1− u) + (1− δh)]
σ(1−β+γ)

1−β = ρ [βU + (1− δk)] . (3.14)

Âîçâåäåì òåïåðü îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.11) â ñòåïåíü β è ðàçäåëèì íà íåãî ïî÷ëåííî
óðàâíåíèå (3.13). Ïðè ýòîì ïîëó÷èì:

βU + (1− δk)

[δ(1− u) + (1− δh)]
β(1−β+γ)

1−β

= [(1− δh) + δ] [δ(1− u) + (1− δh)]
γ−β (3.15)
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Ïåðåìíîæèì ïî÷ëåííî óðàâíåíèÿ (3.14) è (3.15) è ïîëó÷èì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé u :

[δ(1− u) + (1− δh)]
D = ρ [(1− δh) + δ] , D =

σ(1− β) + γ(σ − 1)

1− β
. (3.16)

Èç (3.16) âûòåêàåò, ÷òî ¾ñòàöèîíàðíîå¿ çíà÷åíèå ïåðåìåííîé u ≡ uBGP çàäàåòñÿ ñëå-
äóþùåé ôîðìóëîé:

uBGP =
∆− [ρ∆]

1
D

δ
, ∆ ≡ (1− δh) + δ. (3.17)

ßñíî, ÷òî ïðîâåäåííûå âûøå âûêëàäêè èìåþò ìåñòî ëèøü ïðè óñëîâèè J ≡ [U − q +
(1 − δk)] ̸= 0 . Îäíàêî ëåãêî ïîêàçàòü, îïèðàÿñü íà ñïðàâåäëèâîå íà BGP � òðàåêòîðèè
ñîîòíîøåíèå (3.11), ÷òî äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x, q ∈ R++, u ∈ [0, 1]
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî J > 0 .

Èñïîëüçóÿ òåïåðü ïðåäñòàâëåíèå (3.17) è óðàâíåíèÿ (3.12) è (3.13), íåòðóäíî ïîëó÷èòü
ÿâíûå ôîðìóëû è äëÿ ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x ≡ xBGP è q ≡ qBGP . Ýòè
ôîðìóëû äîñòàòî÷íî ýëåìåíòàðíû, íî âåñüìà ãðîìîçäêè è ïîýòîìó íå ïðèâîäÿòñÿ. Îäíàêî
èç íèõ, à òàêæå èç ñîîòíîøåíèÿ (3.17) ìîæíî ïîëó÷èòü ðÿä âåñüìà ïîëåçíûõ âûâîäîâ î òåõ
îãðàíè÷åíèÿõ íà ïàðàìåòðû ñèñòåìû, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ðåàëèçóåìûå (èìåþùèå
ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë) BGP � òðàåêòîðèè.

Íàïðèìåð, ïîñêîëüêó ut è uBGP õàðàêòåðèçóþò äîëþ âðåìåíè, çàòðà÷èâàåìóþ ÝÀ íà
ïðîèçâîäñòâåííóþ äåÿòåëüíîñòü, òî, â ñèëó ýêîíîìè÷åñêîãî ñìûñëà ýòèõ âåëè÷èí, äîëæíî
áûòü ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå ut, uBGP ∈ (0, 1) .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îòâå÷àåò íà âîïðîñ, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà ïàðàìåòðû ñèñòå-
ìû ýòî âîçìîæíî.

Ò å î ð å ì à 3.2. Ïóñòü èìååò ìåñòî îäíà èç ñëåäóþùèõ ñèñòåì íåðàâåíñòâ:

1∗. D > 0,
(1− δh)

D

(1− δh) + δ
< ρ < ((1− δh) + δ)D−1. (3.18)

2∗. D > 0, ((1− δh) + δ)D−1 < ρ < (1− δh)
D((1− δh) + δ)−1. (3.19)

Òîãäà ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå uBGP ∈ (0, 1) .

Ïîÿñíèì ñîîòíîøåíèÿ (3.18) è (3.19). Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà 1∗. Íåðàâåíñòâî u =
uBGP > 0 â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ (3.17) è óñëîâèÿ D > 0 âëå÷åò çà ñîáîé íåðàâåíñòâî
∆D−1 > ρ ; àíàëîãè÷íî, íåðàâåíñòâî u = uBGP < 1 â ñî÷åòàíèè ñ ïðåäñòàâëåíèåì (3.17)
è óñëîâèåì D > 0 âëå÷åò çà ñîáîé íåðàâåíñòâî (∆ − δ)D < ρ∆ . Ñõîäíûå ðàññóæäåíèÿ
ïîçâîëÿþò îáîñíîâàòü è íåðàâåíñòâà 2∗.

Äëÿ ïåðåìåííûõ xBGP è qBGP èìåþò ìåñòî ïîõîæèå óòâåðæäåíèÿ.
Îáîçíà÷èì âåêòîð ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (2.1) � (2.3) θ ≡ col{A, δ, γ, β, ρ, δk, δh, σ} ∈ Θ ,

Θ ≡ R3
++ × [0, 1]4 ×Σ , Σ = (0, 1)∪ (1,∞) . Èç òåîðåìû 3.2. è àíàëîãè÷íûõ åé óòâåðæäåíèé

äëÿ ïåðåìåííûõ xBGP è qBGP ñëåäóåò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ Θ ñèñòåìû (3.6)
� (3.8) ìîæíî âûäåëèòü íåïóñòóþ îáëàñòü ΘBGP , äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóþò BGP � òðàåê-
òîðèè. Áîëåå òîãî, èç ïðîâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé ñëåäóåò òàêæå, ÷òî èìååò ìåñòî

Ò å î ð å ì à 3.3. Ñèñòåìà (2.4)-(2.7) èìååò åäèíñòâåííóþ ðåàëèçóåìóþ òðàåê-
òîðèþ ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà.
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4. Çàêëþ÷åíèå

Ïîíÿòíî, ÷òî çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âîïðîñ î òèïå íåïîäâèæíîé òî÷êè
ñèñòåìû (3.6) � (3.8) è, ñîîòâåòñòâåííî, ïîâåäåíèè ñèñòåìû (2.4) � (2.7) â îêðåñòíîñòè
íàéäåííîé BGP � òðàåêòîðèè. Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òàêæå ïîâåäåíèå ñèñòåìû â
îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò è ãðàíèö ìíîæåñòâà R3

+ . Ýòèì âîïðîñàì áóäåò ïîñâÿùåíà
îòäåëüíàÿ ðàáîòà.
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Mathematical model of economic growth

based on the accumulation of

human capital with discrete time

c⃝ Yu. A. Kuznetsov4,E. V. Kruglov5, D. A. Burlakova 6

Abstract. The mathematical model of economic growth taking in account the process of the
human capital accumulation and with discrete time is considered. This mathematical model is
reduced to the study of three-dimensional dynamical system with discrete time. The conditions of
existence of a unique balanced growth path are determined.
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