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Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåïðåðûâíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû íà
ïîâåðõíîñòÿõ. Äëÿ ñîäåðæàòåëüíîãî êëàññà ïîòîêîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îñîáûõ òðàåêòîðèé
ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ìíîãîöâåòíîãî ãðàôà è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êëàññ òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè òàêîãî ïîòîêà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êëàññîì èçîìîðôíîñòè åãî ìíîãîöâåòíîãî
ãðàôà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîöâåòíûé ãðàô, ïîòîê, òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

1. Ââåäåíèå

Íåïðåðûâíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé èëè ïîòîêîì íà ïîâåðõíîñòè S íàçûâàåòñÿ
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : S × R → S ñ ãðóïïîâûìè ñâîéñòâàìè:
1) f(x, 0) = x ∀x ∈ S ;
2) f(f(x, t), s) = f(x, t+ s) ∀x ∈ S , ∀s, t ∈ R .

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëàãàòü f t(x) = f(x, t) , x ∈ S , t ∈ R .
Ìû ïðåäïîëàãàåì ïîâåðõíîñòü S îðèåíòèðóåìîé, ò.å. îíà ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, ñôå-

ðîé, òîðîì, êðåíäåëåì; â îáùåì, ñôåðîé ñ ðó÷êàìè (ñì. Ðèñ. 1.1).

Ð è ñ ó í î ê 1.1

Ïðèìåðû ïîâåðõíîñòåé S

Äëÿ ïîòîêà f t òî÷êà x íàçûâàåòñÿ áëóæäàþùåé, åñëè ñóùåñòâóåò îêðûòàÿ îêðåñò-
íîñòü Ux òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî f t(Ux)∩Ux = ∅ äëÿ âñåõ t > 1 . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êà
x íàçûâàåòñÿ íåáëóæäàþùåé.

Ìíîæåñòâî âñåõ áëóæäàþùèõ (íåáëóæäàþùèõ) òî÷åê ïîòîêà f t íàçûâàåòñÿ åãî áëóæ-
äàþùèì ìíîæåñòâîì (íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâîì).

1 Ñòóäåíò, ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî; kruglovslava21@mail.ru
2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, ÍÈÓ ÂØÝ-ÍÍ; olga-pochinka@yandex.ru
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Òðàåêòîðèåé èëè îðáèòîé òî÷êè x ∈ S íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Ox = {f t, t ∈ R} . Ïî-
ëàãàþò, ÷òî òðàåêòîðèè ïîòîêà îðèåíòèðîâàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ âîçðàñòàíèåì ïàðàìåòðà
t .

Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé èëè ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ, åñëè Ox = {x} .
Îðáèòà Ox íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò T > 0 òàêîå, ÷òî fT (x) = x

è f t(x) ̸= x äëÿ t < T . Ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì öèêëîì, åñëè â åå
îêðåñòíîñòè íåò äðóãèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé (ýêâèâàëåíòíûì ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäå-
íèå, ÷òî âñÿêàÿ äîñòàòî÷íî áëèçêàÿ ê ïðåäåëüíîìó öèêëó òðàåêòîðèÿ ñòðåìèòñÿ ê íåìó
ëèáî â ïðÿìîì, ëèáî â îáðàòíîì âðåìåíè).

Ïóñòü d � ðèìàíîâà ìåòðèêà íà S . Òîãäà óñòîé÷èâûì (íåóñòîé÷èâûì) ìíîãîîáðàçèåì
òî÷êè x íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî W s

x = {y ∈ S : d(f t(x), f t(y)) → 0 ïðè t → +∞} (W u
x =

{y ∈ S : d(f t(x), f t(y)) → 0 ïðè t→ −∞} ).
Óñòîé÷èâîé (íåóñòîé÷èâîé) ñåïàðàòðèñîé íåïîäâèæíîé òî÷êè p íàçûâàåòñÿ êîìïî-

íåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W s
p\p (W u

p \p ).
Äâà ïîòîêà íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîð-

ôèçì, îòîáðàæàþùèé òðàåêòîðèè îäíîãî ïîòîêà â òðàåêòîðèè äðóãîãî ñ ñîõðàíåíèåì íà-
ïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ.

Ïîòîê f t íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(f t)
ýëåìåíòà f t â C1(S×R, S) òàêàÿ, ÷òî åñëè f ′t ∈ U(f t) , òî òðàåêòîðèè f t è f ′t òîïîëîãè-
÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîòîê íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâûì.

Ïîòîêè íà ïëîñêîñòè âîçíèêàþò, íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé âèäà {

ẋ = P (x, y),
ẏ = Q(x, y), ãäå (x, y) ∈ R2.

(1.1)

Â 1937 ã. äëÿ ñèñòåì òèïà (1.1) ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ è ñåïàðàòðèñ â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ïëîñêîñòè Å.À. Ëåîíòîâè÷ è À.Ã. Ìàéåð [1] â
êà÷åñòâå òîïîëîãè÷åñêîãî èíâàðèàíòà ïðåäëîæèëè ñõåìó. Â 1955 [2] ãîäó îíè äîêàçàëè,
÷òî ñõåìà çàäà¼ò ïîòîê ñ òî÷íîñòüþ äî òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â 1971 ãîäó Ïåéøîòî [6] ïîëó÷èë òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ ñòðóêòóðíî óñòîé-
÷èâûõ ïîòîêîâ íà ïðîèçâîëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðíîãî èíâàðèàíòà �
îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, îáîáùàþùåãî ñõåìó Ëåîíòîâè÷-Ìàéåðà.

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîãî ïîòîêà íà äâóìåðíîé ñôåðå ñëóæèò
ïîòîê, èìåþùèé ÷åòûðå íåïîäâèæíûå òî÷êè: èñòî÷íèê α , ñåäëî σ è äâà ñòîêà ω1 è ω2

(ñì. Ðèñ. 1.2). Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó ïîòîêó òàêæå ïîñòðîåí íà
ðèñóíêå 1.2.

Ð è ñ ó í î ê 1.2

Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Ïåéøîòî
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Â 1998 ãîäó À.À. Îøåìêîâ, Â.Â. Øàðêî [3] ââåëè íîâûé èíâàðèàíò äëÿ ñòðóêòóðíî
óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ, óñòðàíÿþùèé íåêîòîðûå íåäîñòàòêè îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, êàê
ïîëíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èíâàðèàíòà, � òð¼õöâåòíûé ãðàô. Òð¼õöâåòíûé ãðàô äëÿ ïîòî-
êà, ÷åé ôàçîâûé ïîðòðåò ïîñòðîåí íà Ðèñóíêå 1.2, âûïîëíåí íà Ðèñóíêå 1.3.

Ð è ñ ó í î ê 1.3

Òðåõöâåòíûé ãðàô Îøåìêîâà-Øàðêî

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìíîãîöâåòíûé ãðàô ñòðîèòñÿ äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ïîòî-
êà íà ïîâåðõíîñòÿõ, âêëþ÷àþùåãî ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå ïîòîêè. Â ñâÿçè ñ ÷åì äàäèì
íåîáõîèìûå ïîíÿòèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî êîíå÷íûì ãðàôîì Γ íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (B,E) , äëÿ êî-
òîðîé âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: B � íåïóñòîå ìíîæåñòâî âåðøèí; E � ìíîæåñòâî
ïàð âåðøèí, íàçûâàåìûõ ð¼áðàìè.

Åñëè ãðàô Γ ñîäåðæèò ðåáðî e = (a, b) , òî êàæäóþ èç âåðøèí a , b íàçûâàþò èíöè-
äåíòíîé ðåáðó e è ãîâîðÿò, ÷òî âåðøèíû a è b ñîåäèíåíû ðåáðîì e .

Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô � êîíå÷íûé ãðàô, êàæäîå èç ð¼áåð êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ óïîðÿ-
äî÷åííîé ïàðîé âåðøèí.

Ïóò¼ì â ãðàôå íàçûâàþò êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî âåðøèí è ð¼áåð âèäà
b0, (b0, b1), b1, ..., bi−1, (bi−1, bi), bi, ..., bk−1, (bk−1, bk), bk , k > 1 . ×èñëî k íàçûâàåòñÿ äëèíîé
ïóòè, îíî ðàâíî ÷èñëó âõîäÿùèõ â ïóòü ð¼áåð.

Ãðàô íàçûâàþò ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî âåðøèíû ìîæíî ñîåäèíèòü ïóò¼ì.
Öèêëîì äëèíû k ∈ N â ãðàôå íàçûâàþò êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî åãî âåðøèí è ð¼-

áåð âèäà {b0, (b0, b1), b1, ..., bi−1, (bi−1, bi), bi, ..., bk−1, (bk−1, b0), b0} . Ïðîñòûì öèêëîì íàçûâà-
þò öèêë, ó êîòîðîãî âñå âåðøèíû è ð¼áðà ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ãðàô Γ íàçûâàåòñÿ ìíîãîöâåòíûì ãðàôîì, åñëè ìíî-
æåñòâî ð¼áåð ãðàôà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïîäìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîñòîèò
èç ð¼áåð îäíîãî è òîãî æå îïðåäåë¼ííîãî öâåòà;

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Äâà ìíîãîöâåòíûõ ãðàôà íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè,
åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå âåðøèí è ð¼áåð îäíîãî ãðàôà ñî-
îòâåòñòâåííî íà âåðøèíû è ð¼áðà äðóãîãî ãðàôà ñ ñîõðàíåíèåì öâåòíîñòè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî äëÿ øèðîêîãî êëàññà ïîòîêîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ ïîë-
íûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ êëàññ èçîìîðôíîñòè åãî ìíîãîöâåòíîãî ãðà-
ôà. Áîëåå äåòàëüíî.
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2. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G êëàññ ïîòîêîâ f t , çàäàííûõ íà ïîâåðõíîñòè S è îáëàäàþùèõ
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf t êîíå÷íî è ãèïåðáîëè÷íî;
2) åñëè W s

p ∩W u
q ̸= ∅ äëÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ òî÷åê p , q , òî (W u

p \ p) ∩W s
r = ∅ è

(W s
q \ q) ∩W u

r = ∅ äëÿ ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè r .
Çàìåòèì, ÷òî êëàññ G ñîäåðæèò âñå ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå ïîòîêè íà ïîâåðõíîñòÿõ,

íî äîïóñêàåò è íåãðóáûå ïîòîêè ñ òðàåêòîðèÿìè, èäóùèìè èç ñåäëà â ñåäëî. Îäíàêî, â
ñèëó êîíå÷íîñòè íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà, ó ïîòîêîâ â êëàññå G îòñóòñòâóþò öèêëû è,
â ÷àñòíîñòè, ïåòëè ñåïàðàòðèñ.

Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà íåãðóáîãî ïîòîêà èç êëàññà G ðàññìîòðèì ïîòîê
f t , ôàçîâûé ïîðòåðåò êîòîðîãî èçîáðàæ¼í íà Ðèñóíêå 2.1. Òàì æå èçîáðàæåí åãî ÷åòû-
ðåõöâåòíûé ãðàô Γf t . Îïèøåì êîíñòðóêöèþ ïîñòðîåíèÿ ìíîãîöâåòíîãî ãðàôà ïî ïîòîêó
f t ∈ G â îáùåì ñëó÷àå.

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ôàçîâûé ïîðòðåò íåãðóáîãî ïîòîêà èç êëàññà G è åãî ìíîãîöâåòíûé ãðàô

Ïóñòü f t : S → S � ïîòîê èç êëàññà G .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω0

f t ìíîæåñòâî âñåõ ñòîêîâ ïîòîêà f t , Ω1
f t ìíîæåñòâî âñåõ ñ¼äåë f t ,

Ω2
f t ìíîæåñòâî âñåõ èñòî÷íèêîâ f t . Óäàëèì èç ïîâåðõíîñòè S çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ

óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé âñåõ ñåäëîâûõ òî÷åê ïîòîêà f t è îáîçíà÷èì
ïîëó÷èâøååñÿ ìíîæåñòâî ÷åðåç Ŝ , ò. å. Ŝ = S\(W u

Ω0
ft
∪W u

Ω1
ft
∪W s

Ω1
ft
∪W s

Ω2
ft
) .

Ë å ì ì à 2.1. Ìíîæåñòâî Ŝ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ îáëàñòåé (ÿ÷å-
åê), ãîìåîìîðôíûõ îòêðûòîìó äâóìåðíîìó äèñêó, ãðàíèöà êàæäîé èç êîòîðûõ èìååò
îäèí èç âèäîâ, èçîáðàæ¼ííûõ íà Ðèñóíêå 2.2 è ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí ñòîê, îäèí
èñòî÷èê, îäíó, äâå, òðè èëè ÷åòûðå ñåäëîâûå òî÷êè è íåêîòîðûå èç èõ ñåïàðàòðèñ.

Ð è ñ ó í î ê 2.2
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Ïóñòü A � ëþáàÿ ÿ÷åéêà èç ìíîæåñòâà Ŝ , α è ω � èñòî÷íèê è ñòîê, âõîäÿùèå â å¼
ãðàíèöó. Òðàåêòîðèþ θ ∈ A ïîòîêà f t , ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèê
α è ω , áóäåì íàçûâàòü t -êðèâîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç t -êðèâûõ,
âçÿòûõ ïî îäíîé èç êàæäîé ÿ÷åéêè. Ïîëîæèì Ŝ∆ft

= Ŝ\Θ .

Ëþáóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè Ŝ∆ft
íàçîâ¼ì ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòüþ. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç ∆f t ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòåé ïîòîêà f t . Â ãðàíèöó êàæäîé èç íèõ
âõîäÿò 3 èëè 4 íåïîäâèæíûå òî÷êè: èñòî÷íèê α , îäíî ñåäëî σ èëè äâà ñåäëà σu è σs ,
ñòîê ω , óñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà ñåäëà ls (áóäåì íàçûâàòü å¼ s -êðèâîé) ñ ãðàíè÷íûìè òî÷-
êàìè α è σ ëèáî σs , íåóñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà ñåäëà lu (áóäåì íàçûâàòü å¼ u -êðèâîé)
ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè ω è σ ëèáî σu , t -êðèâàÿ ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè α è ω è, â
ñëó÷àå äâóõ ñ¼äåë, ñåïàðàòðèñà, ñîåäèíÿþùàÿ èõ (áóäåì íàçûâàòü å¼ c -êðèâîé) ñ ãðàíè÷-
íûìè òî÷êàìè σu è σs . Ñòîðîíîé ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè áóäåì íàçûâàòü çàìûêàíèå s -,
u -, t - èëè c -êðèâîé. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå îáëàñòè èìåþò îáùóþ ñòîðîíó, åñëè ýòà
ñòîðîíà ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèÿì îáåèõ îáëàñòåé.

Ïðîñòîé öèêë ãðàôà íàçîâ¼ì äâóõöâåòíûì öèêëîì òèïà tu , st , su , cu , sc èëè òð¼õ-
öâåòíûì öèêëîì òèïà scu , åñëè îí ñîäåðæèò ð¼áðà â òî÷íîñòè äâóõ èëè òð¼õ öâåòîâ
ñîîòâåòñòâåííî.

Ìíîãîöâåòíûé ãðàô Γf t , ñîîòâåòñòâóþùèé ïîòîêó f t ∈ G , ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

1) âåðøèíû ãðàôà Γf t âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ìíîãîóãîëüíûì îáëàñòÿì
ìíîæåñòâà ∆f t ;

2) äâå âåðøèíû ãðàôà èíöèäåíòíû ðåáðó öâåòà s , t , u èëè c , åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå
ýòèì âåðøèíàì ìíîãîóãîëüíûå îáëàñòè èìåþò îáùóþ s -, t -, u - èëè c -êðèâóþ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bf t ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà Γf t . Òàê êàê ñòîðîíû ëþáîé ìíîãî-
óãîëüíîé îáëàñòè ðàñêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà, òî â âåðøèíå, ñîîòâåòñòâóþùåé ìíîãîóãîëü-
íîé îáëàñòè ñõîäÿòñÿ ð¼áðà ìèíèìóì òð¼õ, ìàêñèìóì ÷åòûð¼õ öâåòîâ ãðàôà. Ïîñêîëüêó
êàæäàÿ ñòîðîíà ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè ïðèìûêàåò ðîâíî ê äâóì ðàçëè÷íûì ìíîãîóãîëü-
íûì îáëàñòÿì, òî ãðàô Γf t íå èìååò öèêëîâ äëèíû 1. Òàêèì îáðàçîì, ãðàô Γf t óäîâëå-
òâîðÿåò îïðåäåëåíèþ ìíîãîöâåòíîãî ãðàôà. Â ñèëó êîíñòðóêöèè, ìíîãîöâåòíûå ãðàôû,
ïîëó÷åííûå ïî ðàçëè÷íûì ðàçáèåíèÿì íà ìíîãîóãîëüíûå îáëàñòè (â çàâèñèìîñòè îò âû-
áîðà t -êðèâûõ) èçîìîðôíû.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïîòîêè f t è f ′t èç êëàññà G òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ìíîãîöâåòíûå ãðàôû Γf t è Γf ′t èçîìîðôíû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ â
2015 ãîäó (ïðîåêò ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è èõ ïðèëîæåíèÿ¿) ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé
ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ (13-01-12452 îôè-ì2, 15-01-03687 À).
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Multicolored graph as a complete topological invariant for
the �ow with a �nite number of singular trajectories on
surfaces
c⃝ V. E. Kruglov3, O. V. Pochinka4

Abstract. In this paper we consider the continuous dynamic systems on surfaces. For a meaningful
class of �ows with �nitely many singular trajectories we introduce the concept of multi-color graph
and proved that the class of topological equivalence of such a �ow is completely determined by the
isomorphism class of its multi-colored graph.

Key Words: multicolored graph, �ow, topological equivalence
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