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Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîëóïðÿìûõ
ïðîèçâåäåíèé DA-äèôôåîìîðôèçìà òîðà è ãðóáîãî
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Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ òð¼õìåðíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ÿâ-
ëÿþùèõñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì DA-äèôôåîìîðôèçìà òîðà è ãðóáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
îêðóæíîñòè. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êëàññ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè òàêîãî äèôôåîìîð-
ôèçìà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êîìáèíàòîðíûìè èíâàðèàíòàìè, à èìåííî ãèïåðáîëè÷åñêèì
àâòîìîðôèçìîì òîðà è íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì åãî ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò, à òàêæå ÷èñëîì
ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò è ïîðÿäêîâûì ÷èñëîì ïðåîáðàçîâàíèÿ îêðóæíîñòè

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæ¼ííîñòü, DA-äèôôåîìîðôèçì, ãèïåðáîëè÷åñêèõ
àâòîìîðôèçì

1. Ââåäåíèå

Ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ïîíèìàíèè ïðèíöèïèàëüíîãî îòëè÷èÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ
êàñêàäîâ íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè áîëüøåé åäèíèöû îò ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ïî-
òîêîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ ñûãðàë âàæíûé êëàññ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ è äèôôåî-
ìîðôèçìîâ, ââåäåííûõ Ä.À. Àíîñîâûì â [1], [2] íàçâàííûõ èì Ó-ñèñòåìàìè è ïîëó÷èâøèõ
ïîçäíåå íàçâàíèå ïîòîêîâ è äèôôåîìîðôèçìîâ Àíîñîâà. Äèôôåîìîðôèçì Àíîñîâà f çà-
ìêíóòîãî n -ìíîãîîáðàçèÿ Mn õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TMn

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû Óèòíè Es ⊕ Eu df -èíâàðèàíòíûõ ïîäðàññëîåíèé Es ,
Eu ( dimEs

x + dimEu
x = n , x ∈Mn ), è ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû Cs > 0 , Cu > 0 , 0 < λ < 1

òàêèå, ÷òî

∥dfm(v)∥ ≤ Csλ
m∥v∥ äëÿ v ∈ Es, ∥df−m(v)∥ ≤ Cuλ

m∥v∥ äëÿ v ∈ Eu, m > 0.

Ñ. Ñìåéë îáîáùèë ïîíÿòèå Ó-äèôôåîìîðôèçìà è ââåë â ðàññìîòðåíèå êëàññ ñèñòåì ñ
ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà, ÿâëÿþùåãîñÿ çàìûêàíèåì ìíî-
æåñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê [11] (äèôôåîìîðôèçìû, îáëàäàþùèå ýòèìè ñâîéñòâàìè, ïî-
ëó÷èëè íàçâàíèå A -äèôôåîìîðôèçìîâ). Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñèñòåì èç ýòîãî êëàññà
äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå, íàçûâàåìîå ñïåêòðàëüíûì, íà êîíå÷íîå ÷èñëî çàìêíóòûõ èíâà-
ðèàíòíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî.
Äèíàìèêà íà íåòðèâèàëüíîì áàçèñíîì ìíîæåñòâå (íå ÿâëÿþùåìñÿ ïåðèîäè÷åñêîé îðáè-
òîé) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, âî ìíîãîì ñõîäíûìè ñ ïîâåäåíèåì äèôôåîìîðôèçìà â ïðèìåðå
�Àíîñîâñêîãî òîðà�.

Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà áàçèñíîì ìíîæåñòâå Λ íåêîòîðîãî À-äèôôåîìîðôèçìà
f : Mn → Mn , ïîðîæäàåò ñóùåñòâîâàíèå òàê íàçûâàåìûõ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ
ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå îáúåäèíÿþò òî÷êè ñ îäèíàêîâûì àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì ïðè
ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ñîîòâåòñòâåííî èòåðàöèÿõ [6], [10]. Äëÿ ëþáîé òî÷êè
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x ∈ Λ ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíàÿ èìåðñèÿ Js
x : Rs → M , îáðàç êîòîðîé W s(x) = Js

x(Rs)
íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì òî÷êè x , òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà:

1. TxW s(x) = Es
Λ .

2. Òî÷êè x, y ∈ Mn ïðèíàäëåæàò îäíîìó ìíîãîîáðàçèþ W s(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà d(fn(x), fn(y)) → 0 ïðè n→ ∞ .

3. f(W s(x)) = W s(f(x)) .

4. Åñëè x, y ∈ Λ , òî ëèáî W s(x) = W s(y) , ëèáî W s(x) ∩W s(y) = ∅ .

5. Åñëè òî÷êè x, y ∈ Λ áëèçêè íà Mn , òî W s(x) , W s(y) C1 -áëèçêè íà êîìïàêòíûõ
ìíîæåñòâàõ.

Íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u(x) òî÷êè x ∈ Λ îïðåäåëÿåòñÿ êàê óñòîé÷èâîå ìíîãîîá-
ðàçèå îòíîñèòåëüíî äèôôåîìîðôèçìà f−1 . Íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ îáëàäàþò àíàëî-
ãè÷íûìè ñâîéñòâàìè. Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî 4.2), óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ
íàçûâàþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè.

Â ñèëó [8] áàçèñíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì (ðåïåëëåðîì) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíî ñîäåðæèò íåóñòîé÷èâûå (óñòîé÷èâûå) ìíîãîîáðàçèÿ ñâîèõ òî÷åê. Îäíàêî
ðàçìåðíîñòü áàçèñíîãî ìíîæåñòâà, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ ðàçìåðíîñòüþ
íåóñòîé÷èâûõ (óñòîé÷èâûõ) ìíîãîîáðàçèé åãî òî÷åê. Â ñëó÷àå, åñëè ðàçìåðíîñòü àòòðàê-
òîðà (ðåïåëëåðà) ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ íåóñòîé÷èâûõ (óñòîé÷èâûõ) ìíîãîîáðàçèé åãî
òî÷åê, òî àòòðàêòîð (ðåïåëëåð) íàçûâàåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèìñÿ (ñæèìàþùèìñÿ).

Äèôôåîìîðôèçìû Àíîñîâà ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàñòÿãèâàþùèõñÿ àò-
òðàêòîðîâ (ñæèìàþùèõñÿ ðåïåëëåðîâ). Ñëåäóÿ [11], ìîæíî ïîñòðîèòü ñòðóêòóðíî óñòîé-
÷èâûé äèôôåîìîðôèçì òîðà T2 , íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç íåïî-
äâèæíîãî èñòî÷íèêà è îäíîìåðíîãî ðàñòÿãèâàþùåãîñÿ àòòðàêòîðà ñ ïîìîùüþ òàê íàçû-
âàåìîé õèðóðãè÷åñêîé îïåðàöèè Ñìåéëà èç äèôôåîìîðôèçìà Àíîñîâà, çàäàííîãî íà T2

(ñì. ðàçäåë 3.). Òàêîé äèôôåîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ DA-äèôôåîìîðôèçìîì.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ìîäåëèðóåì êëàññ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ

òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòüñÿ ëîêàëüíî ïðÿìûì ïðîèçâåäåíè-
åì íåêîòîðîãî DA-äèôôåîìîðôèçìà äâóìåðíîãî òîðà è ãðóáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îêðóæ-
íîñòè. Çàòåì ìû íàõîäèì ïîëíóþ ñèñòåìó òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ äëÿ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà.

2. Ãèïåðáîëè÷åñêèå àâòîìîðôèçìû äâóìåðíîãî òîðà

Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì Ó-äèôôåîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèé àâòîìîð-
ôèçì òîðà T2 = R2/Z2 , òî åñòü äèôôåîìîðôèçì Ĉ , çàäàííûé ôîðìóëîé Ĉ(x, y) =

(ax+ by, cx+ dy) (mod 1) , ãäå C =

(
a b
c d

)
� ìàòðèöà èç ìíîæåñòâà GL(2,Z) öåëî÷èñ-

ëåííûõ ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì ±1 , ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, λ2 êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì |λ1| < 1 < |λ2| .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C ìíîæåñòâî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìàòðèö èç GL(2,Z) . Äëÿ C ∈ C îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Z(Ĉ) öåíòðàëèçàòîð Ĉ , òî åñòü Z(Ĉ) = {Ĵ : J ∈ GL(2,Z), ĈĴ = ĴĈ} .

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äîêàçàí â [5].

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Ãðóïïà Z(Ĉ), C ∈ C èçîìîðôíà ãðóïïå Z⊕ Z2 .
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Ïîëîæèì Id =

(
1 0
0 1

)
, −Id =

(
−1 0
0 −1

)
è J = C ∪ Id ∪ (−Id) . Òàê êàê Ĉ è

−Ĉ ïðèíàäëåæàò Z(Ĉ) , òî ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèÿ 2.1. ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ôàêò (ñì.,
íàïðèìåð, [3]).

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Åñëè Ĵ ∈ Z(Ĉ) äëÿ C ∈ C , òî J ∈ J . Áîëåå òîãî, C è J
èìåþò îäèíàêîâóþ ôîðìó â ñëåäóþùåì ñìûñëå: C = (−Id)jCξkC è J = (−Id)jJ ξkJ , ãäå
ξ ∈ C , kC , kJ ∈ Z , jC , jJ ∈ {0, 1} .

Ãèïåðáîëè÷åñêèé àâòîìîðôèçì íàçîâåì ïðèìàðíûì, åñëè îí íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ íè-
êàêîãî äðóãîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî äèôôåîìîðôèçìà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ìíîæåñòâî ñî-
õðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ïðèìàðíûõ àâòîìîðôèçìîâ äâóìåðíîãî òîðà.

3. Êîíñòðóêöèÿ DA-äèôôåîìîðôèçìîâ

Ïðèâåäåì êîíñòðóêöèþ DA-äèôôåîìîðôèçìà.
Ïóñòü Ĉ : T2 → T2 � ãèïåðáîëè÷åñêèé àâòîìîðôèçì òîðà è p0 � íåïîäâèæíàÿ ñåäëîâàÿ

òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íà÷àëó êîîðäèíàò â R2 c ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λu è λs .
Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè p0 ââåäåì ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû x1, x2 , â êîòîðûõ
ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ L äèàãîíàëüíàÿ, òî åñòü Ĉ(x1, x2) = (λux1, λ

sx2) íà U .
Âûáåðåì çíà÷åíèå r0 ∈ (0, 1

2
) òàê, ÷òîáû 2-øàð Br0(p0) ðàäèóñà r0 c öåíòðîì â òî÷êå p0

ñîäåðæàëñÿ â U . Ïóñòü δ(r) � ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé òàêàÿ, ÷òî 0 ≤ δ(r) ≤ 1 äëÿ

âñåõ r , δ′(r) < 0 äëÿ r0/2 < r < r0 è δ(r) =

{
0, r ≥ r0,

1, r ≤ r0/2.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ẋ1 = 0 , ẋ2 = x2δ(∥ x ∥). Ïóñòü
φt � ïîòîê ýòîé ñèñòåìû, φt(x1, x2) = (x1, φ

t
2(x1, x2)) . Òîãäà φt = id âíå øàðà Br0(p0)

è Dφt
p =

(
1 0
0 et

)
. Ïîëîæèì fĈ,p0

= φτ Ĉ äëÿ íåêîòîðîãî τ > 0 òàêîãî, ÷òî eτλs > 1 .

Çàìåòèì, ÷òî Dfp0 =

(
λu 0
0 eτλs

)
, òàê ÷òî p0 � ãèïåðáîëè÷åñêèé èñòî÷íèê. Ïî ïîñòðî-

åíèþ äèôôåîìîðôèçì fĈ,p0
ñîõðàíÿåò óñòîé÷èâîå ñëîåíèå äèôôåîìîðôèçìà Àíîñîâà, è

êîîðäèíàòíûå îñè fĈ,p0
-èíâàðèàíòíû. Ïîñêîëüêó äèôôåîìîðôèçìû φτ è Ĉ èìåþò ïðî-

òèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ íà îñè Ox2 , òî äèôôåîìîðôèçì fĈ,p0
èìååò äâå

ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî p0 íåïîäâèæíûå òî÷êè q1, q2 íà îñè Ox2 , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêèìè ñåäëîâûìè òî÷êàìè (ñì. ðèñ. 3.1). Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
(ñì. íàïðèìåð [9]).

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Õèðóðãè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ Ñìåéëà.
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Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.1. Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà fĈ,p0
ìíîæåñòâî Λ = T2 \W u

p0

ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì àòòðàêòîðîì è ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå èìååò âèä {p0,Λ} .

Ïîñòðîåííûé òàêèì îáðàçîì îäíîìåðíûé àòòðàêòîð Λ ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèìñÿ, à
ïðî äèôôåîìîðôèçì fĈ,p0

ãîâîðÿò, ÷òî îí ïîëó÷åí èç ãèïåðáîëè÷åñêîãî àâòîìîðôèçìà Ĉ
ðàçäóòèåì íåïîäâèæíîé òî÷êè p0 . Îïèñàííàÿ õèðóðãè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ î÷åâèäíûì îáðà-
çîì îáîáùàåòñÿ íà ëþáîå ìíîæåñòâî P ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò äèôôåîìîðôèçìà Ĉ è ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç fĈ,P äèôôåîìîðôèçì òîðà T2 , ïîëó÷åííûé èç ãèïåðáîëè÷åñêîãî

àâòîìîðôèçìà Ĉ ðàçäóòèåì ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ìíîæåñòâà P .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç D êëàññ ïîñòðîåííûõ DA-äèôôåîìîðôèçìîâ fĈ,P .

4. Ãðóáûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îêðóæíîñòè

Ïóñòü MS+(S1) � êëàññ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé îêðóæíîñòè, êîòîðûé ñîâïàäàåò, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì Ìàéåðà [7], ñ êëàññîì ñîõðà-
íÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà S1 . Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû
Ìàéåðà ïî òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ïðåîáðàçîâàíèé èç ìíîæåñòâà MS+(S1) .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 4.1. Äëÿ êàæäîãî äèôôåîìîðôèçìà φ ∈MS+(S1) íåáëóæ-
äàþùåå ìíîæåñòâî NW (φ) ñîñòîèò èç 2n, n ∈ N ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ èìååò ïåðèîä k .

Ïóñòü φ ∈ MS+(S1) . Ïåðåíóìåðóåì ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè èç NW (φ) :
p0, p1, . . . , p2nk−1, p2nk = p0 íà÷èíàÿ ñ ïðîèçâîëüíîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè p0 ïî ÷à-
ñîâîé ñòðåëêå, òîãäà ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî l òàêîå, ÷òî φ(p0) = p2nl , ïðè÷åì l = 0
äëÿ k = 1 , l ∈ {1, . . . , k − 1} äëÿ k > 1 è ÷èñëà (k, l) ÿâëÿþòñÿ âçàèìíîïðîñòûìè
Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî l íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè p0 . Îòìåòèì, ÷òî À. Ã.
Ìàéåð âìåñòî ÷èñëà l èñïîëüçîâàë ÷èñëî r1 , êîòîðîå íàçûâàë ïîðÿäêîâûì ÷èëîì, òàêèì
÷òî l · r1 ≡ 1(mod k) .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 4.2. Äâà äèôôåîìîðôèçìà φ;φ′ ∈MS+(S1) ñ ïàðàìåòðàìè
n, k, l;n′, k′, l′ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = n′, k = k′ è
âåðíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
• l = l′ (ïðè ýòîì, åñëè l ̸= 0 , òî ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì ñîõðàíÿåò îðèåíòà-
öèþ),
• l = k′ − l′ (ïðè ýòîì ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì ìåíÿåò îðèåíòàöèþ).
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Ð è ñ ó í î ê 4.1

Òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûå äèôôåîìîðôèçìû îêðóæíîñòè ñ ðàçëè÷íûìè ïîðÿäêîâûìè

÷èñëàìè.

Íà ðèñóíêå 4.1 èçîáðàæåíû ôàçîâûå ïîðòðåòû òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ äèôôåî-
ìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè ñ ðàçëè÷íûìè ïîðÿäêîâûìè ÷èñëàìè.

Äëÿ n, k ∈ N è öåëîãî l , òàêîãî ÷òî äëÿ k = 1 , l = 0 è äëÿ k > 1 , l ∈ {1, . . . , k − 1} ,
ïîñòðîèì ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ φ+ in MS+(S1) ñ ïàðàìåòðàìè n, k, l . Äëÿ q ∈ N
ïîñòðîèì ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ φ− â MS−(S1) ñ ïàðàìåòðîì q .

Ïðåäñòàâèì S1 êàê S1 = {ei2πr = (cos2πr, sin2πr) ∈ R2 : r ∈ R} . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
π : R → S1 ïðîåêöèþ, çàäàííóþ ôîðìóëîé π(r) = ei2πr . Ââåäåì ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ:
ψm : R → R � ñäâèã íà åäèíèöó âðåìåíè ïîòîêà ṙ = sin(2πmr) äëÿ m ∈ N ;
χk,l : R → R � äèôôåîìîðôèçì, çàäàííûé ôîðìóëîé χk,l(r) = r − l

k
;

φ̃ = ψn·kχk,l : R → R .
Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî φ̃(r + w) = φ̃(r) + w äëÿ w ∈ Z . Ñëåäîâàòåëüíî

ñëåäóþùèé äèôôåîìîðôèçì êîððåêòíî îïðåäåëåí: φ = πφ̃π−1 : S1 → S1 , ãäå π−1(s) �
ïîëíûé ïðîîáðàç òî÷êè s ∈ S1 .

5. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Ïóñòü φ ∈ MS+(S1) , fξ,P ∈ D äëÿ ξ ∈ E , µ ∈ N è ν ∈ Z . Ïîëîæèì C = fµ
ξ,P è

J = f ν
ξ,P . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ̃ : T2 × R → T2 × R ïðîèçâåäåíèå äèôôåîìîðôèçìà φ̃ è

äèôôåîìîðôèçìà C , òî åñòü ϕ̃(z, r) = (C(z), φ̃(r)).
Ïîëîæèì MJ = (T2 × R)/Γ , ãäå Γ = {γk, k ∈ Z} ãðóïïà ñòåïåíåé äèôôåîìîðôèçìà

γ : T2 × R → T2 × R , çàäàííîãî ôîðìóëîé γ(z, r) = (J(z), r − 1) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
p
J
: T2 × R →MJ åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ.
Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ϕ̃σγ = γϕ̃σ è, ñëåäîâàòåëüíî êîððåêòíî îïðåäåëåíî

îòîáðàæåíèå ϕσ = p
J
ϕ̃σp

−1
J
. Áóäåì íàçûâàòü äèôôåîìîðôèçì ϕ : MJ → MJ ëîêàëüíî

ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì îòîáðàæåíèé C è φ è ïèñàòü ϕσ = C ⊗ φ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ
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ìíîæåñòâî âñåõ ëîêàëüíî ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé ϕ . Òîãäà êàæäûé äèôôåîìîðôèçì ϕ ∈ Φ
åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè {ξ, P, µ, ν, , n, k, l} .

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì êðèòåðèåì òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåí-
íîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ èç Φ .

Ò å î ð å ì à 5.1. Äâà äèôôåîìîðôèçìà ϕ;ϕ′ ∈ Φ ñ ïàðàìåòðàìè
{ξ, P, µ, ν, n, k, l}; {ξ′, P ′, µ′, ν ′, n′, k′, l′} òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ν = ν ′ , µ = µ′ , n = n′, k = k′ , è ñóùåñòâóåò ìàòðèöà H ∈ GL(2,Z) ,
òàêàÿ ÷òî ξH = Hξ′ , Ĥ(P ) = P ′ è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
• l = l′ ,
• l = k′ − l′ .

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔ-
ÔÈ � 15-01-03687-a, � 13-01-12452 îôè_ì2 è ÐÍÔ � 14-41-00044 â ðàìêàõ â ðàìêàõ
Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ â 2015 ãîäó (ïðîåêò ¾Äèíàìè÷å-
ñêèå ñèñòåìû è èõ ïðèëîæåíèÿ¿).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Àíîñîâ Ä.Â., �Ãðóáîñòü ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ íà êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîá-
ðàçèÿõ îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû�, Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ, 145:4 (1962), 707�709.

2. Àíîñîâ Ä.Â., �Ãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè íà çàìêíóòûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ îòðè-
öàòåëüíîé êðèâèçíû�, Òð. ÌÈÀÍ ÑÑÑÐ, 90, 1967, 90 (1962), 3-210.

3. Grines V., Levchenko Yu., Medvedev V., Pochinka O., “On the Dynamical Coherence
of Structurally Stable 3-diffeomorphisms”, Regular and Chaotic Dynamics, 19:4 (2014),
506–512.

4. Ãðèíåñ Â. Ç., Ïî÷èíêà Î.Â., Ââåäåíèå â òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè äâà è òðè, Ìîñêâà-Èæåâñê., Ì., 2011, 424 ñ.

5. Ïëûêèí Ð.Â., �Î ñòðóêòóðå öåíòðàëèçàòîðîâ àíîñîâñêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ òîðà�,
ÓÌÍ, 53:6 (1998), 259�260.

6. Hirsch M., Pugh C., Shub M., Invariant Manifolds, Springer-Verlag, Lect. Nots Math.,
1977, 576 pp.

7. Ìàéåð À. Ã., �Ãðóáîå ïðåîáðàçîâàíèå îêðóæíîñòè â îêðóæíîñòü�, Ó÷åíûå çàïèñêè
Ãîðüê. ãîñóíèâåðñèòåòà., 1939, �12, 215�229.

8. Ïëûêèí Ð.Â., �Èñòî÷íèêè è ñòîêè À-äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé�, Ìàòåì. ñá.,
1974, �94, 243�264.

9. Robinson C., Dynamical Systems: stability, symbolic dynamics, and chaos, Studies in Adv.
Math., Sec. edition, CRC Press., 1999, 506 pp.

10. Smale S., “Stable manifolds for differential equations and diffeomorphisms”, Ann. Scuola
Norm. Pisa., 18 (1963), 97–116.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 1



36

11. Smale S., “Differentiable dynamical systems”, Bull. Amer. Math. Soc., 73:1 (1967), 741–
817.

The topological classi�cation of locally direct product of
DA-di�eomorphism of a 2-torus and rough di�eomorphism
of the circle
c⃝ V. Z. Grines4, Yu. A. Levchenko5, O. V. Pochinka6

Abstract. In this paper we consider a class of di�eomorphisms of 3-manifold, such that each
di�eomorphism fron this class is a locally direct product of a DA-di�eomorphism of 2-torus and
rough di�eomorphism of the circle. We �nd algebraic criteria for topological conjugacy of the
systems. It is proved that the class of topological conjugacy of such di�eomorphism is completely
determined by combinatorial invariants, namely hyperbolic automorphism of the torus, a subset
of its periodic orbits, the number of periodic orbits and the serial number of the di�eomorphism
of the circle
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