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Àííîòàöèÿ. Ñ öåëüþ ðàñ÷¼òà ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà â îáú¼ìå ýëåêòðîëèòà ïðèìåíÿëèñü
ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè
ýëåêòðîëèòà. Ðåøàëîñü óðàâíåíèå, ñâîäÿùååñÿ ê óðàâíåíèþ Ëàïëàñà. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâà-
ëèñü öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò è ìåòîä ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé íà ðàçíîñòíîé
ñåòêå ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Áûëè ðàññ÷èòàíû ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿ-
æ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà âáëèçè ìèêðîâûñòóïîâ îá-
ðàáàòûâàåìîé ïîâåðõíîñòè ïîïåðåìåííî�òðåóãîëüíûì ìåòîäîì ïðè ôèêñèðîâàííîé ãðàíèöå.
Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðàñ÷¼òà ïðîöåññà îáðàáîòêè ìèêðîâûñòóïà ïîâåðõíîñòè ïîäòâåðäèëè
ôàêò áîëåå áûñòðîãî âûðàâíèâàíèÿ ïîâåðõíîñòè çà ñ÷¼ò áîëüøåé ïëîòíîñòè òîêà íà âåðøèíå
ïèêà âûñòóïà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÷èñëåííûå ìåòîäû, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, óðàâíåíèå Ëàïëàñà,
ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà, ïàðîãàçîâûé ðàçðÿä, æèäêîñòíûé ýëåêòðîä, ýëåêòðîëèò, òåõíîëî-
ãè÷åñêèé ïðîöåññ

1. Ââåäåíèå

ßâëåíèÿ, ïðîòåêàþùèå íà ãðàíèöå ìåòàëë�ýëåêòðîëèò è â ìåæýëåêòðîäíîì ïðîìå-
æóòêå â ïðîöåññå îáðàáîòêè ïîâåðõíîñòåé ïàðîãàçîâûì ðàçðÿäîì ñ æèäêèì ýëåêòðîäîì,
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü âçàèìîñâÿçàííûõ ïðîöåññîâ ôèçè÷åñêîãî, õèìè÷åñêî-
ãî è ýëåêòðîõèìè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Ê îñíîâíûì ìàêðîñêîïè÷åñêèì ôèçèêî�õèìè÷åñêèì
ÿâëåíèÿì, îïðåäåëÿþùèì ïðîöåññ îáðàáîòêè ïîâåðõíîñòè, ñëåäóåò îòíåñòè ýëåêòðè÷åñêîå
ïîëå, îáåñïå÷èâàþùåå îáðàáàòûâàåìîñòü ïîâåðõíîñòè, è ðåæèì òåïëî-ìàññîïåðåíîñà ìåæ-
äó îáðàáàòûâàåìîé ïîâåðõíîñòüþ è ýëåêòðîëèòîì [1� 5].

Íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ðàçðàáîòàíû ìåòîäèêè îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæ¼í-
íîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ïëîòíîñòè òîêà íà ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîëèòà â ôóíêöèè
îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ ïàðîãàçîâîãî ðàçðÿäà ñ æèäêèì ýëåêòðîäîì (ôîðìà è ãåîìåòðèÿ
ýëåêòðîäîâ, ïîëÿðíîñòü è âåëè÷èíà ïðèëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ, ñîñòàâ è êîíöåíòðàöèÿ
ïðèìåñåé â æèäêîì ýëåêòðîäå). Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èçìåðåíèé ðàñïðåäåëåíèÿ
ïîòåíöèàëà íà ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîëèòà è ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ðàñïðåäåëåíèÿ
ïîòåíöèàëà â îáú¼ìå ýëåêòðîëèòà, êîìïîíåíò íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è
ïëîòíîñòè òîêà íà ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîëèòà èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà
îáðàáîòêè ïîâåðõíîñòåé ìåòàëëè÷åñêèõ èçäåëèé [1, 3].

1 Äîöåíò êàôåäðû òåõíè÷åñêîé ôèçèêè, Êàçàíñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé òåõíè÷åñêèé óíè-
âåðñèòåò èì. À.Í.Òóïîëåâà � ÊÀÈ (Êàçàíñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò), ã. Êàçàíü; zymat@bk.ru

2 Äîöåíò êàôåäðû ñïåöèàëüíîé ìàòåìàòèêè, Êàçàíñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé òåõíè÷åñêèé
óíèâåðñèòåò èì. À.Í.Òóïîëåâà � ÊÀÈ (Êàçàíñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò), ã. Êàçàíü; zymat@bk.ru
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2. ×èñëåííûå ìåòîäû

Èññëåäîâàíà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òåõ-
íîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà îáðàáîòêè ìåòàëëè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðî-
ãàçîâûõ ðàçðÿäîâ ñ æèäêîñòíûìè ýëåêòðîäàìè. Íàïðèìåð, ê èññëåäîâàíèþ ïðîñòåéøåãî
óðàâíåíèÿ êëàññà óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0,

è èì ïîäîáíûì [2], ïðèâîäèò ðàññìîòðåíèå çàäà÷ îá ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ ïîëÿõ, î
ñòàöèîíàðíîì òåïëîâîì ñîñòîÿíèè, çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè, äèôôóçèè è ò. ä.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èçìåðåíèÿ ïîòåíöèàëà íà ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîëèòà ñ ïîìîùüþ
îäèíî÷íîãî öèëèíäðè÷åñêîãî çîíäà è óðàâíåíèé

÷j⃗ = 0,

j⃗ = σE⃗,

E⃗ = −gradφ

ïîçâîëèëè ðàññ÷èòàòü çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè òîêà íà ïîâåðõíîñòè æèäêîãî ýëåêòðîäà [3].
Äëÿ ðàñ÷åòà ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà â îáúåìå ýëåêòðîëèòà èñïîëüçîâàíî óðàâíåíèå

1

r

∂

∂r

(
σr
∂φ

∂r

)
+

∂

∂z

(
σ
∂φ

∂z

)
= 0, (1)

ãäå r � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ýëåêòðîëèòè÷åñêîé ÿ÷åéêè êðóãëîãî ñå÷åíèÿ (0 ≤ r ≤ R)
, z � êîîðäèíàòà ðàññòîÿíèÿ îò ìåòàëëè÷åñêîãî òîêîïîäâîäà íà äíå ýëåêòðîëèòè÷åñêîé
ÿ÷åéêè äî ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîëèòà.

Óðàâíåíèå (1) ðåøàåòñÿ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðè ñëåäóþùèõ ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèÿõ

∂φ

∂r

∣∣∣∣
r=0

= 0, (2)

φ(r, 0) = 0, (3)

φ(r, h) = f(r), (4)

φ(R, z) = 0, (5)

ãäå R ≫ h, R � âíåøíèé ðàäèóñ ýëåêòðîëèòè÷åñêîé ÿ÷åéêè, h � òåêóùåå ðàññòîÿíèå ïî
îñè z.

Óñëîâèå (2) ïðîäèêòîâàíî ñîîáðàæåíèÿìè ñèììåòðèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà φ îò-
íîñèòåëüíî îñè z. Óñëîâèå (4) � èçâåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà φ íà ïîâåðõíîñòè
ýëåêòðîëèòà.

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé íà ðàçíîñò-
íîé ñåòêå. Ïðèìåíÿåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñåòêà ïî (r, z). Ïðàâèëü-
íîñòü ðàñ÷¼òîâ îöåíèâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

I =

∫
S

jz dS,

ãäå I � ïîëíûé òîê ðàçðÿäà, jz = σEz, σ � óäåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü ñðåäû, jz � êîìïîíåíòà
ïëîòíîñòè òîêà. Èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîëèòà S.
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Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà îáðàáîòêè ïðîâîäèëîñü ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

÷(σE⃗) = 0. (6)

Óðàâíåíèå (6) ðåøàëîñü â ìàëîé îáëàñòè D ìèêðîâûñòóïà ñ ïëàâíûì ïðîôèëåì âû-
ñîòîé Rz. Íà÷àëüíûé ïðîôèëü ìèêðîâûñòóïà çàäàâàëñÿ êàê

y =
Rz

2
cos

(
2π

a
x

)
,

ãäå a � ïðîòÿæåííîñòü ìèêðîâûñòóïà âäîëü êîîðäèíàòû x. Âûñîòà îáëàñòè D âûáèðà-
ëàñü äîñòàòî÷íî áîëüøîé (b ≈ (3÷4)Rz). Íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà âåðõíåé
ãðàíèöå îáëàñòè ñ÷èòàëàñü ïîñòîÿííîé: E|y=b = E0 = const. Ýòî çíà÷åíèå íàõîäèëîñü èç
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6). Íà îáðàáàòûâàåìîé ïîâåðõíîñòè ïðèíèìàëîñü ãðàíè÷íîå óñëîâèå
φ|Γ = 0, Γ � ãðàíèöà ïîâåðõíîñòè èçäåëèÿ. Íà áîêîâûõ ãðàíèöàõ îáëàñòè D ãðàíè÷íîå
óñëîâèå èìåëî âèä ∂φ

∂x
|x=±a= 0.

Óðàâíåíèå (6) ðåøàëîñü ïîïåðåìåííî�òðåóãîëüíûì ìåòîäîì ïðè ôèêñèðîâàííîé
ãðàíèöå Γ. Èñïîëüçîâàëàñü ïðÿìîóãîëüíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñåòêà ñ ðàâíîìåðíûì øàãîì êàê
ïî êîîðäèíàòå x, òàê è ïî êîîðäèíàòå y.

3. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà φ âî âñåõ óç-
ëàõ ðàçíîñòíîé ñåòêè. Äàëåå íàõîäèòñÿ ïëîòíîñòü òîêà âáëèçè ãðàíèöû Γ : jx = −σ ∂φ

∂x
;

jy = −σ ∂φ
∂y
; j =

√
j2x + j2y . Ñêîðîñòü ñú¼ìà ìåòàëëà vp ïðèíèìàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé

ïëîòíîñòè òîêà v⃗p = kv j⃗ |Γ . Çäåñü kv � óäåëüíûé ñú¼ì ìåòàëëà.
Ïðîâåä¼ííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïðè kv = 60 ÷ 100(ìì3/A · ÷) [3] ýêñïåðèìåí-

òàëüíûå äàííûå ïî èçìåðåíèþ Rz èññëåäóåìûõ ìåòàëëè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé äî è ïîñëå
îáðàáîòêè õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðàñ÷¼òíûìè.

4. Âûâîäû

Áëàãîäàðÿ øèðîêèì âîçìîæíîñòÿì ïðèìåíåíèÿ, èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñïîñîáû ïîëó-
÷åíèÿ íèçêîòåìïåðàòóðíîé ïëàçìû çàæèãàíèåì ðàçðÿäà ìåæäó òâåðäûì ìåòàëëè÷åñêèì
è æèäêèì íåìåòàëëè÷åñêèì (ýëåêòðîëèòû ñ äîáàâëåíèåì íåîðãàíè÷åñêèõ è îðãàíè÷åñêèõ
ïðèìåñåé) ýëåêòðîäàìè. Èçó÷åíèå ÿâëåíèé â òàêèõ ðàçðÿäàõ çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ ñïå-
öèàëèñòîâ ïî òåõíîëîãèè îáðàáîòêè ìàòåðèàëîâ ñ ðàçëè÷íûìè ôèçèêî�ìåõàíè÷åñêèìè
ñâîéñòâàìè ñ öåëüþ óëó÷øåíèÿ èõ ýêñïëóàòàöèîííûõ ñâîéñòâ [1, 3, 5].

Ìíîãîôàêòîðíîñòü ïðîöåññà è áîëüøîå êîëè÷åñòâî âèäîâ ñâÿçè âûçûâàåò òðóäíîñòè
ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà â òåõíîëîãèè îáðàáîòêè ïîâåðõíîñòåé èçäåëèé ïàðîãàçîâûì
ðàçðÿäîì ìåæäó òâåðäûì ìåòàëëè÷åñêèì è æèäêèì íåìåòàëëè÷åñêèì ýëåêòðîäàìè. Êàê
è â áîëüøèíñòâå òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, íàðÿäó ñ êîíòðîëèðóåìûìè ôàêòîðàìè ñó-
ùåñòâóåò öåëûé ðÿä íåêîíòðîëèðóåìûõ âõîäíûõ ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó èçìåíåíèå âûõîä-
íûõ ïàðàìåòðîâ, íàïðèìåð, øåðîõîâàòîñòè ïîâåðõíîñòè, íîñèò ñëó÷àéíûé õàðàêòåð [4].
Íåñìîòðÿ íà ýòî, ïðîöåññû ïðîãíîçèðîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì óêàçàííîãî òèïà ðàçðÿäà è èõ ìîäåëèðîâàíèå â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòóàëüíû
è âîñòðåáîâàíû.
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Â ðàáîòå èñïîëüçîâàëàñü èíôîðìàöèÿ îá îáðàáîòêå ìåòàëëè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé â
ýëåêòðîëèòàõ ñ êîíöåíòðàöèåé ðàñòâîðåííûõ âåùåñòâ ïîðÿäêà 1%. Îáû÷íàÿ ýëåêòðî-
õèìè÷åñêàÿ îáðàáîòêà ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå çíà÷èòåëüíî êîíöåíòðèðîâàííûõ
ýëåêòðîëèòîâ ñ àãðåññèâíûìè äîáàâêàìè [1, 3, 4]. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ è ÷èñëåííûå
ðàñ÷åòû, ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå, ïîçâîëÿþò ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå îá îäíîâðåìåííîì
âîçäåéñòâèè íà îáðàáàòûâàåìóþ ïîâåðõíîñòü ïàðîãàçîâîãî ðàçðÿäà è ýëåêòðîõèìè÷åñêîãî
ðàñòâîðåíèÿ, à òàêæå î çíà÷èòåëüíîé àêòèâàöèè ýëåêòðîõèìè÷åñêîé îáðàáîòêè ðàçðÿä-
íûìè ïðîöåññàìè.
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Investigation of the solutions of the Laplace equation in
processes using steam and gas discharges with liquid
electrodes
c⃝ R. K. Galimova3, M. Y. Yakupov4

Abstract. For the purpose of calculation of distribution of potential in volume of electrolyte
experimental data of distribution of potential of electric �eld on an electrolyte surface were applied.
The equation which is reducing to the equation of Laplace was solved. The cylindrical system of
coordinates and method of the variable directions on a di�erential grid were thus used under the
corresponding boundary conditions. Distributions of intensity of electric �eld and density of electric
current near microledges of a processed surface were calculated by an alternate and triangular
method at the �xed border. Results of numerical calculation of processing of a microledge of a
surface con�rmed the fact of faster alignment of a surface at the expense of the bigger density of
current at top of peak of a ledge.

Key Words: numerical methods, mathematical modeling, Laplace's equation, potential
distribution, steam-gas category, liquid electrode, electrolyte, technological process
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