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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâî-
ñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ìàòðèöû ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïðåäëàãàåìûé
ïîäõîä ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ðîáàñòíóþ óñòîé÷èâîñòü è íåóñòîé÷èâîñòü ìíîæåñòâà ñåìåéñòâ,
ïîëó÷åííûõ ïðè ïðîïîðöèîíàëüíîì èçìåíåíèè èíòåðâàëîâ âåùåñòâåííûõ è ìíèìûõ ÷àñòåé
êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìîâ èñõîäíîãî ñåìåéñòâà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óñòîé÷èâîñòü, ïîëèíîì, äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, êîýôôèöèåíò, èíòåð-
âàëüíîå ñåìåéñòâî

Ïðè èññëåäîâàíèè ïîâåäåíèÿ ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ÷àñòî ñòàâèòñÿ çàäà÷à
îá îïðåäåëåíèè ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè ñåìåéñòâà ñèñòåì ñ èíòåðâàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿ-
ìè íà êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà. Ýòà çàäà÷à ýôôåêòèâíî ðåøàåòñÿ ñ
ïîìîùüþ òåîðåìû Õàðèòîíîâà è ãðàôè÷åñêîãî êðèòåðèÿ Öèïêèíà-Ïîëÿêà. Áîëåå ïîëíóþ
èíôîðìàöèþ îá èññëåäóåìîé ñèñòåìå ìîæåò äàòü ïðèâåäåííûé íèæå ïîäõîä. Îí ðåøàåò
âîïðîñ íå òîëüêî î ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè, íî è ðîáàñòíîé íåóñòîé÷èâîñòè èíòåðâàëüíîãî
ñåìåéñòâà ïîëèíîìîâ â ñìûñëå ïðèíàäëåæíîñòè âñåõ ïîëèíîìîâ ñåìåéñòâà êëàññó (n, k) -
ýêâèâàëåíòíîñòè. Áîëåå òîãî, ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ðîáàñòíóþ óñòîé÷èâîñòü
è íåóñòîé÷èâîñòü ìíîæåñòâà ñåìåéñòâ, ïîëó÷åííûõ ïðè ïðîïîðöèîíàëüíîì èçìåíåíèè èí-
òåðâàëîâ âåùåñòâåííûõ è ìíèìûõ ÷àñòåé êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìîâ èñõîäíîãî ñåìåéñòâà.

Ðàññìîòðèì èíòåðâàëüíîå ñåìåéñòâî ïîëèíîìîâ ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè âè-
äà:

Φ(S) =


f(S) = A0 + A1S + . . .+ AnS

n,

Ai = ai + jbi, |ai − a0i | ≤ αiγ,

|bi − b0i | ≤ βiµ, αi ≥ 0, βi ≥ 0, γ > 0, µ > 0.

(1.1)

Ðàññìîòðèì íîìèíàëüíûé ãîäîãðàô ïðè −∞ < ω <∞ :

f0(jω) = g0(ω) + jh0(ω) (1.2)

{
g0(ω) = a00 − b01ω − a02ω

2 + b03ω
3 + a04ω

4 − . . . ,

h0(ω) = b00 + a01ω − b02ω
2 − a03ω

3 + b04ω
4 + . . .

(1.3)

Äëÿ íîìèíàëüíîãî ãîäîãðàôà (2) ðàññìîòðèì íîðìèðîâî÷íûå ôóíêöèè:{
R(ω) = α0 +

µ
γ
β1|ω|+ α2ω

2 + µ
γ
β3|ω|3 + α4ω

4 + . . . ,

T (ω) = β0 +
γ
µ
α1|ω|+ β2ω

2 + γ
µ
α3|ω|3 + β4ω

4 + . . .
(1.4)
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Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé S(ω) ãîäîãðàôîâ f(jω) èíòåðâàëüíîãî ïîëèíîìà
(1) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì:

S(ω) =


f(jω) = x(ω) + jy(ω);

|x− g0(ω)| ≤ γR(ω),

|y − h0(ω)| ≤ µT (ω).

(1.5)

Â ñòàíäàðòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ x(ω) = g(ω) ; y(ω) = h(ω) è íåðàâåíñòâà (5) ìîæíî
çàïèñàòü òî÷íåå: {

g0(ω)− γR(ω) ≤ g(ω) ≤ g0(ω) + γR(ω),

h0(ω)− µT (ω) ≤ h(ω) ≤ h0(ω) + µT (ω).
(1.6)

×òîáû äîêàçàòü íåðàâåíñòâà (6) ñäåëàåì î÷åâèäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ãðàíèöàìè ïåð-
âîãî íåðàâåíñòâà èç (6):

Äëÿ ω > 0 :

g0(ω)− γR(ω) = (a00 − b01ω − a02ω
2 + b03ω

3 + a04ω
4 − . . .)−

−γ(α0 + β1
µ

γ
ω + α2ω

2 + β3
µ

γ
ω3 + α4ω

4 + . . .) =

= (a00 − γα0)− (b01 + β1µ)ω − (a02 + γα2)ω
2+

+(b03 − β3µ)ω
3 + (a04 − γα4)ω

4 − . . . = g1(ω).

Àíàëîãè÷íî ïðè ω ≥ 0 :

g0(ω) + γR(ω) = (a00 + γα0)− (b01 − β1µ)ω − (a02 − γα2)ω
2+

+(b03 + β3µ)ω
3 + (a04 + γα4)ω

4 − . . . = g1(ω).

Äëÿ ω ≤ 0 :

g0(ω)− γR(ω) = (a00 − b01ω − a02ω
2 + b03ω

3 + a04ω
4 − . . .)−

−γ(α0 − β1
µ

γ
ω + α2ω

2 − β3
µ

γ
ω3 + α4ω

4 . . .) =

= (a00 − γa0)− (b01 − β1µ)ω − (a02 + α2γ)ω
2+

+(b03 + β3µ)ω
3 + (a04 − γα4)ω

4 − . . . =

= (a00 − γα0) + (b01 − β1µ)|ω| − (a02 + α2γ)ω
2−

−(b03 + β3µ)|ω|3 + (a04 − γα4)ω
4 − . . . = g2(ω)

g0(ω) + γR(ω) = (a00 + γα0) + (b01 + β1µ)|ω|−
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−(a02 − α2γ)ω
2 − (b03 − β3µ)|ω|3 = g2(ω)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ãðàíèöû âòîðîãî íåðàâåíñòâà èç (6). Äëÿ ω ≥ 0 :

h0(ω)− µT (ω) = (b00 − µβ0) + (a01 − γα1)ω − (b02 + µβ2)ω
2−

−(a03 + γα3)ω
3 + (b04 − µβ4)ω

4 + . . . = h1(ω)

Àíàëîãè÷íî ïðè ω ≥ 0 :

h0(ω) + µT (ω) = (b00 + µβ0) + (a01 + γα1)ω − (b02 − µβ2)ω
2−

−(a03 − γα3)ω
3 + (b04 + µβ4)ω

4 + . . . = h1(ω)

Äëÿ ω ≤ 0 :

h0(ω)− µT (ω) = (b0 − µβ0) + (a01 + γα1)ω − (b02 + µβ2)ω
2−

−(a03 − γα3)ω
3 + (b04 − µβ4)ω

4 + . . . = h2(ω)

h0(ω) + µT (ω) = (b0 + µβ0) + (a01 − γα1)ω − (b02 − µβ2)ω
2−

−(a03 + γα3)ω
3 + (b04 + µβ4)ω

4 + . . . = h2(ω)

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ñåìåéñòâî çíà÷åíèé S(ω) ãîäîãðàôîâ f(iω) íàõîäèòñÿ
ïðè −∞ < ω < ∞ â ïðÿìîóãîëüíèêå [g1, g1] × [h1, h1] ïðè ω ≥ 0 è â ïðÿìîóãîëüíèêå

[g2, g2]× [h2, h2] ïðè ω ≤ 0 , ò. å. äîêàçàíû íåðàâåíñòâà (5) è (6).
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ω = 0 çíà÷åíèÿ S(ω) ñåìåéñòâà ãîäîãðàôîâ f(jω) îñòàþòñÿ ïðÿìî-

óãîëüíèêîì:

S(0) = [a00 − γα0, a
0
0 + γα0]× [b00 − µβ0, b

0
0 + µβ0].

Óñëîâèå 0 ̸∈ S(ω) è (5) äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðèíöèïà èñêëþ÷åíèÿ íóëÿ â êîìïëåêñíîì
ñëó÷àå. Ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî

|g0(ω)
R(ω)

| > γ, |h0(ω)
T (ω)

> µ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Íàçîâåì ïðè α0 > 0 , β0 > 0 , αn > 0 , βn > 0 , ôóíêöèþ
Z(ω)

Z(ω) =
g0(ω)

R(ω)
+ j

h0(ω)

T (ω)
,

îïðåäåëåííóþ íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè, ñëîæíûì íîðìèðîâàííûì íîìèíàëüíûì ãîäî-
ãðàôîì èëè êðàòêî - ñëîæíûì ãîäîãðàôîì.
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Ò å î ð å ì à 1.1. Äëÿ ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè êîìïëåêñíîãî èíòåðâàëüíîãî ïî-
ëèíîìà Φ(S) ñòåïåíè n ïðè α0 > 0 , β0 > 0 , αn > 0 , βn > 0 , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî
âûïîëíåíèå äâóõ óñëîâèé:

1. {
max((a00)

2 − (γα0)
2, (b00)

2 − (µβ0)
2) > 0,

max((a0n)
2 − (γαn)

2, (b0n)
2 − (µβn)

2) > 0.

2. Z(ω) ïðè −∞ < ω < ∞ ïðîõîäèò ïîñëåäîâàòåëüíî 2n êâàäðàòîâ íå ïåðåñåêàÿ
ïðÿìîóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè (±γ,±µ) .

Èç îïðåäåëåíèÿ âûøå ñëåäóåò, ÷òî ñëîæíûé ãîäîãðàô Z(ω) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì
ïðè −∞ < ω < ∞ , è ôóíêöèè ReZ(ω) , ImZ(ω) ìîãóò èìåòü ñêà÷îê ïåðâîé ïðîèçâîä-
íîé ïðè ω = 0 .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Ïîëèíîì ñòåïåíè n ñ âåùåñòâåííûìè èëè êîìïëåêñ-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè, íå èìåþùèé íóëåâûõ è ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé

φ(s) = a0 + a1s+ . . .+ ans
n, a0 ̸= 0, an ̸= 0,

ïðèíàäëåæèò êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè k åãî êîðíåé, ñ ó÷åòîì èõ êðàò-
íîñòè, ëåæàò â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè.

Íàçîâåì èíòåðâàëüíûé ïîëèíîì Φ(S) èíòåðâàëüíûì ïîëèíîìîì êëàññà (n, k) - ýê-
âèâàëåíòíîñòè, åñëè ëþáîé ïîëèíîì èç ýòîãî ñåìåéñòâà ïðèíàäëåæèò êëàññó (n, k) -
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ò å î ð å ì à 1.2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû êîìïëåêñíûé èíòåðâàëüíûé ïîëèíîì Φ(S)
ñòåïåíè n áûë èíòåðâàëüíûì ïîëèíîìîì êëàññà (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè ïðè α0 > 0 ,
β0 > 0 , αn > 0 , βn > 0 , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå äâóõ óñëîâèé: 1.{

max((a00)
2 − (γα0)

2, (b00)
2 − (µβ0)

2) > 0,

max((a0n)
2 − (γαn)

2, (b0n)
2 − (µβn)

2) > 0.

2. Ãîäîãðàô Z(ω) ïðè èçìåíåíèè ω îò −∞ äî ∞ ïðîõîäèò ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè ðîâíî n− 2k ïîëóîáîðîòîâ, íå ïåðåñåêàÿ ïðÿìîóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè
(±γ,±µ) .

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Ïðè k = 0 ðå÷ü èäåò îá óñòîé÷èâûõ èíòåðâàëüíûõ ñåìåé-
ñòâàõ, ïðè k > 0 î íåóñòîé÷èâûõ.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.2. Çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ γ è µ
ìîæíî èññëåäîâàòü íà ðîáàñòíóþ óñòîé÷èâîñòü è íåóñòîé÷èâîñòü èíòåðâàëüíûå ïî-
ëèíîìû ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè, âàðüèðóÿ âåëè÷èíó èíòåðâàëîâ ïî ðåàëüíîé è
ìíèìîé ÷àñòÿì êîýôôèöèåíòîâ, ÷òî äàåò äâå ñòåïåíè ñâîáîäû.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.3. Çà ñ÷åò ïîòåðè îãðàíè÷åííîñòè è íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîãî
ãîäîãðàôà Z(ω) ìîæíî îòáðîñèòü óñëîâèå íà ìàñøòàáíûå ìíîæèòåëè: α0 > 0 , β0 > 0 ,
αn > 0 , βn > 0 çàìåíèâ èõ óñëîâèÿìè:

n∑
2r + 1 ≤ n
2m ≤ n

(α2m + β2r+1) > 0,
∑

2r + 1 ≤ n
2m ≤ n

(α2r+1 + β2m) > 0

èëè îäíèì óñëîâèåì T (ω)R(ω) > 0 .
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Ç à ì å ÷ à í è å 1.4. Åñëè γ è µ çàâèñèìû ëèíåéíî, ò. å. µ = kγ , òî ìîæíî
óêàçàòü γmax , ÷òî èíòåðâàëüíûé ïîëèíîì Φ(S) ðîáàñòíî óñòîé÷èâ èëè íåóñòîé÷èâ ïðè
γ < γmax . Â ýòîì ñëó÷àå íîðìèðîâî÷íûå ôóíêöèè R(ω) è T (ω) íå çàâèñÿò îò γ è µ ,
γmax îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå γmax = min(γ⋆, γ∞) , ãäå 2γ⋆ , 2kγ⋆ - ðàçìåðû íàèáîëüøåãî
ïðÿìîóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â ñëîæíûé ãîäîãðàô Z(ω) . Â óñëîâèÿõ òåîðåìû (ãîäîãðàô

Z(ω) - îãðàíè÷åííûé è íåïðåðûâíûé) ÷èñëî γ∞ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé γ∞ = |bn|
kβn

ïðè

íå÷åòíîì n è γ∞ = |an|
kαn

ïðè ÷åòíîì n . Åñëè æå ñëîæíûé ãîäîãðàô:

Z(ω) íåîãðàíè÷åí, íî íåïðåðûâåí, òî γmax = min(γ⋆, γ0);
Z(ω) íåîãðàíè÷åí èç-çà ðàçðûâà ïðè ω = 0 , à â îêðåñòíîñòè ω = ∞ Z(ω) îãðàíè-

÷åííàÿ ôóíêöèÿ, òî γmax = min(γ⋆, γinfty) .

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ ãðàíò � 10-08-000624.
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The interval family of polynoms with complex coe�cients
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Abstract. In work is considers the question about robust stability and instability of characteristic
polynomials of matrix linear dynamical system. The proposing approach ia allows to investigate
robust stability and instability of multitude families, giving with proportion change of intervals
substantial and insubstantial parts coe�cient polynomial �rst family.
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