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Àííîòàöèÿ. Â ýòîé ñòàòüå ñ ïîìîùüþ íîâîãî ïîíÿòèÿ, åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íóëå
ðàçäåëÿþùåãî ïîëèíîì ïî ÷èñëó êîðíåé âíå è âíóòðè êðóãà, îáîáùåí ïðèíöèï èñêëþ÷åíèÿ
íóëÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðîáàñòíîãî ïîâåäåíèÿ ñåìåéñòâ äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ. Â ÷àñòíîì
ñëó÷àå, äëÿ äèñêðåòíûõ èíòåðâàëüíûõ ïîëèíîìîâ ïðèâåäåí ãðàôè÷åñêèé êðèòåðèé èõ ïðè-
íàäëåæíîñòè êëàññàì (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ. Îáñóæäàåòñÿ èñïîëü-
çîâàíèå ýòîé ìåòîäèêè äëÿ äðóãèõ ñåìåéñòâ ïîëèíîìîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåðâàëüíûå ïîëèíîìû, êðèòåðèé Ìèõàéëîâà, ãîäîãðàô

Àíàëèçèðóÿ ïîâåäåíèå äèñêðåòíîãî ñåìåéñòâà ïîëèíîìîâ è ïðèíöèï èñêëþ÷åíèÿ íó-
ëÿ äëÿ òàêèõ ñåìåéñòâ, âèäèì, ÷òî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèÿ è óòâåðæäåíèÿ äëÿ
èññëåäîâàíèÿ ñåìåéñòâ äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ íà íåóñòîé÷èâîñòü. Òî÷íåå, èññëåäîâàíèå
èõ ïðèíàäëåæíîñòè íåêîòîðûì îäíîðîäíûì êëàññàì, ðàçäåëÿÿ äèñêðåòíûå ïîëèíîìû ïî
÷èñëó êîðíåé âíóòðè è âíå êðóãà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íóëå.

Â ýòîé ñòàòüå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñåìåéñòâ äèñêðåòíûõ èíòåðâàëüíûõ ïîëè-
íîìîâ.

Ïðåäâàðèòåëüíî, ââåäåì ïîíÿòèå äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ñåìåéñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè n

F̃ (s,Q) = {F (s, q) = a0(q) + a1(q)s+ . . .+ an(q)s
n, q ∈ Q} (1.1)

íàçîâåì ïðèíàäëåæàùèì êëàññó (n, k)− ýêâèâàëåíòíîñòè äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ, åñëè
êàæäûé ïîëèíîì ñåìåéñòâà (1.1) äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïåðàìåòðà q ∈ Q ⊂ Rl èìååò k ,
0 ≤ k ≤ n , êîðíåé âíóòðè êðóãà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íóëå, à n− k êîðíåé -
âíå ýòîãî êðóãà (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé).

Î÷åâèäíî, ñåìåéñòâî äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ èç êëàññà (n, 0) - ýêâèâàëåíòíîñòè äèñ-
êðåòíûõ ïîëèíîìîâ ÿâëÿåòñÿ ðîáàñòíî óñòîé÷èâûì â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ Q . Òðåáî-
âàíèå îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà n ïîëèíîìîâ â ñåìåéñòâå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ÷èñëî êîðíåé âíå
è âíóòðè êðóãà |s| ≤ 1 â ñóììå ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé áûëî îäèíàêîâûì è ðàâíî ïîðÿäêó
n ïîëèíîìà. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ óñòîé÷èâûõ äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà
ïîðÿäêà âñåõ ïîëèíîìîâ â ñåìåéñòâå íå òðåáóåòñÿ [4]. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ðîáàñòíîé óñòîé-
÷èâîñòè è ðîáàñòíîé íåóñòîé÷èâîñòè ñåìåéñòâà äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ ñïðàâåäëèâ àíàëîã
ïðèíöèïà èñêëþ÷åíèÿ íóëÿ.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü F (s, q0) ∈ F̃ (s,Q) äëÿ íåêîòîðîãî q0 ∈ Q , Q− ñâÿçíî,
Q ∈ Rl , ïðèíàäëåæèò êëàññó (n, k)− ýêâèâàëåíòíîñòè äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ. Òîãäà
óñëîâèå
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0 ̸∈ S(ω) = {F (ejω, q) : q ∈ Q, 0 ≤ ω < 2π} (1.2)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ ïðèíàäëåæíîñòè âñåãî ñåìåéñòâà γ ≤ γmax , êëàññó (n, k)−
ýêâèâàëåíòíîñòè äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. óñëîâèÿ (1.2) î÷åâèäíà. Ïóñòü Q äëÿ
íåêîòîðûõ ω⋆ ∈ [0, 2π) , q⋆ ∈ Q è F (s, q) ∈ F̃ (s,Q) . Òîãäà ïîëèíîì F (s, q) èìååò êîðåíü
íà ãðàíèöå |s| = 1 è ïîòîìó íå ïðèíàäëåæèò êëàññó (n, k)− ýêâèâàëåíòíîñòè äèñêðåòíûõ
ïîëèíîìîâ íè ïðè êàêîì k .

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü óñëîâèå (1.2) âûïîëíÿåòñÿ, íî íàéäåòñÿ ïîëèíîì F (s, q1) ,
q1 ∈ Q íå ïðèíàäëåæàùèé êëàññó (n, k)− ýêâèâàëåíòíîñòè äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ. Ðàñ-
ñìîòðèì íåïðåðûâíóþ êðèâóþ q(t) ∈ Q , 0 ≤ t ≤ 1 , q(0) = q0 , q(1) = q1 . Òàêàÿ êðèâàÿ
ñóùåñòâóåò, òàê êàê Q - ñâÿçíîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü si(t) - êîðíè ïîëèíîìà F (s, q(t)) .
Ïîñêîëüêó an(q(t)) ̸= 0 , òî ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè êîðíåé ïîëèíîìà n−
îé ñòåïåíè îò ïàðàìåòðîâ êîðíè ìîæíî çàíóìåðîâàòü òàê, ÷òî ôóíêöèè si(t) íåïðåðûâ-
íû. Îäíàêî, ïî ìåíüøåé ìåðå, îäèí êîðåíü (íàïðèìåð, ïåðâûé) ïîëèíîìà F (s, q1) ëåæèò
âíóòðè êðóãà: |s1(1)| ≤ 1 , â òî âðåìÿ êàê |s1(0)| > 1 â ñèëó ïðèíàäëåæíîñòè F (s, q0)
êëàññó (n, k)− ýêâèâàëåíòíîñòè äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ è èìåííî ïåðâûé êîðåíü îêàçàë-
ñÿ âíå êðóãà |s| ≤ 1 . Ïîýòîìó íàéäóòñÿ t⋆ , 0 ≤ t⋆ ≤ 1 è q⋆ = q(t⋆) ∈ Q òàêæå, ÷òî
|s1(t⋆)| = 1 . Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî F (s, q⋆) èìååò êîðåíü íà îêðóæíîñòè |s| = 1 . Èòàê, ìû
ïîëó÷èëè, ÷òî 0 = F (ejω

⋆
, q⋆) äëÿ íåêîòîðûõ q⋆ ∈ Q è ω⋆ ∈ [0, 2π) . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò

óñëîâèþ (1.2).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Äëÿ ïîëèíîìîâ â íåïðåðûâíîì è äèñêðåòíîì ñëó÷àÿõ êðè-
òåðèé Ìèõàéëîâà, ïðèíöèï èñêëþ÷åíèÿ íóëÿ è èõ îáîáùåíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ íåñêîëüêî
ïî ðàçíîìó. Äëÿ ïîëèíîìîâ äëÿ íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ 0 ≤ ω < +∞ , åñëè ïîëèíîìû ñ
âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè è −∞ < ω < ∞ , åñëè ïîëèíîìû ñ êîìïëåêñíûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå ãîäîãðàôû öåíòðàëüíî
ñèììåòðè÷íû, à âî âòîðîì - íåò. Äëÿ äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ â îáîèõ ñëó÷àÿõ áåðåòñÿ
îáðàç âñåé ìíèìîé îñè (îêðóæíîñòü), ÷òîáû ãîäîãðàô ïîñëå îòîáðàæåíèÿ ñòàë çàìêíó-
òûì. Äëÿ ïîëèíîìîâ ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêîé ãîäîãðàô ñèììåòðè÷åí
îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè, à äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ - íåò.

Äëÿ ïðîñòîòû, çäåñü îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî èíòåðâàëüíûìè íåîïðåäåëåííîñòÿìè êîýô-
ôèöèåíòîâ ñåìåéñòâà äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ò. å. ñå-
ìåéñòâî ïîëèíîìîâ âèäà (êðàòêî - èíòåðâàëüíûé äèñêðåòíûé ïîëèíîì):

F (s) = a0 + a1s+ . . .+ ans
n, |ai − a0i | ≤ γαi, (1.3)

αi > 0 , i = 0, n , an · an > 0 , γ - ðàçìàõ íåîïðåäåëåííîñòè. Äëÿ íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ
îáëàñòü S(ω) äëÿ èíòåðâàëüíîãî ïîëèíîìà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì.

Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå ïîëó÷èì âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, êîòîðûé äâèæåòñÿ ñëîæíûì
îáðàçîì, ïîâîðÿ÷èâàÿñü è ìåíÿÿ ôîðìó, â òî æå âðåìÿ, îñòàâàÿñü âûïóêëûì ìíîãîóãîëü-
íèêîì ïðè èçìåíåíèè ω îò 0 äî 2π . Òî÷íåå,

S(ω) = {F0(e
jω) + γ

n∑
m=0

αmµme
jωm} = c0 + {

n∑
m=0

µmsm}, (1.4)

ãäå c0 = F0(e
jω) , sm = γαme

jωm , µm ∈ [−1, 1] - ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. Îáëàñòü S(ω) -
ìíîãîóãîëüíèê ñ öåíòðîì â òî÷êå c0 è ñòîðîíàìè ðàñïîëîæåííûìè ïîä óãëàìè ðàâíûìè
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arg sm , m = 0, n . Ìíîãîóãîëüíèê âûïóêëûé è èìååò 2n + 2 ðåáåð è ñòîëüêî æå âåðøèí,
ïðè÷åì ïðè èçìåíåíèè ω îò 0 äî 2π ìíîãîóãîëüíèê S(ω) òðàíñôîðìèðóåòñÿ â 2n−
óãîëüíèê, 2n− 2 óãîëüíèê è ò. ä. âïëîòü äî îòðåçêà ïðè ω = 0 è ω = π . Ïðè íåêîòîðûõ
ω ñîñåäíèå ðåáðà ñòàíîâÿòñÿ îáùèì (îäíèì) ðåáðîì.

Ñôîðìóëèðóåì êðèòåðèé ïðèíàäëåæíîñòè èíòåðâàëüíîãî ïîëèíîìà F (s) êëàññó
(n, k)− ýêâèâàëåíòíîñòè äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü íîìèíàëüíûé äèñêðåòíûé ïîëèíîì

F0(s) = a00 + a01s+ . . .+ a0ns
n,

F0(s) ∈ F (s) , F (s) èç (1.3) ïðèíàäëåæèò êëàññó (n, k)− ýêâèâàëåíòíîñòè äèñêðåòíûõ
ïîëèíîìîâ. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû èíòåðâàëüíûé ïîëèíîì F (s) ïðèíàäëåæàë êëàññó
(n, k)− ýêâèâàëåíòíîñòè äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ
ðàçìàõà íåîïðåäåëåííîñòè γ âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

γγkmax,

ãäå

γkmax = min
0≤ω<2π

γ(ω), (1.5)

γ(ω) = max
η

|
∑n

i=0 a
0
i cos(i− η)ω|∑n

i=0 αi| cos(i− η)ω|
, ω ̸= 0, π; (1.6)

γ(0) =
|
∑n

i=0 a
0
i |∑n

i=0 αi

, (1.7)

γ(π) =
|
∑n

i=0(−1)ia0i |∑n
i=0 αi

. (1.8)

Íàçîâåì ìàêñèìàëüíûé ðàçìàõ íåîïðåäåëåííîñòè γkmax èç (1.5) - k - ðàäèóñîì èíòåðâàëü-
íîãî ñåìåéñòâà äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà ïðèíöèï èñêëþ÷åíèÿ íóëÿ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ (òåîðåìà
1.1.) è íå èìååò ïðèíöèïèàëüíûõ òðóäíîñòåé.

Î÷åâèäíî, ïðè k = 0 èç òåîðåìû 1.2. ïîëó÷èì êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè äèñêðåòíîãî
èíòåðâàëüíîãî ïîëèíîìà. Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ k - ðàäèóñà γkmax ñóùåñòâåííî îòëè-
÷àþòñÿ îò íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.2. Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå íåò àíàëîãà òåîðåì î ïðèíàäëåæíî-
ñòè ñåìåéñòâ èíòåðâàëüíûõ ïîëèíîìîâ â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå êëàññàì (n, k)− ýêâè-
âàëåíòíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, â äèñêðåòíîì ñëó÷àå íåò àíàëîãà òåîðåìû Õàðèòîíîâà
(k = 0) . Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî S(ω) â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå ýòî ïðÿìîóãîëüíèê, îðèåíòà-
öèÿ êîòîðîãî íå ìåíÿåòñÿ, à â äèñêðåòíîì ñëó÷àå ãåîìåòðèÿ S(ω) ñîâåðøåííî äðóãàÿ
- ìíîãîóãîëüíèê ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì è ÷èñëîì ðåáåð (èõ ÷èñëî íå ïðåâûøàåò
2n+ 2 ).

Ç à ì å ÷ à í è å 1.3. Òåîðåìà 1.2. î ïðèíàäëåæíîñòè èíòåðâàëüíîãî ïîëèíîìà ñ
âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè êëàññó (n, k)− ýêâèâàëåíòíîñòè äèñêðåòíûõ ïîëèíî-
ìîâ îáîáùàåòñÿ è íà èíòåðâàëüíûé äèñêðåòíûé ïîëèíîì ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè, íî äëÿ ýêîíîìèè ìåñòà çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ.
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Ç à ì å ÷ à í è å 1.4. Òðåáîâàíèå αi > 0 äëÿ âñåõ i = 0, n îñòàâëåíî äëÿ ïðîñòî-
òû, òàê êàê, åñëè íåêîòîðûå m ÷èñåë αi = 0 , òî ïàðàëëåëåïèïåä êîýôôèöèåíòîâ Q
ïîìåíÿåò ðàçìåðíîñòü ñ n+ 1 íà n−m+ 1 , à íàèáîëüøåå ÷èñëî ðåáåð ìíîãîóãîëüíèêà
S(ω) ñòàíåò ìåíüøå, ò. å. 2(n−m) + 2 .

×òîáû ñåìåéñòâî F (s) îñòàâàëîñü èíòåðâàëüíûì è íå âûðîæäàëîñü â íîìèíàëüíûé
ïîëèíîì F0(s) ìîæíî óñëîâèå αi > 0 äëÿ âñåõ i = 0, n çàìåíèòü íà óñëîâèÿ

n∑
i=0

αi > 0, αi ≥ 0, i = 1, n.
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The investigation of robust behavior interval polynoms

c⃝ V. I. Zubov4, I. V. Zubov5, A. F. Zubova6

Abstract. In this article with help new de�nition, the unit radius with center in zero is divides
polynom on number roots outside and inside circle, is summarizes principle of exception zero
for investigation robust behavior of families discreet polynomials. In partial case, for discreet
interval polynomials is results graphic criteria they is belong to classes (n, k) - equivalent discreet
polynomials. Is discusses the employing this method for another families polynomials.
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