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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå èçó÷åíèå ñèñòåìû ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé ñòðîèòñÿ íà çàìåíå èñ-
õîäíîé ñèñòåìû ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñèñòåì, â êàæäîé èç êîòîðûõ óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ
ïðåäñòàâëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé uν , ν = 1, 2, .... , ïðè-
íàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó U(t, x) ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìû ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé, äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ,
óïðàâëåíèå

1. Ââåäåíèå

Ðàçëè÷íûå ïîäõîäû èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé òðåáóþò ñî-
îòâåòñòâóþùåãî äîîïðåäåëåíèÿ ìîäåëåé ðåàëüíûõ ñèñòåì êàê â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñò-
íîñòè ìíîãîîáðàçèé ðàçðûâà óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè, òàê è íà ñàìèõ ýòèõ ìíîãîîáðàçè-
ÿõ. Êàæäûé âèä ïðèíèìàåìîãî äîîïðåäåëåíèÿ äèêòóåòñÿ èëè ñóùåñòâóþùèì ðåæèìîì
ïîâåäåíèÿ ðåàëüíîé ñèñòåìû, èëè òåì, êîòîðûé ìû õîòåëè áû ñèíòåçèðîâàòü â ìîäåëè.
Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû äîîïðåäåëåíèÿ è èñïîëüçóåìûå â èññëåäîâàíèè ñèñòåì, ÷àùå âñå-
ãî áàçèðóþòñÿ íà ïðåäïîëîæåíèè ¾ìãíîâåííîãî¿ ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëÿþùåãî îðãàíà â
ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ, ÷òî, êàê èçâåñòíî, íå íàáëþäàåòñÿ â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ.

Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò äîîïðåäåëèòü ñèñòåìó â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ìíî-
ãîîáðàçèé ïåðåêëþ÷åíèÿ è òåì ñàìûì óñòàíîâèòü óñëîâèÿ ïåðåõîäà òðàåêòîðèé èç îäíîé
îáëàñòè îäíîçíà÷íîñòè â ñìåæíóþ îáëàñòü, ÷òî îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûì ïðè
îðãàíèçàöèè ¾ñêîëüçÿùèõ¿ ðåæèìîâ è äðóãèõ ðåæèìîâ â îáëàñòÿõ çàïàçäûâàíèÿ ñðàáà-
òûâàíèÿ óïðàâëÿþùåãî îðãàíà.

Èçâåñòíî, ÷òî îáîáùåííîé ìîäåëüþ ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

dx

dt
= f(t, x, u(t, x)), (1.1)

ãäå x ∈ Rn , f(t, x, u) - íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ ôóíêöèÿ, óïðàâëÿþùàÿ
ôóíêöèÿ u(t, x), u ∈ ℜm ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà íà íåêîòîðûõ ïîâåðõíîñòÿõ
Sj j = 1, 2, ..., l â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (t, x) ∈ [t0, T ]×Rn , çàäàâàåìûõ óðàâíåíèÿìè
sj(x1, ..., xn) = 0 è ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ìíîæåñòâà Mj ìåðû íóëü, ñîñòîÿùèå èç òî÷åê
ãðàíèö îáëàñòåé sj(x) > 0 è sj(x) < 0 . Ôóíêöèÿ f(t, x, u(t, x)) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
âïëîòü äî îáùåé ãðàíèöû óêàçàííûõ îáëàñòåé.

Èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì âèäà (1.1) ïðè çàäàííîì âèäå ôóíêöèè u(t, x) â êîíå÷íîì ñ÷åòå
ñâîäÿòñÿ ê åå äîîïðåäåëåíèþ íà ìíîãîîáðàçèÿõSj . Ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ ñ÷èòàòüñÿ ñ òåì,
÷òî ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû äîîïðåäåëåíèÿ (íàïðèìåð [3],[7] è äð.) ïðèâîäÿò ê èçëèøíå
èäåàëèçèðîâàííûì ìîäåëÿì, êîòîðûå íå ïîçâîëÿþò â ïîëíîé ìåðå îöåíèòü òàêèå âàæíûå
äëÿ ïðàêòèêè ïàðàìåòðû, êàê ôàêòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ïðîöåññà â ðåæèìàõ ñêîëüæåíèÿ è â

1 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè,
Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê
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ïðîöåññàõ áëèçêèõ ê íèì, à òàêæå îïðåäåëèòü äîïóñòèìûå ðàçìåðû ó÷àñòêîâ ïðîøèâàå-
ìîñòè ïðè îáåñïå÷åíèè ðåæèìà èõ ôîðñèðîâàíèÿ è äðóãèå.

Ó÷èòûâàÿ ðåàëüíûå ïðîöåññû â ñèñòåìàõ ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé ïðè ïåðåõîäå òðà-
åêòîðèé èç îäíîé îáëàñòè îäíîçíà÷íîñòè â äðóãóþ áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ óïðàâ-
ëåíèÿ u(t, x) â âèäå: u(t, x) = u+(t, x) ïðè s(x) > δ ; u(t, x) = u−(t, x) ïðè sj(x) < −δ ,
s(x) = 0 . Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ òî, ÷òî ôóíêöèè u+(t, x) è u−(t, x) íåïðåðûâíû â
îáëàñòÿõ îïðåäåëåíèÿ è äèôôåðåíöèðóåìû ïî îáåèì ïåðåìåííûì â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íî-
ñòè. Èç âèäà ôóíêöèè u(t, x) ñëåäóåò, ÷òî â îáëàñòè |s(x)| ≤ δ ñîõðàíÿåòñÿ òî çíà÷åíèå,
êîòîðîå îíà èìåëà íàêàíóíå ïðåäûäóùåãî ïåðåêëþ÷åíèÿ. Ôàêòè÷åñêè âî âðåìÿ íåîäíî-
êðàòíîãî ïåðåõîäà ðåøåíèÿ x(t : t0, x0) èç îäíîé îáëàñòè îäíîçíà÷íîñòè â äðóãóþ èìååì
äåëî ñ äâóìÿ ìíîãîîáðàçèÿìè ïåðåêëþ÷åíèÿ S+(t) è S−(t) , íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ óïðàâ-
ëåíèÿ u(t, x) ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ.

Ïðåæäå, ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó, ââåäåì íåñêîëüêî ïîíÿòèé è îïðåäåëåíèé. Ïðè
ýòîì íàðÿäó ñ ìíîãîîáðàçèÿìè S+(s(x) − δ = 0) è S−(s(x) + δ = 0) áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü ìíîãîîáðàçèå S(s(x) = 0) , êàê ìíîãîîáðàçèå ìåðû íóëü, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî
ðàâíî óäàëåíà îò áëèæàéøèõ òî÷åê ìíîãîîáðàçèé S+(t) è S−(t) . Òîãäà ýòè ìíîãîîáðàçèÿ
áóäóò ÿâëÿòüñÿ ãðàíèöåé δ− îêðåñòíîñòè (Sδ) ìíîãîîáðàçèÿS(s(x) = 0) . ×åðåç (S+)ε è
(S−)ε îáîçíà÷èì ε - îêðåñòíîñòü ìíîãîîáðàçèé S+(t) è S−(t) ñîîòâåòñòâåííî, ïðè ýòîì
áóäåì ïîëàãàòü ε < δ .

Íàðÿäó ñ ñèñòåìîé (1.1) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèñòåì

dx

dt
= f(t, x, uν(t, x)), ν = 1, 2, ... , uν(t, x) ∈ U(t, x) , (1.2)

ãäå ôóíêöèè uν(t, x) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû â îáëàñòÿõ èõ îïðåäåëåíèÿ. Ìíîæåñòâî
U(t, x) íåïóñòîå, îãðàíè÷åííîå è çàìêíóòîå. Â ðàáîòå [5] ïîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü óòâåð-
æäåíèÿ: åñëè ìíîæåñòâî U(t, x) â òî÷êàõ ðàçðûâà ñîäåðæèò âñå òî÷êè, ïðåäåëüíûå äëÿ
ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà νk ∈ U(tk, xk) , ãäå tk → t , k = 1, 2, .... , (t, x) ∈ S− , òî
ñèñòåìà (1.2) ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå (1.1). Ââåäåííóþ â (1.2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâ-
íûõ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé

uν(t, x) ∈ U(t, x), ν = 1, 2, ... (1.3)

áóäåì ñ÷èòàòü àïïðîêñèìèðóþùåé äëÿ ôóíêöèè u(t, x) â îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé îá-
ëàñòè G ∈ Rn ïðè t ∈ [t0, t0 + T ] . Êðîìå òîãî, êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1.3) ñõî-
äèòñÿ ðàâíîìåðíî â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè S− < 0 è S+ > 0 ê çíà÷åíèþ u−(t, x) èëè
u+(t, x) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà êàæäîé êîíêðåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.3) â ñèñòåìå (1.1)
îòâå÷àåò îäíî ðåøåíèå x(t : t0, x0) èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé xν(t) , ν = 1, 2, ... Ýòî
ðåøåíèå áóäåì ïðåäñòàâëÿòü êàê ÷àñòè÷íûé ïðåäåë

x(t : t0, x0) = lim xν(t), ν = 1, 2, ... , (t0, x0) ∈ (S−)ε. (1.4)

Ìíîæåñòâî ïðåäåëîâ âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáîçíà÷èì ÷åðåç X(t) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Çà ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1) ìîæíî ïðèíèìàòü ëþáóþ
àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ x(t) ∈ X(t) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Ïîä δ− ñêîëüçÿùèì ðåæèìîì ñèñòåìû (1.1) áóäåì ïî-
íèìàòü òàêîå åå ïîâåäåíèå, êîãäà òðàåêòîðèè, ïðèøåäøèå èõ ε− îêðåñòíîñòè ìíîãîîá-
ðàçèé S−(t) èëè S+(t) , ïîïàäàþò â δ− îêðåñòíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ S â ìîìåíò t = tp
è îñòàþòñÿ â íåé ïðè t > tp .
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Â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèé uν(t, x) ∈ U(t, x) ñèñòåìà (1.1), à, ñëåäîâàòåëüíî, è ñèñòåìà
(1.2), ðàâíîñèëüíû äèôôåðåíöèàëüíîìó âêëþ÷åíèþ

dx

dt
∈ F (t, x, u(t, x)), (1.5)

ãäå t ∈ [t0, T ] , x ∈ Rn , u ∈ U(t, x) , U ⊂ Rm - êîìïàêò.
Ïðè ýòîì ïðàâàÿ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ (1.5) äîëæíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

à) F (t, x, u) - âûïóêëûé êîìïàêò ïðè âñåõ (t, x, u) ∈ [t0, T ]×Rn ×Rm ;
á) ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (t, x, u) 7→ F (t, x, u) íåïðåðûâíî â òî÷êå p ∈ Rn ïî ñîâî-
êóïíîñòè àðãóìåíòîâ â õàóñäîðôîâîé ìåòðèêå;
â) ìíîæåñòâî F (t, x, u) íåïóñòîå, îãðàíè÷åííîå è çàìêíóòîå äëÿ âñåõ (t, x, u) ∈ [t0, T ] ×
Rn ×Rm .

Íàëàãàåìûå óñëîâèÿ à), á) è â) âûòåêàþò èç ñâîéñòâ ôóíêöèè uν(t, x) ∈ U(t, x) è èç
âûïîëíåíèÿ òðåáîâàíèé ïðè ëþáîì äîîïðåäåëåíèè ñèñòåìû (1.1).

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Êàê èçâåñòíî, îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
èõ ïîâåäåíèå, êàê â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè, òàê è íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçðûâà óïðàâëÿþ-
ùåé ôóíêöèè u(t, x) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò õàðàêòåðà ïîâåäåíèÿ ðåãóëèðóþùåãî îðãàíà
ðåàëüíûõ ñèñòåì â îáëàñòÿõ ïåðåëîæåíèÿ �ðóëåé� ñ òåêóùåãî èõ ïîëîæåíèÿ íà ïðîòèâî-
ïîëîæíîå. Â ñâÿçè ñ ýòèì âàæíî òàê äîîïðåäåëèòü ñèñòåìó ïóòåì íàëîæåíèÿ óñëîâèé íà
óïðàâëåíèå, âûïîëíåíèå êîòîðûõ îáåñïå÷èâàëî áû ïåðåõîä òðàåêòîðèé èç îáëàñòåé îäíî-
çíà÷íîñòè â îáëàñòü |S(t, x)| ≤ δ è ñîõðàíåíèå â íåé äâèæåíèÿ â òå÷åíèå îïðåäåëåííîãî
âðåìåíè. Î÷åâèäíî, îáåñïå÷åíèå òàêèõ òðåáîâàíèé çàêëþ÷àåòñÿ â íåîáõîäèìîñòè òàêîãî
äîîïðåäåëåíèÿ çàäàííîé ôóíêöèè óïðàâëåíèé u(t, x) è â îïðåäåëåíèè òàêîé òîïîëîãèè
ìíîãîîáðàçèé S+(t) è S−(t) , êîòîðûå ñïîñîáíû áûëè áû îáåñïå÷èâàòü ðåæèì ¾ñêîëüæå-
íèÿ¿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 1.2. (ñì. âûøå). Íàñêîëüêî âàæíî îáåñïå÷åíèå òàêîãî
ðåæèìà, âûòåêàåò èç ðåøåíèÿ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ ñ ïåðåìåííîé
ñòðóêòóðîé [2],[6].

3. Ðåøåíèå çàäà÷è

Âíà÷àëå äîïîëíèòåëüíî ââåäåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ {ẋ(t)} , îòâå÷àþùèõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ðåøåíèé xν(t : t0, x0) , (t0, x0) ∈ (S−)ε è âõîäÿùèõ â äîñòàòî÷íî ìàëóþ
îêðåñòíîñòü òî÷êè (tp, xp) ∈ S− èç îáëàñòè S− < 0 , áóäåì íàçûâàòü âõîäíûì êîíóñîì
Cbx äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè uν ∈ Ubx ⊂ U, ν = 1, 2, ...Òî÷êó (tp, xp) ∈ S− áóäåì íàçû-
âàòü òî÷êîé ïàäåíèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ è îáùåé âåðøèíîé êàê âõîäíîãî, òàê è âûõîäíî-
ãî êîíóñà. Îáðàçóþùèìè òàêîãî êîíóñà ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû f−(t, x, u−(t, x)) = lim f(t, x∗)
(x∗ → xp , x∗ ∈ S− < 0) è f(t, x, ueq) , ãäå ueq ∈ U(t, x) , ïîëó÷åí ïðè äîîïðåäåëåíèè
(íàïðèìåð, [1]) ñèñòåìû (1.1) íà ìíîãîîáðàçèè S−(s(x)− δ = 0).

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.2. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ {ẋ(t)} , îòâå÷àþùèõ ïîäìíîæå-
ñòâó U∗

bx ⊂ Ubx , áóäåì íàçûâàòü âõîäíûì ïîäêîíóñîì C∗
bx êîíóñà Cbx .

Ðàçîáüåì èíòåðâàë [ t0, tp ] òî÷êàìè tνk ∈ [t0, tp] , k = 1, 2, ... ν = 1, 2, ... , ãäå èíäåêñ
ν ñîîòâåòñòâóåò óïðàâëåíèþ uν(t, x) , à òî÷êè (tk, xk) ëåæàò íà ãðàôèêàõ ýòîãî ðåøåíèÿ è
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ïðèíàäëåæàò ãðàíèöå îêðåñòíîñòè (S−)ε(xk) . Òàêèì îáðàçîì, ïðè (tk, xk) → (tp, xp) ãðà-
íèöà îêðåñòíîñòè (S−)ε(xk) ñòðåìèòñÿ ê ìíîãîîáðàçèþ S− .

Èç âûøå ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xν(t) , îò-
âå÷àþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì uν(t, x) , èìåþò ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè (tν∗, x

ν
∗) ∈ S− â

äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ( (S−)ε(x) , ρ(x, S−) ≤ ε) òî÷êè (tp, xp) ∈ S− .
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xν(t)} , îòâå÷àþùèõ ïîäìíîæåñòâó U∗

bx è
èìåþùèõ ïðåäåëîì òî÷êó. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 3.1. Åñëè ïîäìíîæåñòâî U∗
bx ⊂ Ubx îáðàçóåò ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü uνbx ∈ Ubx , ν = 1, 2, , , ,òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xνbx , îòâå÷àþùàÿ ïîäìíîæå-
ñòâó U∗

bx , èìååò îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê âñå ôóíêöèè uνbx ∈ Ubx ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïðè
âñåõ t ∈ [tνk, tp] , à (tk, xk) , k = 1, 2, ... - òî÷êè íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà (S−)ε(xk) , òî ìíîæåñòâî
{ẋν} òàêæå îãðàíè÷åíî, òî åñòü èìååò ìåñòî |ẋν | ≤ maxF (t, x, η) = M , M − Const . À
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé xν(t : tνk, x

ν
k) îãðàíè÷åíà, òî åñòü èìååò

ìåñòî |xν(t)| = |xνk| +M(tp − tνk) . Èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
íà òðàåêòîðèÿõ, îòâå÷àþùèõ ìíîæåñòâó U∗

bx ⊂ Ubx , ñõîäèòñÿ ê òî÷êå (tp, xp) ∈ S− , ò.å.
limxν(t : tνk, x

ν
k) = x(tp) , ν = 1, 2, ...Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ïîäìíîæåñòâà U∗

bx ⊂
Ubx ïðè ýòîì îáåñïå÷èâàåòñÿ âûïîëíåíèåì óñëîâèé òåîðåìû Àðöåëÿ [7]. ×òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Ò å î ð å ì à 3.2. Åñëè âñå ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xν(t : tνk, x
ν
k) ðàâíî-

ìåðíî îãðàíè÷åíû è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíû íà ïðîìåæóòêå [tνk, tp] , ê òîìó æå èìå-
þò îäèí è òîò æå ïðåäåë, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè uνbx ∈ Ubx ñõîäÿòñÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò |f(t, x, u(t, x))| ≤
M1 . Êðîìå òîãî |ẋν | ≤ max |F (t, x, u)| = M1 , |xν(t)| ≤ |x0| +M1(tp − t0) . Îòêóäà ñëåäóåò
|u(t, x)| ≤ M ïðè t0 ≤ t ≤ tp . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uνbx ∈ Ubx íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ. Òîãäà èç ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xν(t) ñëåäóåò
ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî M − Const , ÷òî
èìååò ìåñòî |xν(t) ≤ |xνk|| +M(tp − tνk) . Îòêóäà èìååì {|ẋ|} ≤ max |F (t, x, uνk(t, x)| = M1 ,
uνk ∈ U∗

bx . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñåìåéñòâî f(t, x, uνk) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ. Åñ-
ëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè uνbx ∈ Ubx íå ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ, òî ñðåäè
ìíîæåñòâà U∗

bx íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíîé òî÷êè äëÿ äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. À ýòî,
ñîãëàñíî Òåîðåìû 3.1., îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xν(t) íå ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ.
Òîãäà ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïóñòü óðàâíåíèå

dx

dt
= f(t, x, ueg) (3.1)

ïîëó÷åíî â ïðîöåññå äîîïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1) íà ìíîãîîáðàçèè S− îäíèì èç ìåòîäîâ
[7] , ãäå ueg ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðó ñêîðîñòè , ðàñïîëîæåííîìó íà êàñàòåëüíîé ïîâåðõíî-
ñòè ê ýòîìó ìíîãîîáðàçèþ â òî÷êå (tp, xp) . Ïîêàæåì, ÷òî ïðè íàëîæåííûõ óñëîâèÿõ íà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uν(t, x) è íà îòîáðàæåíèå F (t, x, u(t, x)) â (1.3) ïðè âûïîëíåíèè óñëî-
âèé òåîðåì 3.1. è 3.2., ëþáîå ðåøåíèå èç ìíîæåñòâà {xν(t)} ïðèáëèæàåòñÿ ïðè tνk → tp ê
ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (3.1) íà ñêîëü óãîäíî ìàëóþ âåëè÷èíó.

Ò å î ð å ì à 3.3. Ïóñòü xν(t, tν∗, x
ν
∗) - îäíî èç ðåøåíèé ìíîæåñòâà {xν(t)} , îò-

âå÷àþùåå ôóíêöèè uν(t) ∈ U∗
bx , à x0(t : t0s, x

0
s) - ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.2) íà ìíîãîîáðàçèè
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S− , (t0s, x
0
s) ∈ S− . Òîãäà, åñëè äëÿ ∀ε > 0 ∃δ > 0 òàêèå, ÷òî |tν∗ − tνs | < δ , |xν∗ − x0s| < δ ,

ρ(uν∗, ueg) < δ , òî êàæäîå ðåøåíèå xν(t) îòëè÷àåòñÿ îò ðåøåíèÿ x0(t) íå áîëåå ÷åì íà
âåëè÷èíó ε .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ u(t, x) ðàçðûâíàÿ â òî÷êå
(tp, xp) ∈ S− è íåïðåðûâíà â òî÷êàõ (tνk, x

ν
k) → (tp, xp) ïðè tνk → tp , òî íàéäåòñÿ òàêàÿ

òî÷êà íåïðåðûâíîñòè, ÷òî f 0(tp, xp, ueg(tp, xp)) ∈ [f(tν∗, x
ν
∗, u

ν)]δ , ò.å. ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ k = 1, 2, ... òî÷êè íà ãðàôèêàõ ðåøåíèé ñîäåðæàòüñÿ â ε0 , ε0 ∈ [0, ε] îêðåñòíîñòè òî÷êè
(tp, xp) ∈ S− . Òîãäà ñîãëàñíî Òåîðåìå 3.1. ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ k òî÷êè f(tνk, x

ν
k) áóäóò ñîäåðæàòüñÿ â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè ìíîæå-

ñòâà F (tε, xε) , òî÷êà (tε, xε) ∈ (S−)ε . Åñëè ýòî íå òàê, òî äëÿ íåêîòîðîãî ε0 íàøëàñü áû
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê f(tνk, x

ν
k) íå ñîäåðæàùàÿñÿ â (F (tε, xε))ε0 . Êàê èçâåñòíî [5],

èç ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü äðóãóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(tνkj , x
ν
kj
) ,

(k = 1, 2, ..., j = 1, 2, ...) , êîòîðàÿ ïðè (tνkj , x
ν
kj
) → (tνk, x

ν
k) , áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íåêîòîðîìó

ïðåäåëó λ ∈ F (tνk, x
ν
k) ∈ F (tε, xε) , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ: ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f(tνk, x
ν
k) íå ñîäåðæèòñÿ â ε0 - îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà F (tε, xε) . ×òî è òðåáîâàëîñü äîêà-

çàòü.
Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé äâèæåíèé â îêðåñòíîñòÿõ ìíîãîîáðàçèé ðàçðûâà óïðàâëÿþùåé

ôóíêöèè èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 3.1.

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ â δ− îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ S .

Óñëîâèå ïåðåõîäà òðàåêòîðèé èç îáëàñòåé îäíîçíà÷íîñòè â îá-
ëàñòü ∥S(x) ≥ δ∥ .

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è òðåáóåò óêàçàòü óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ òðàåêòîðèÿ, ïðè-
øåäøàÿ èç îáëàñòè îäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèè u(t, x) â îêðåñòíîñòü òî÷êè ïàäåíèÿ (tp, xp) ∈
S− , ñìîæåò ïåðåéòè â îáëàñòü ∥S−(x)∥ ≤ δ .

Ââåäåì ïîíÿòèå âåêòîðà ðàçðûâà â íàøåì ñëó÷àå äëÿ òî÷åê ïîâåðõíîñòè S− .

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.3. Ïîä âåêòîðîì ðàçðûâà r(t, x) ïðåäåëüíîãî âåêòîðà
f−(t, x, u−(t, x)) è âåêòîðà ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ f 0(t, x, ueg) ïðè (tνk, x

ν
k) → (tp, xp) áóäåì

ïîíèìàòü

r(t, x) = f 0(t, x)− f−(t, x). (3.2)
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Î÷åâèäíî, ïåðåõîä ðåøåíèé x(t : tνkx
ν
k) èç îêðåñòíîñòè òî÷êè (tp, xp) ∈ S− íà ìíîãîîá-

ðàçèå S− ìîæåò ïðîèçîéòè â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1) èëè óðàâíåíèÿ (1.2)
èìååò ìåñòî ïðàâàÿ åäèíñòâåííîñòü. Â ðàáîòå [7] ïîêàçàíî, ÷òî ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè ïðè
óñëîâèè, êîãäà âåêòîð r(t, x) íàïðàâëåí ïî íîðìàëè N , ïðîâåäåííîé ê ïîâåðõíîñòè S− â
òî÷êå (tp, xp) , â ñòîðîíó ýòîé ïîâåðõíîñòè, ò.å. rN(t, x) ≤ 0 . rN(t, x)− ïðîåêöèÿ âåêòîðà
íà íîðìàëü.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåì 1 è 2, êðîìå òîãî, äëÿ ñè-
ñòåìû (1.1) èìååò ìåñòî ïðàâàÿ åäèíñòâåííîñòü [7], à òî÷êà (tp, xp) íå ÿâëÿåòñÿ òî÷-
êîé êàñàíèÿ ðåøåíèÿ x(t : tνk, x

ν
k) c ïîâåðõíîñòüþ S− ïðè (tνk, x

ν
k) → (tp, xp) , òî òðàåê-

òîðèè äâèæåíèÿ xν(t) èç ε− îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ S− ëèáî ïåðåõîäÿò â îáëàñòü
∥S(x)∥ ≥ δ , ëèáî áóäóò ïðèíàäëåæàòü ýòîìó ìíîãîîáðàçèþ.

Èç âûäâèíóòûõ óñëîâèé è ó÷èòûâàÿ, ÷òî f 0
N = 0 ñëåäóåò

|f 0(t, x, ueg)− f(t, x, u(tνk, x
ν
k))| ≤ m |xp − xνk| , ãäå xνk ∈ (S−)ε , m − const . Èìåÿ â

âèäó òî, ÷òî f(tνk, x
ν
k, u

ν) → f 0(tp, xpueg) ïðè xνk → xp , à òàêæå âûïîëíåíèå óñëîâèé
S−
t + Sxf

− ̸= 0 (Ṡ−(x) ̸= 0) è f−
N (t, x) > 0 , òî÷êà (tp, xp) áóäåò ÿâëÿòüñÿ òî÷êîé �ñðûâà�

òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ èç ε− îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ S− ëèáî íà ñàìó ïîâåðõíîñòü S− ,
ëèáî â îáëàñòü ∥S(x)∥ < δ .

Ñëåäóåò òàêæå çàìåòèòü, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1), äîñòèãíóâ ïîâåðõíîñòè S− , íå
ìîãóò ñîéòè îïÿòü â îáëàñòü S− < 0 â ñèëó òåîðåìû 3.3..

Ç à ì å ÷ à í è å 3.1. Âûøå ðàññìîòðåí ñëó÷àé ïåðåõîäà òðàåêòîðèé èç îáëàñòè
S− < 0 â îáëàñòü ∥S(x)∥ < δ . Áåç êàêèõ ëèáî èçìåíåíèé âûøå ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ
ïåðåíîñÿòñÿ íà îáëàñòü S+ > 0 . Âûïîëíåíèå òðåáîâàíèé â îáîèõ ñëó÷àÿõ è åñòü òå
óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ òðàåêòîðèè ïîïàäàþò âîâíóòðü îáëàñòè ∥S(x)∥ < δ .

Ï ð è ì å ð 3.1.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ âèäà
dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= bf(σ), ãäå f(σ) = mïðè σ > l2, f(σ) = −mïðè σ < −l1, (*)

ãäå m, l1, l2 - ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû, σ = c1x1 + c2x2 , c1 · c2 < 0 . Òîãäà ìíîãîîáðàçèå
S èìååò âèä c1x1 + c2x2 = 0 , à ìíîæåñòâà S− è S+ - ñîîòâåòñòâåííî c1x1 + c2x2 = −δ è
c1x1 + c2x2 = δ . Ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà b > 0 â îáëàñòÿõ
îäíîçíà÷íîñòè S+ > 0 è S− < 0 ñîîòâåòñòâåííî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ lim Ṡ+ < 0
ïðè S+ → 0 (S+ > 0) è lim Ṡ− > 0 ïðè S− → 0 (S− < 0) . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðàåêòîðèè
èç îáëàñòåé îäíîçíà÷íîñòè S+ > 0 è S− < 0 èç ε− îêðåñòíîñòåé ìíîãîîáðàçèé S+ è
S− íàïðàâëåíû âíóòðü îáëàñòè |S| ≤ δ .

Ôîðìàëüíî äîîïðåäåëèì ñèñòåìó (1.1) ìåòîäîì ýêâèâàëåíòíîãî óïðàâëåíèÿ íà ìíîãî-
îáðàçèè S , ïîòðåáîâàâ Ṡ(x1, x2) ≡ 0 â ñèëó ñèñòåìû (*). Îòêóäà f(σ) = −1

b
x2 . Ïîäñòàâèâ

âûðàæåíèå f(σ) â ñèñòåìó, çàêëþ÷àåì: íà ìíîæåñòâå S â îáëàñòè ïîëîæèòåëüíûõ çíà-
÷åíèé x2 êîîðäèíàòà x1 èçîáðàæàþùåé òî÷êè ïðè âîçðàñòàíèè âðåìåíè t âîçðàñòàåò, à
â îáëàñòè x2 < 0 - óáûâàåò.

Ïîñêîëüêó ôàçîâûìè òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè â ñèëó ñèñòå-
ìû dx1

dx2
= bx2 ÿâëÿþòñÿ ïàðàáîëû, ïðèìûêàþùèåñÿ ê êàæäîìó èç ìíîæåñòâ S− è S+

íå ïîä íóëåâûìè óãëàìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðàåêòîðèè ñî âðåìåíåì ïîïàäàþò â äîñòà-
òî÷íî ìàëóþ èõ ε− îêðåñòíîñòü. À ïðè âûïîëíåíèè òðåáîâàíèé òåîðåìû 3.3. ê ôóíêöèè
f(σ) îáåñïå÷èâàåòñÿ ïåðåõîä òðàåêòîðèé èç îáëàñòåé îäíîçíà÷íîñòè S− âîâíóòðü îáëàñòè
|S| ≤ δ .
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Òàêèì îáðàçîì, äîîïðåäåëåíèå ñèñòåìû (1.1) ñ çàäàííîé ôóíêöèåé óïðàâëåíèÿ u(t, x)
íà ìíîãîîáðàçèÿõ S , S− ,S+ è â èõ îêðåñòíîñòÿõ ïîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ
âûâîäîâ.

Â û â î ä û.
1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé, íàëîæåííûõ íà ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (1.1) è (1.2), òðà-

åêòîðèè äâèæåíèéxν(t, x) èç ε− îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ S− ïîïàäàþò â ñêîëü óãîäíî
ìàëóþ ε0− îêðåñòíîñòü ( 0 < ε0 ≤ ε) òî÷êè (tp, xp) ∈ S− . Ê òîìó æå, åñëè òî÷êà ïàäåíèÿ
(tp, xp) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé áåç êîíòàêòà, ò.å. St+Sxf

− ̸= 0 (St, Sx− ïðîèçâîäíûå ïî ñîîòâåò-
ñòâóþùèì ïåðåìåííûì), r(t, x) → 0 ïðè t→ tp , òî òðàåêòîðèè äâèæåíèé ëèáî ïåðåõîäÿò
èç îáëàñòè S− < 0 â îáëàñòü S− > 0 , ëèáî îñòàþòñÿ íà ìíîãîîáðàçèè S−(x) .

2. Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ â îòíîøåíèè ε− îêðåñòíîñòü S− è ïîëó÷åííûå ïðè ýòîì
ðåçóëüòàòû, áåç êàêèõ ëèáî ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû íà îêðåñò-
íîñòü ìíîãîîáðàçèÿ S+(x) . Êàê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò
èìåòü ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïðè ïðîâåäåíèè èññëåäîâàíèé ðåàëüíûõ ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé
ñòðóêòóðîé.

3. Íàëîæåííûå óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ óïðàâëåíèÿ u(t, x) è ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (1.1)
è (1.2) ñîãëàñóþòñÿ ñ òðåáîâàíèÿìè, ñâîéñòâàìè è ïîâåäåíèåì èññëåäóåìûõ ôèçè÷åñêèõ
ñèñòåì â çîíå ïåðåêëþ÷åíèÿ îðãàíà óïðàâëåíèÿ.

4. Êàê èçâåñòíî, îïðåäåëåíèå ñêîðîñòè â ðåæèìàõ ñêîëüæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæ-
íåéøèõ âîïðîñîâ, ðåøàþùèõ íà ýòàïå âíåäðåíèÿ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ â ïðàêòèêó.

Íàëè÷èå â ðåãóëÿòîðå çîí íå÷óâñòâèòåëüíîñòè, êàê â íàøåì ñëó÷àå, ïðèâîäèò ê òîìó,
÷òî ïîñëå ïîïàäàíèÿ òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ â îáëàñòü |S(x)| ≤ δ ñêîðîñòü èçîáðàæàþùåé
òî÷êè ìîæåò èìåòü äâå ñîñòàâëÿþùèõ. Îäíà èç ýòèõ ñîñòàâëÿþùèõ îïðåäåëÿåò äâèæåíèå
âäîëü ìíîæåñòâà S(t) , äðóãàÿ � îïðåäåëÿåò êîëåáàíèÿ âäîëü ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Â ëþáîì
ñëó÷àå îïðåäåëåíèå ñêîðîñòè äâèæåíèÿ â �ñêîëüçÿùåì� ðåæèìå ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿ ??
âûâîäèò íà ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ, ïðè êîòîðîì äâèæåíèå â ïîëîñå S(x) ≤ δ ïðîèñõîäèò ïî
ñèíóñîèäàëüíîé êðèâîé â îêðåñòíîñòè s(x) = 0 ñ àìïëèòóäîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé çíà÷åíèÿ
δ . Â ñâÿçè ñ ýòèì ðå÷ü ìîæåò èäòè îá îïðåäåëåíèè íåêîòîðîé ñðåäíåé ñêîðîñòè. Ðàññìàò-
ðèâàÿ äâèæåíèå íà ÷åòâåðòè ïåðèîäà, êîãäà èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ïî òðàåêòîðèè xνk(t)
ïîïàäàåò â îêðåñòíîñòü òî÷êè (tp, xp) èç îáëàñòè S− < 0 , äàëåå ïðîäîëæàåò ñâîå äàëüíåé-
øåå äâèæåíèå â ïîëîñå |S(x)| ≤ δ ïîä óïðàâëåíèåì u(tp, xp) äî ïîïàäàíèÿ â îêðåñòíîñòü
ìíîæåñòâà S+ â îáëàñòè S > 0 . Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà ïåðåìåùåíèÿ èçîáðàæàþùåé
òî÷êè âäîëü ìíîæåñòâà S áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ïðèáëèæåííî êàê ïðîèçâåäåíèå ñêîðîñòè
èçîáðàæàþùåé òî÷êè f(t, x, u−(t, x)) íà âðåìÿ t = π

2
(ïåðèîä T = 2π) , çà êîòîðîå èçîá-

ðàæàþùàÿ òî÷êà ïîïàäàåò â ε− îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà S+ . Âîîáùå, âðåìÿ ìîæåò áûòü
îïðåäåëåíî èç óðàâíåíèÿ 2δ = t · (∇s · f−) , ãäå ∇s - ãðàäèåíò s(x) , f−− ïðåäåëüíîå
çíà÷åíèå f ïðè xν → xp .

Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ òîëüêî âäîëü êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè
ê îäíîé èç ïîâåðõíîñòåé S, S− èëè S+ , òî åå ñêîðîñòü áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ òîëüêî âåêòîðîì
f 0(t : tp, xp, u

−) .
Òàêèì îáðàçîì, èñòèííàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ â ñêîëüçÿùåì ðåæèìå ẋs áóäåò íàõîäèòü-

ñÿ â èíòåðâàëå (f−, f 0) , ò.å. f− ≤ ẋs ≤ f 0 .
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Extending the de�nition of variable structure system in

areas switching control function

c⃝ V. I. Safonkin2

Abstract. The article analyzes the system with variable structure is based on replacing the
original system sequence of systems, each of which control function is represented by a sequence of
uniformly bounded functions uν , ν = 1, 2, .... , belonging to the set U(t, x) limit values of control.

Key Words: variable structure system, di�erential inclusions, control

2 Associate professor of Applied Mathematics, Di�erential Equations and theoretical Mechanics Chair,
Mordovian State University after N.P. Ogarev, Saransk

MVMS journal. 2014. V. 16, No. 2


