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Ðåàëèçàöèÿ èçîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ

ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ òîðà

c⃝ Å. ß. Ãóðåâè÷1, Ä. Ò. Ñÿèíîâà.2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå óòî÷íÿþòñÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [7] Ñ. Áàòòåðñîíà, â êîòîðîé îïèñàíû
êëàññû èçîòîïíûõ îòîáðàæåíèé òîðà, ñîäåðæàùèå äèôôåîìîðôèçìû Ìîðñà-Ñìåéëà. Ñëå-
äóÿ èäåÿì, èçëîæåííûì â [7], ìû îïèñûâàåì èçîòîïè÷åñêèå êëàññû, ñîäåðæàùèå ãðàäèåíòíî-
ïîäîáíûå äèôôåîìîðôèçìû òîðà, ïðèâîäèì âñå âîçìîæíûå âèäû íàáîðîâ ïåðèîäè÷åñêèõ
äàííûõ òàêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ è îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì ðåàëèçàöèè êàæäîãî íàáîðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èçîòîïè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ, ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûå äèôôåîìîðôèçìû,
äèôôåîìîðôèçìû òîðà, ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Íàïîìíèì, ÷òî äèôôåîìîðôèçì f :Mn →Mn çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn ðàçìåð-
íîñòè n íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

1) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf äèôôåîìîðôèçìà f ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïå-
ðèîäè÷åñêèõ òî÷åê;

2) âñå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè;

3) èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ïåðåñåêàþò-
ñÿ òðàíñâåðñàëüíî.

Äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà f : Mn → Mn íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì, åñ-
ëè èç óñëîâèÿ W s

p ∩W u
q ̸= ∅ äëÿ ðàçëè÷íûõ òî÷åê p, q ∈ Ωf ñëåäóåò dim W u

p < dim W u
q .

Â ñëó÷àå n = 2 ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî äèôôåîìîðôèçì f : M2 → M2 Ìîðñà-
Ñìåéëà ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èíâàðèàíòíûå ìíîãî-
îáðàçèÿ ðàçëè÷íûõ åãî ñåäëîâûõ òî÷åê íå ïåðåñåêàþòñÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç MS+(T

2) êëàññ
ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà òîðå è ÷åðåç G+(T

2) ïîä-
ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà MS+(T

2) , ñîñòîÿùåå èç ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ.
Äâà äèôôåîìîðôèçìà f, f ′ íà òîðå T 2 íàçûâàþòñÿ èçîòîïíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå H : T 2 × [0, 1] → T 2 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, 1] îòîáðà-
æåíèå H : T 2 × {t} → T 2 ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì è H|

T2×{0}
= f , H|

T2×{1}
= f ′ 3.

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â èçó÷åíèè èçîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ, ñîäåðæàùèõ äèô-
ôåîìîðôèçìû èç êëàññà G+(T

2) , è îïèñàíèè ñòðóêòóðû íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà òàêèõ
äèôôåîìîðôèçìîâ. Ìîòèâèðîâêà ýòîé çàäà÷è ïðèíàäëåæèò Ñ. Áàòòåðñîíó è çàêëþ÷àåò-
ñÿ â ñëåäóþùåì. Âî-ïåðâûõ, òîð ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòüþ,

1 Äîöåíò êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ è äèíàìèêè ìàøèí, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñè-
òåò èìåíè Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; elena _ gurevich@list.ru.

2 Còóäåíòêà ôàêóëüòåòà ÂÌÊ (êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ è äèíàìèêè ìàøèí), Íèæåãîðîäñêèé ãî-
ñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä

3 Èç ðàáîòû [9] (òåîðåìà 6.3) ñëåäóåò, ÷òî äâà äèôôåîìîðôèçìà ïîâåðõíîñòè èçîòîïíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíè ãîìîòîïíû
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äëÿ êîòîðîé èçîòîïè÷åñêèé êëàññ ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìà îïðåäå-
ëÿåòñÿ åãî äåéñòâèåì â ãðóïïå ãîìîëîãèé H1(T

2,R) , ÷òî ïîçâîëÿåò íàéòè íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî äèôôåîìîðôèçìà â èçîòîïè÷åñêîì êëàññå.
Âî-âòîðûõ, îòíîñèòåëüíî ïðîñòàÿ äèíàìèêà òàêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ ïîçâîëÿåò îïèñàòü
ñòðóêòóðó íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà äèôôåîìîðôèçìà, îïðåäåëÿåìóþ èçîòîïè÷åñêèì
êëàññîì, è ïðåäúÿâèòü àëãîðèòì ðåàëèçàöèè êàæäîãî äîïóñòèìîãî ïåðèîäè÷åñêîãî íàáî-
ðà. Àêòóàëüíîñòü èçó÷åíèÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ñèñòåì ñëåäóåò èç ñòðóêòóðíîé óñòîé-
÷èâîñòè òàêèõ ñèñòåì, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü èõ â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ.

Èç [5] (ñì. ðàçäåë D ãëàâû 2) ñëåäóåò, ÷òî äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ : T 2 → T 2 èçîòîïíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâïàäàþò èíäóöèðîâàííûå èçîìîðôèçìû ïåðâîé ãîìîëîãè-
÷åñêîé ãðóïïû f∗ : H1(T

2,R) → H1(T
2,R) , f ′

∗ : H1(T
2,R) → H1(T

2,R) . Òàê êàê ãðóïïà
H1(T

2,R) èçîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ Z × Z , òî äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà
f : T 2 → T 2 èíäóöèðîâàííûé èçîìîðôèçì f∗ : H1(T

2,R) → H1(T
2,R) (è, ñëåäîâàòåëüíî,

åãî èçîòîïè÷åñêèé êëàññ) îïðåäåëÿåòñÿ óíèìîäóëÿðíîé öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöåé. Äàëåå
áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ îòîáðàæåíèÿ, ÷òî ñóæàåò êëàññ
ðàññìàòðèâàåìûõ ìàòðèö äî ìàòðèö SL(2,Z) , èìåþùèõ ïîëîæèòåëüíé îïðåäåëèòåëü.

Â ñèëó ðàáîòû [6] äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà f : T 2 → T 2 âñå
ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû èíäóöèðîâàííîãî èçîìîðôèçìà f∗ : H1(T

2,R) → H1(T
2,R)

ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè èç åäèíèöû. Áàòòåðñîí (ñì. ëåììó 3 ðàáîòû [7]) äîêàçàë, ÷òî ëþáàÿ
ìàòðèöà èç SL(2,Z) , îáëàäàþùàÿ ýòèì ñâîéñòâîì, ïîäîáíà (ïðè ïîìîùè ìàòðèöû èç
SL(2,Z) ) îäíîé èç ñëåäóþùèõ ìàòðèö.

B1 =

(
1 m
0 1

)
; B2 =

(
−1 m
0 −1

)
; B3 =

(
0 1
−1 −1

)
; B4 =

(
0 1
−1 0

)
;

B5 =

(
0 −1
1 1

)
.

Ýòîò ðåçóëüòàò ëåã â îñíîâó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû [7], óòâåðæäàþùåãî, ÷òî
â êàæäîì èçîòîïè÷åñêîì êëàññå, îïðåäåëÿåìîì ìàòðèöåé, ïîäîáíîé îäíîé èç ìàòðèö
B1, ..., B5 , ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà óòâåðæäàåò, ÷òî èçîòîïè÷åñêèå êëàññû, îïðåäåëÿåìûå ìàòðèöàìè
B1, B2 , ñîäåðæàò ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûå äèôôåîìîðôèçìû òîëüêî òîãäà, êîãäà m = 0 , à
äèíàìèêà ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî äèôôåîìîðôèçìà (â ÷àñòíîñòè, ìàêñèìàëüíûé ïåðèîä
ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò) ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò ñâîéñòâ ìàòðèöû.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöà A ∈ SL(2,Z) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ïåðèîäà m > 0 ,
åñëè Am = E è Ai ̸= E äëÿ ëþáîãî ïîëoæèòåëüíîãî i < m .

Ë å ì ì à 1.1. Åñëè f ∈ G+(T
2) , òî:

1 ) èíäóöèðîâàííûé èçîìîðôèçì f∗ èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ ìàòðèöó4;

2 ) åñëè f∗ ̸= E , òî ìàêñèìàëüíûé ïåðèîä ïåðèîäè÷åcêèõ òî÷åê f íå ïðåâûøàåò ïå-
ðèîäà mf ìàòðèöû f∗ ;

3 ) åñëè σ � ñåäëîâàÿ òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà f , òî ïåðèîä òî÷êè σ ðàâåí ëèáî mf

� â ñëó÷àå, åñëè äèôôåîìîðôèçì f
Wu

σ
ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ W u

σ , ëèáî mf/2 � â
ñëó÷àå, åñëè äèôôåîìîðôèçì f

Wu
σ
ìåíÿåò îðèåíòàöèþ W u

σ .

4 Ýòîò ôàêò äîêàçàí â êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè À.Í. Áåçäåíåæíûõ, åãî ñïðàâåäëèâîñòü òàêæå ñëåäóåò
èç òåîðåìû 3.1.1 êíèãè [4]. Äëÿ ñâÿçíîñòè èçëîæåíèÿ ìû ïðèâîäèì åãî äîêàçàòåëüñòâî.
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Èç óòâåðæäåíèÿ 1) ëåììû ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, íèæåïðèâåäåííîå óòâåðæäåíèå.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.1. Åñëè f ∈ G+(T
2) , òî ìàòðèöà èíäóöèðîâàííîãî èçîìîðôèç-

ìà f∗ : H1(T
2,R) → H1(T

2,R) ïîäîáíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ ìàòðèö.

A1 =

(
1 0
0 1

)
; A2 =

(
−1 0
0 −1

)
; A3 =

(
0 1
−1 −1

)
; A4 =

(
0 1
−1 0

)
;

A5 =

(
0 −1
1 1

)
.

Äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G+(T
2) ,

îïðåäåëÿåìîãî åãî èçîòîïè÷åñêèì êëàññîì, ââåäåì, ñëåäóÿ ðàáîòå [2], ïîíÿòèå íàáîðà ïå-
ðèîäè÷åñêèõ äàííûõ äèôôåîìîðôèçìà f . Êàæäîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòå γ äèôôåîìîð-
ôèçìà f ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òðîéêó ÷èñåë (pγ, uγ, νγ), ãäå pγ - ïåðèîä îðáèòû γ ,
uγ = dimW u

γ � åå èíäåêñ Ìîðñà, à ïàðàìåòð νγ ðàâåí +1 (−1 ), åñëè fm|Wu
p
ñîõðàíÿåò

(ìåíÿåò) îðèåíòàöèþ W u
γ .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ïåðèîäè÷åñêèìè äàííûìè äèôôåîìîðôèçìà f áóäåì
íàçûâàòü íàáîð Pf òðîåê (pγ, uγ, νγ) âñåõ îðáèò γ äèôôåîìîðôèçìà f , ÷àñòè÷íî óïî-
ðÿäî÷åííûé â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ïåðèîäà è èíäåêñà.

Åñëè íàáîð Pf ñîäåðæèò l > 0 îäèíàêîâûõ òðîåê (pγ, uγ, νγ) , òî íàáîð âñåõ òàêèõ
òðîåê áóäåì ñîêðàùåííî çàïèñûâàòü êàê l(pγ, uγ, νγ) .

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Ò å î ð å ì à 1.1. Äèôôåîìîðôèçì f : T 2 → T 2 ïðèíàäëåæèò êëàññó G+(T
2) òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà f∗ ïîäîáíà ìàòðèöå Ai , i ∈ 1, ..., 5 , è íàáîð ïåðèî-
äè÷åñêèõ äàííûõ Pf äèôôåîìîðôèçìà f ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå íà-
áîðîâ (ïðè ýòîì íàáîð Pi,ji ñîîòâåòñòâóåò êëàññó ïîäîáèÿ ìàòðèöû Ai , ji ∈ {1, ..., 9}) .

1 ) P1,1 = {l0n(n, 0,+1); l1n(n, 1,+1); l2n(n, 2,+1)} ; ãäå n, l1n, l
0
n, l

1
n � ëþáûå íàòóðàëüíûå

÷èñëà òàêèå, ÷òî l1n = l0n + l2n .

2 ) P2,1 = {2(1, 0,+1); (1, 1,−1); (1, 2,+1); l02(2, 0,+1); (2, 1,+1); l12(2, 1,+1); l22(2, 2,+1)} ;
P2,2 = {(1, 0,+1); (1, 1,−1); 2(1, 2,+1); l02(2, 0,+1); (2, 1,+1), l12(2, 1,+1); l22(2, 2,+1)} ;
P2,3 = {(1, 0,+1); 2(1, 1,−1); (1, 2,+1); l02(2, 0,+1); l12(2, 1,+1); l22(2, 2,+1)} ;
P2,4 = {(1, 0,+1); 3(1, 1,−1); l02(2, 0,+1); l12(2, 1,+1); (2, 2,+1), l22(2, 2,+1)} ;
P2,5 = {3(1, 1,−1); (1, 2,+1); (2, 0,+1), l02(2, 0,+1); l12(2, 1,+1); l22(2, 2,+1)} ;
P2,6 = {4(1, 1,−1); (2, 0,+1), l02(2, 0,+1); l12(2, 1,+1); (2, 2,+1), l22(2, 2,+1)} ;
P2,7 = {3(1, 0,+1); (1, 2,+1); l02(2, 0,+1); 2(2, 1,+1), l12(2, 1,+1); l22(2, 2,+1)} ;
P2,8 = {(1, 0,+1); 3(1, 2,+1); l02(2, 0,+1); 2(2, 1,+1), l12(2, 1,+1); l22(2, 2,+1)} ;
P2,9 = {2(1, 0,+1); 2(1, 2,+1); l02(2, 0,+1); 2(2, 1,+1), l12(2, 1,+1); l22(2, 2,+1)} ;

3 ) P3,1 = {2(1, 0,+1); (1, 2,+1); l03(3, 0,+1); (3, 1,+1), l13(3, 1,+1); l23(3, 2,+1)} ;
P3,2 = {(1, 0,+1); 2(1, 2,+1); l03(3, 0,+1); (3, 1,+1), l13(3, 1,+1); l23(3, 2,+1)} ;

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2014. Ò. 16, � 2



Ðåàëèçàöèÿ èçîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ . . . 49

4 ) P4,1 = {(1, 0,+1); (1, 2,+1); (2, 1,−1); l04(4, 0,+1); l14(4, 1,+1); l24(4, 2,+1)} ;
P4,2 = {2(1, 0,+1); (2, 2,+1); l04(4, 0,+1); (4, 1,+1), l14(4, 1,+1); l24(4, 2,+1)} ;
P4,3 = {(2, 0,+1); 2(1, 2,+1); l04(4, 0,+1); (4, 1,+1), l14(4, 1,+1); l24(4, 2,+1) ;

P4,4 = {(1, 0,+1); (1, 2,+1); (2, 2,+1); l04(4, 0,+1); (4, 1,+1), l14(4, 1,+1); l24(4, 2,+1)} ;
P4,5 = {(1, 0,+1); (1, 2,+1); (2, 0,+1); l04(4, 0,+1); (4, 1,+1), l14(4, 1,+1); l24(4, 2,+1)} ;

5 ) P5,1 = {(1, 2,+1); (2, 0,+1); (3, 1,−1); l06(6, 0,+1); l16(6, 1,+1); l26(6, 2,+1)} ;
P5,2 = {(1, 0,+1); (2, 2,+1); (3, 1,−1); l06(6, 0,+1); l16(6, 1,+1); l26(6, 2,+1)} ;
P5,3 = {(1, 2,+1); (2, 0,+1); (3, 0,+1); l06(6, 0,+1); (6, 1,+1), l16(6, 1,+1); l26(6, 2,+1)} ;
P5,4 = {(1, 0,+1); (2, 2,+1); (3, 0,+1); l06(6, 0,+1); (6, 1,+1), l16(6, 1,+1); l26(6, 2,+1)} ;
P5,5 = {(1, 2,+1); (2, 0,+1); (3, 2,+1); l06(6, 0,+1); (6, 1,+1), l16(6, 1,+1); l26(6, 2,+1)} ;
P5,6 = {(1, 0,+1); (2, 2,+1); (3, 2,+1); l06(6, 0,+1); (6, 1,+1), l16(6, 1,+1); l26(6, 2,+1)} ;

ãäå l0i , l
1
i , l

2
i , i ∈ {2, 3, 4, 6} , � ëþáûå öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî l1i =

l0i + l2i .

ÁËÀÃÎÄÀÐÍÎÑÒÈ

Àâòîðû áëàãîäàðÿò Â.Ç. Ãðèíåñà è Î.Â. Ïî÷èíêó çà ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ. Ðàáîòà
âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ � 12-01-00672-a è �
13-01-12452-îôè-ì2.

2. Äîïóñòèìûå ïåðèîäè÷åñêèå íàáîðû äèôôåîìîðôèçìîâ èç

G+(T
2)

Â ýòîì ðàçäåëå äîêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå òåîðåìû 1.1.. Ïóñòü f ∈ G+(T
2) ,

f∗ : H1(T
2,R) → H1(T

2,R) � èíäóöèðîâàííûé èçîìîðôèçì. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.1. ìàò-
ðèöà îòîáðàæåíèÿ f∗ ïîäîáíà (ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé ìàòðèöû Bf ∈ SL(2,Z) îäíîé èç
ïÿòè ìàòðèö A1, ..., A5 . Äîêàæåì, ÷òî êëàññ ïîäîáèÿ ìàòðèöû f∗ îïðåäåëÿåò âèä íàáîðà
ïåðèîäè÷åñêèõ äàííûõ äèôôåîìîðôèçìà f . Ìàòðèöû Ai , Bf îïðåäåëÿþò äèôôåîìîð-
ôèçìû fi, gf òàêèå, ÷òî f = g−1

f figf , ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî äèôôåîìîðôèçì f ãëàäêî ñîïðÿ-
æåí ñ äèôôåîìîðôèçìîì fi è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðèîäè÷åñêèå íàáîðû äèôôåîìîðôèç-
ìîâ f, fi ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ äèôôåìîðôèçìîâ
f1, ..., f5 ∈ G+(T

2) , ÷üè èçîòîïîè÷åñêèå êëàññû îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðèöàìè A1, ..., A5 ñîîò-
âåòñòâåííî.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà áàçèðóåòñÿ íà ïðèâåäåííîì íèæå óòâåðæäåíèè Äæ. Ôðåíêñà,
óñòàíàâëèâàþùèì ñâÿçü ìåæäó íàáîðîì ïåðèîäè÷åñêèõ äàííûõ äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-
Ñìåéëà è èíäóöèðîâàííûìè èçîìîðôèçìàìè ãîìîëîãè÷åñêèõ ãðóïï. Äëÿ òî÷íîé ôîðìó-
ëèðîâêè ýòîãî ðåçóëüòàòà ïðèâåäåì îïðåäåëåíèÿ äèíàìè÷åñêîé è ãîìîëîãè÷åñêîé äçåòà-
ôóíöèé.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ïóñòü f ∈ MS+(T
2) , Ωf � ìíîæåñòâî åãî íåáëóæ-

äàþùèõ îðáèò. Äèíàìè÷åñêîé äçåòà-ôóíêöèåé Àðòèíà-Ìàçóðà äèôôåîìîðôèçìà f íà-
çûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ζf (t) =

∏
γ∈Ωf

(1− νγt
pγ )(−1)uγ+1

.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Ïóñòü f : T 2 → T 2 � äèôôåîìîðôèçì, f∗i :
Hi(T

2,R) → Hi(T
2,R) � èíäóöèðîâàííûé èçîìîðôèçì. Ãîìîëîãè÷åñêîé äçåòà-ôóíêöèåé

äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ηf (t) =
2∏

i=0

(E − tf∗i)
(−1)i+1

.

Èç [10] ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 2..1 Åñëè f ∈MS+(T
2) , òî ζf = ηf .

Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ãîìîëîãè÷åñêèõ äçåòà-ôóíêöèé â êàæäîì èçîòîïè÷å-
ñêîì êëàññå, îïðåäåëÿåìîì ìàòðèöàìè A1, ..., A5 , ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Ïóñòü f : T 2 → T 2 òàêîé, ÷òî f∗1 = Ai , i ∈
{1, ..., 5} . Òîãäà åãî ãîìîëîãè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ηi îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé.

η1 = 1 ; η2 =
(1+t)2

(1−t)2
; η3 =

1+t+t2

(1−t)2
; η4 =

1+t2

(1−t)2
; η5 =

1−t+t2

(1−t)2
.

Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ òåîðåìû 1.1. ñâîäèòñÿ ê ïîäáîðó

çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ νγ, pγ, uγ òàêèõ, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî
ζfi
ηi

= 1 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωk
f ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò äèôôåîìîðôèçìà f èíäåêñà

k ∈ {0, 1, 2} è ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâî Ω1
f êàê îáúåäèíåíèå äâóõ ïîäìíîæåñòâ Ω1+

f , Ω1−
f ,

ñîñòîÿùèõ èç òî÷åê ñ òèïîì îðèåíòàöèè ðàâíûì +1 , −1 ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÷åðåç lkm ÷èñëî ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò äèôôåîìîðôèçìà f èíäåêñà k ∈ {0, 1, 2}
ïåðèîäà m . Èç òåîðåìû 2.1.1 ðàáîòû [4] è ôîðìóëû Ëåôøåöà (ñì. ëåììó 3.1 ðàáîòû [4])
âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2. Äëÿ ëþáîãî f ∈ G+(T
2) ìíîæåñòâà Ωk

f íåïóñòû, k ∈
{0, 1, 2} .

Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ òåîðåìû 1.1.

Ïóñòü äèôôåîìîðôèçì f ∈ G+(T
2) èçîòîïåí òîæäåñòâåííîìó. Òîãäà ëåììà 1.1., ïðåä-

ëîæåíèå 2.1. è óòâåðæäåíèå 2..1 ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ.

(1 + tmf/2)
l1
mf/2(1− tmf )

l1mf∏
γ∈Ω0

f∪Ω
2
f

(1− tmγ )
= 1, (2.1)

ãäå mγ ≤ mf äëÿ ëþáîãî γ ∈ Ω0
f ∪ Ω2

f .
×èñëî t = 1 ÿâëÿåòñÿ íóëåì ÷èñëèòåëÿ ïîðÿäêà l1mf

(â ñèëó ôîðìóëû (1 − tm) =

(1− t)(1+ t+ ...+ tm−1) ), ïîýòîìó äëÿ òîæäåñòâåííîãî âûïîëíåíèÿ òîæäåñòâà íåîáõîäèìî,
÷òîáû t = 1 ÿâëÿëñÿ íóëåì çíàìåíàòåëÿ òîãî æå ïîðÿäêà, òî åñòü ÷èñëî ìíîæèòåëåé â
çíàìåíàòåëå ðàâíî l1mf

. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî mγ = mf äëÿ ëþáîãî γ ∈ Ω0
f ∪Ω2

f , l
1
mf/2

= 0 ,

|Ω0
f ∪Ω2

f | = l1mf
= |Ω1

f | . Ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî âèä ïåðèîäè÷åñêîãî íàáîðà
äèôôåîìîðôèçìà f ñîâïàäàåò ñ íàáîðîì P1,1 .

Ïóñòü òåïåðü èçîòîïè÷åñêèé êëàññ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G+(T
2) îïðåäåëÿåòñÿ ìàò-

ðèöåé A2 . Ëåììà 1.1., ïðåäëîæåíèå 2.1. è óòâåðæäåíèå 2..1 ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ñî-
îòíîøåíèþ.

(1− t)2(1 + tmf/2)
l1
mf/2(1− tmf )

l1mf

(1 + t)2
∏

γ∈Ω0
f∪Ω

2
f

(1− tmγ )
= 1, (2.2)
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ãäå mγ ≤ mf ≤ 2 .
Åñëè mf = 1 , òî ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

(1− t)l
1
1+2

(1 + t)2(1− t)l
δ
1+l21

= 1. (2.3)

Â ñèëó ôîðìóëû Ëåôøåöà l11 = l01 + l21 , îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå íå
âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t ̸= 0 . Ïîýòîìó mf = 2 è ñîîòíîøåíèå 2.2
èìååò âèä

(1 + t)l
1
1+l12(1− t)l

1
2+2

(1 + t)2(1− t)l
0
1+l21+l02+l22(1 + t)l

0
2+l22

= 1, (2.4)

÷òî ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì l12 = l02+ l
2
2+ l

0
1+ l

2
1−2 ; l11 = 4− l01− l21 è àíîíñèðîâàííûì

âèäàì äîïóñòèìûõ íàáîðîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äëÿ îñòàëüíûõ ìàòðèö ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Äëÿ

çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ òåîðåìû 1.1. îñòàëîñü ïðèâåñòè äîêàçà-
òåëüñòâî ëåììû 1.1.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.1.

Êëþ÷îì ê äîêàçàòåëüñòâó âñåõ ïóíêòîâ ëåììû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî ôàêòà,
÷òî ñåïàðàòðèñû âñåõ ñåäëîâûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G+(T

2) èìåþò îäèíàêîâûé
ïåðèîä. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè m � ïåðèîä âñåõ ñåïàðàòðèñ, òî ïåðèîä ëþáîé ñåäëîâîé
îðáèòû γ ðàâåí m , åñëè νγ = +1 è ðàâåí m

2
, åñëè νγ = −1 , à ïåðèîä ëþáîé óçëîâîé

îðáèòû íå ïðåâûøàåò m . Êðîìå òîãî, îáúåäèíåíèå óñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé ïåðèîäè÷å-
ñêèõ îðáèò äèôôåîìîðôèçìà f çàäàåò êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå òîðà T 2 . Òîãäà îáðàçóþùèå
ãðóïïû H1(T

2,R) ïðèíàäëåæàò îäíîìåðíîìó ïîäêîìïëåêñó Af , îáðàçîâàííîìó çàìûêà-
íèÿìè óñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ, è ïåðèîä ëþáîé ïåòëè λ ∈ Af ðàâåí m , ñëåäîâàòåëüíî,
îòîáðàæåíèå f∗ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ïåðèîäà m .

Äîêàæåì, ÷òî ñåïàðàòðèñû âñåõ ñåäëîâûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G+(T
2) èìåþò

îäèíàêîâûé ïåðèîä. Ïóñòü Lω = {l0, ..., lk−1} � ìíîæåñòâî ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ ïåðèîäè-
÷åñêèõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f , â çàìûêàíèè êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ ñòîê ω . Ïîêàæåì,
÷òî âñå ñåïàðàòðèñû èç ìíîæåñòâà Lω èìåþò îäèíàêîâûé ïåðèîä. Èç ãèïåðáîëè÷íîñòè
òî÷êè ω ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ êðèâàÿ S0 ∈ W s

ω , îãðàíè÷èâàþùàÿ äècê D0

ñ òî÷êîé ω âíóòðè, è ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ êàæäîé ñåïàðàòðèñîé èç ìíîæåñòâà Lω â åäèí-
ñòâåííîé òî÷êå. Ïîëîæèì zi = li ∩ S0 , i ∈ {0, ..., k − 1} . Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî èíäåêñàöèÿ ñåïàðàòðèñ âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî òî÷êè z1, ...zk ðàçáèâàþò
S0 íà k îòðåçêîâ, ïðè÷åì âíóòðè îòðåçêà ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè zi, zi+1 íåò äðóãèõ òî÷åê
èç ìíîæåñòâà Lω ∩ S0 , i ∈ 0, ..., k − 2 . Ïîëîæèì Sj = f jmω(S0) , z

j
i = li ∩ Sj , i ∈ {1, 2...} .

Òàê êàê îòîáðàæåíèå f jmω |
S0

: S0 → Sj , j = 1, 2... , ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùèì îðèåíòà-
öèþ, îíî èíäóöèðóåò ïåðåñòàíîâêó gj íà ìíîæåñòâå èíäåêñîâ {0, ..., k − 1} òàêóþ, ÷òî
gj(i− 1, i, i+1) = (n− 1, n, n+1)(mod k) , i, n ∈ {0, ..., k− 1} . Êðîìå òîãî, åñëè mli = nimω

� ïåðèîä ñåïàðàòðèñû li , òî gni
(i) = i . Òîãäà gni

(i− 1) = i − 1 , gni
(i+ 1) = i + 1 , îò-

êóäà ñëåäóåò, ÷òî mli−1
= mli+1

= mli . Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà èíäåêñà i îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî mln = mli äëÿ ëþáûõ i, n ∈ {0, ..., k − 1} .

Äîêàæåì, ÷òî âñå íåóñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñû ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê äèôôåî-
ìîðôèçìà f èìåþò îäèíàêîâûé ïåðèîä. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñâÿçíîñòü ìíî-
æåñòâà Af = W u

Ω1
f

∪ Ω0
f . Çàìåòèì, ÷òî Af � àòòðàêòîð äèôôåîìîðôèçìà f , òî åñòü ñó-

ùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U ìíîæåñòâà Af è ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî r , ÷òî f r(U) ⊂ U ,
W s

Af
=
∪
i∈Z

f ir(U) . Òàê êàê T 2 =
∪

γ∈Ωf

W s
γ (ñì., íàïðèìåð, òåîðåìó 2.1.1 êíèãè [4]), òî
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Ðèñ. 1: Ôàçîâûå ïîðòðåòû ïîòîêîâ X t
1(1), X

t
1(3)

W s
Af

= T 2\W s
Ω2

f
= T 2\Ω2

f . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Af íåñâÿçíî. Òîãäà ìíîæåñòâî W s
Af

= T 2\Ω2
f

òàêæå íåñâÿçíî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå î ðàçáèâàþùèõ ìíîæåñòâàõ (ñì., íàïðèìåð, [4],
òåîðåìó 11.3.2).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç m
Af

ïåðèîä âñåõ ñåïàðàòðèñ (ñîâïàäàþùèé ñ ïåðèîäîì àòòðàêòîðà

Af ). Îòìåòèì, ÷òî ïåðèîä ñòîêîâûõ îðáèò íå ïðåâûøàåò mAf
; åñëè γ � ñåäëîâàÿ îðáèòà

òàêàÿ, ÷òî νγ = +1 , òî mγ = m
Af
; åñëè γ � ñåäëîâàÿ îðáèòà òàêàÿ, ÷òî νγ = −1 , òî

mγ = 1
2
m

Af
. Àíàëîãè÷íûå àðãóìåíòû, ïðèìåíåííûå ê ðåïåëëåðó Rf = W u

Ω1
f
∪Ω2

f ïðèâîäÿò

ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ïåðèîä ëþîé èñòî÷íèêîâîé îðáèòû íå ïðåâîñõîäèò m
Af
.

3. Ðåàëèçàöèÿ äîïóñòèìûõ íàáîðîâ

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè óñëîâèÿ òåðåìû 1.1. äëÿ êàæäîãî èç äîïóñòèìûõ
íàáîðîâ îïèøåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî äèôôåîìîðôèçìà â ñîîò-
âåòñòâóþùåì èçîòîïè÷åñêîì êëàññå, íàáîð ïåðèîäè÷åñêèõ äàííûõ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ
äîïóñòèìûì íàáîðîì. Ïîñòðîåíèå ðàçîáüåì íà äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå â êàæäîì èçî-
òîïè÷åñêîì êëàññå ñòðîÿòñÿ ìîäåëüíûå äèôôåîìîðôèçìû ñ ìèíèìàëüíûì âîçìîæíûì
÷èñëîì ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò. Ïåðèîäè÷åñêèå íàáîðû òàêèõ äèôôåîìîðôèçîâ áóäåì íà-
çûâàòü ìèíèìàëüíûìè. Íà âòîðîì ýòàïå îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì ìîäèôèêàöèè êàæäîãî
ìîäåëüíîãî äèôôåîìîðôèçìà, äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèôôåîìîðôèçìà, ðåàëèçóþùåãî ïðîèç-
âîëüíûé äîïóñòèìûé ïåðèîäè÷åñêèé íàáîð â äàííîì èçîòîïè÷åñêîì êëàññå. Íèæå ïðèâî-
äèòñÿ äåòàëüíîå îïèñàíèå ïåðâîãî ýòàïà. Âòîðîé ýòàï àíàëîãè÷åí øàãó 1 äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû ðåàëèçàöèè ðàáîòû [3].

Ïðåäñòàâèì òîð T 2 êàê ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè R2 ïî ñëåäó-
þùåìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè: òî÷êè (xa, ya), (xb, yb) ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà m,n òàêèå, ÷òî xb = xa + m , yb = yb + n .
Ôàçîâûå ïîðòðåòû âñåõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà òîðå áóäåì èçîáðàæàòü íà êâàäðàòå
K = {(x, y) ∈ R2| 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} , ÿâëÿþùåìñÿ ðàçâåðòêîé òîðà T 2 .

3.1. Ðåàëèçàöèÿ ìèíèìàëüíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî íàáîðà â èçîòîïè÷åñêîì êëàñ-
ñå òîæäåñòâåííîãî äèôôåîìîðôèçìà

Äëÿ êàæäîãî n > 0 ïîëîæèì h1(n)(x, y) = (x+ 1
n
, y)(mod 1) , è îïðåäåëèì äèôôåîìîð-

ôèçì g1(n) êàê ñäâèã íà åäèíèöó âðåìåíè âäîëü òðàåêòîðèé ïîòîêà X t
1(n) , îïðåäåëåííîãî
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ñëåäóþùåé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ôàçîâûå ïîðòðåòû ïîòîêîâ X t
1(3) ,

X t
1(1) èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 1). {

ẋ = sin 2πx
n
(mod 1)

ẏ = sin 2πy
n
(mod 1)

Ñóïåðïîçèöèÿ g1(n)h1(n) ïðèíàäëåæèò êëàññó G+(T
2) è èìååò íàáîð ïåðèîäè÷åñêèõ

äàííûõ Pmin
1,1 = {(n, 0,+1), 2(n, 1,+1), (n, 2,+1)} .

3.2. Ðåàëèçàöèÿ ìèíèìàëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ íàáîðîâ â èçîòîïè÷åñêèõ êëàñ-
ñàõ, îòëè÷íûõ îò òîæäåñòâåííîãî

Ìîäåëüíûé äèôôåîìîðôèçì fi,ji , ðåàëèçóþùèé îäèí èç ìèíèìàëüíûõ äîïóñòèìûõ
íàáîðîâ Pmin

i,ji
â èçîòîïè÷åñêîì êëàññå ìàòðèöû Ai , i ∈ {2, ..., 6} , áóäåì ñòðîèòü êàê

ñóïåðïîçèöèþ fi,ji = gi,jihi , ãäå hi � ïåðèîäè÷åñêèé äèôôåîìîðôèçì, îïðåäåëÿåìûé
ôîðìóëîé hi(x, y) = Ai ∗ (x, y)T (mod 1) , à gi,ji : T

2 → T 2 � ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèô-
ôåîìîôèçì, èçîòîïíûé òîæäåñòâåííîìó, òðàåêòîðèè êîòîðîãî èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî
äèôôåîìîðôèçìà hi , i ∈ {2, ..., 5} , ji ∈ {1, ..., 9} . Âñå äèôôåîìîðôèçìû èç ìíîæåñòâà
{gi,ji} ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ñäâèã íà åäèíèöó âðåìåíè (â ïîëîæèòåëüíîì ëèáî â îòðèöà-
òåëüíîì íàïðàâëåíèè) âäîëü òðàåêòîðèé ïîòîêîâ X t

1, ..., X
t
9 , ôàçîâûå ïîðòðåòû êîòîðûõ

ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2. Ìèíèìàëüíûå íàáîðû ïåðèîäè÷åñêèõ äàííûõ â êàæäîì èçîòîïè÷å-
ñêîì êëàññå è ñîîòâåòcòâóþùèå êàæäîìó íàáîðó ïîòîêè ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1.
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Ðèñ. 2: Ôàçîâûå ïîðòðåòû ïîòîêîâ X t
1, ..., X

t
9
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Òàáëèöà 1: Ê ðåàëèçàöèè ìèíèìàëüíûõ íàáîðîâ

Ìèíèìàëüíûé äîïóñòèìûé íàáîð Âñïîìîãàòåëüíûé ïîòîê
P2,1 = {2(1, 0,+1); (1, 1,−1); (1, 2,+1); (2, 1,+1)} X t

2

P2,2 = {(1, 0,+1); (1, 1,−1); 2(1, 2,+1); (2, 1,+1)} X−t
2

P2,3 = {(1, 0,+1); 2(1, 1,−1); (1, 2,+1)} X t
1

P2,4 = {(1, 0,+1); 3(1, 1,−1); (2, 2,+1)} X t
3

P2,5 = {3(1, 1,−1); (1, 2,+1); (2, 0,+1)} X−t
3

P2,6 = {4(1, 1,−1); (2, 0,+1); (2, 2,+1)} X t
4

P2,7 = {3(1, 0,+1); (1, 2,+1); 2(2, 1,+1) X t
5

P2,8 = {(1, 0,+1); 3(1, 2,+1); 2(2, 1,+1)} X−t
5

P2,9 = {2(1, 0,+1); 2(1, 2,+1); 2(2, 1,+1)} X t
6

P3,1 = {2(1, 0,+1); (1, 2,+1); (3, 1,+1)} X t
7

P3,2 = {(1, 0,+1); 2(1, 2,+1); (3, 1,+1)} X−t
7

P4,1 = {(1, 0,+1); (1, 2,+1); (2, 1,−1)} X t
1

P4,2 = {2(1, 0,+1); (2, 2,+1); (4, 1,+1)} X t
6

P4,3 = {(2, 0,+1); 2(1, 2,+1); (4, 1,+1)} X−t
6

P4,4 = {(1, 0,+1); (1, 2,+1); (2, 2,+1); (4, 1,+1)} X−t
5

P4,5 = {(1, 0,+1); (1, 2,+1); (2, 0,+1); (4, 1,+1)} X t
5

P5,1 = {(1, 2,+1); (2, 0,+1); (3, 1,−1)}; X−t
7

P5,2 = {(1, 0,+1); (2, 2,+1); (3, 1,−1)}; X t
7

P5,3 = {(1, 2,+1); (2, 0,+1); (3, 0,+1); (6, 1,+1)} X t
8

P5,4 = {(1, 0,+1); (2, 2,+1); (3, 0,+1); (6, 1,+1)} X−t
8

P5,5 = {(1, 2,+1); (2, 0,+1); (3, 2,+1); (6, 1,+1)} X t
9

P5,6 = {(1, 0,+1); (2, 2,+1); (3, 2,+1); (6, 1,+1)} X−t
9

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóë, îïèñûâàþùèõ êàæäûé èç ïîòîêîâ X t
1, ..., X

t
9 , ìîæíî âîñïëü-

çîâàòüñÿ àëãîðèòìîì, ïðåäëîæåíûì â ðàáîòå [8], ãäå ïîëó÷åíà ïîëíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ
êëàññèôèêàöèÿ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòÿõ ïîñðåäñòâîì òðåõöâåòíûõ ãðà-
ôîâ. Èäåÿ ðåàëèçàöèè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äëÿ ëþáîãî ïîòîêà X t

j çàìûêàíèÿ âñåõ
ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ðàçáèâàþò òîð íà íåñâÿçíûå êîìïîíåíòû, íà-
çâàííûå â [1] ÿ÷åéêàìè, ñîñòîÿùèå èç áëóæäàþùèõ òðàåêòîðèé, èäóùèõ îò èñòî÷íèêà α
ê ñòîêó ω , âõîäÿùèì â ãðàíèöó ÿ÷åéêè. Êàíîíè÷åñêîé ìîäåëüþ ÿ÷åéêè ÿâëÿåòñÿ âíóò-
ðåííîñòü êâàäðàòà D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} , â êîòîðîì çàäàí ïîòîê Zt

ñèñòåìîé óðàâíåíèé ẋ = sin πx , ẏ = sin πy . Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñêîìîãî ïîòîêà X t
j ñêëåèì

íåîáõîäèìîå ÷èñëî êîïèé êâàäðàòà D ïî ñõåìå, îïðåäåëåííîé ôàçîâûì ïîðòðåòîì, â ñèëó
äèôôåîìîðôèçìà, ñîïðÿãàþùåãî îãðàíè÷åíèÿ ïîòîêà Zt íà ñîîòâåòñòâóþùóþ êîìïîíåí-
òó ãðàíèöû. Ñãëàäèâ ïîëó÷åííûé ïîòîê â òî÷êàõ ïðèìûêàíèÿ âåðøèí òðåóãîëüíèêîâ,
ïîëó÷èì ïîòîê X t

j .
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Realization of isotopic classes of gradient-like

di�eomorphisms on torus

c⃝ E. Ya. Gurevich5, D. T. Syainova6

Abstract.We specify S. Batterson's results of [7] where classes of isotopic maps on torus contained
Morse-Smale di�eomorphisms are described. Following to ideas of paper [7], we describe isotopic
classes, contained gradient-like di�eomorphisms, present all admitted types of periodic data of such
di�eomorphisms and provide an algorithm of realization of each type of periodic data.

Key Words: isotopic classi�cation, Morse-Smale dynamical system, cascades, gradient-like
di�eomorphisms.
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