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Íåëîêàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü îäíîãî âàðèàíòà ñèñòåìû

Ôðàíêëÿ

c⃝ Ò. À. Øåìÿêèíà1

Àííîòàöèÿ. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íåëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ îäíîãî âàðè-
àíòà ñèñòåìû Ôðàíêëÿ. Èññëåäîâàíèå ðàññìîòðåííîé çàäà÷è îñíîâàíî íà ìåòîäå äîïîëíè-
òåëüíîãî àðãóìåíòà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà Ôðàíêëÿ, êâàçèëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà, çàäà÷à Êîøè, ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà

1. Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó Ôðàíêëÿ â îáùåì âèäå, ïðåäñòàâèìóþ íåëèíåéíîé ñèñòåìîé äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà:{

A11
∂u(x,y)

∂y
+B11

∂u(x,y)
∂x

+ A12
∂v(x,y)

∂y
+B12

∂v(x,y)
∂x

= f1,

A21
∂u(x,y)

∂y
+B21

∂u(x,y)
∂x

+ A22
∂v(x,y)

∂y
+B22

∂v(x,y)
∂x

= f2,
(1.1)

ãäå êîýôôèöèåíòû Aij, Bij, fi(i, j = 1, 2) � íåëèíåéíûå ôóíêöèè ïåðåìåííûõ x, y, u, v .
Ñèñòåìà Ôðàíêëÿ (1.1) îòíîñèòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà: ïðè d > 0 ,

dA ̸= 0 � ãèïåðáîëè÷åñêèé ñëó÷àé; ïðè d < 0 , dA ̸= 0 � ýëëèïòè÷åñêèé ñëó÷àé, ãäå

d :=

(∣∣∣∣A11 B12

A21 B22

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣B11 A12

B21 A22

∣∣∣∣)2

− 4 ∗
∣∣∣∣A11 A12

A21 A22

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣B11 B12

B21 B22

∣∣∣∣ ; dA :=

∣∣∣∣A11 A12

A21 A22

∣∣∣∣ .
Ñèñòåìà Ôðàíêëÿ (1.1) îïèñûâàåò ðàçëè÷íûå çàäà÷è â îáëàñòè ãåîôèçèêè, ãèäðî -

ãàçîäèíàìèêè, ìåõàíèêè ãàçîâîãî ñïðàéòà, â òåîðèè ïåðåíîñà íåéòðîíîâ, â òåîðèè òåð-
ìîóïðóãîñòè è ò.ä. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñèñòåìà (1.1) îïèñûâàåò ïðîöåññû äâèæåíèÿ ãàçà ñ
äîçâóêîâûìè, ñâåðõçâóêîâûìè è òðàíñçâóêîâûìè ñêîðîñòÿìè. Ô.È. Ôðàíêëü [1] âïåðâûå
ñâÿçàë ôèçè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè èññëå-
äîâàíèÿìè óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà.

Èññëåäóåòñÿ ñèñòåìà Ôðàíêëÿ (1.1) ìåòîäîì äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà (ÌÄÀ). Äëÿ
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ñèñòåìû Ôðàíêëÿ ðàçðàáîòàí ïðèíöèïèàëüíî íîâûé ñïîñîá ïðèìåíåíèÿ
ìåòîäà äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà è íà åãî îñíîâå íàéäåíû óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ðàçðå-
øèìîñòè îòäåëüíî äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé è ãèïåðáîëè÷åñêîé îáëàñòåé, îïðåäåëåíû ãðàíèöû
èíòåðâàëà ñóùåñòâîâàíèÿ ãëàäêîãî îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ [2], [3], [4], [5].

Â ðàáîòå íàéäåíû óñëîâèÿ íåëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ îäíîãî âàðèàí-
òà ñèñòåìû Ôðàíêëÿ � ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
ïåðâîãî ïîðÿäêà (1.1).

1 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Ïîëèòåõíè÷åñêèé óíè-
âåðñèòåò, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; sh_tat@mail.ru.
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó Ôðàíêëÿ (1.1) â ñëåäóþùåì âèäå:{
∂u(x,y)

∂y
+ b11

∂u(x,y)
∂x

+ b12
∂v(x,y)

∂x
= 0,

∂v(x,y)
∂y

+ b21
∂u(x,y)

∂x
+ b22

∂v(x,y)
∂x

= 0,
(2.1)

ãäå êîýôôèöèåíòû A11 = A22 = 1, A12 = A21 = 0; B11 = B22 = b11 = b22 = α · u;
α− const; B12 = b12(x, y, u, v), B21 = b21(x, y, u, v), f1 = f2 = 0.

Ìàòðèöû èìåþò âèä:

A =

(
1 0
0 1

)
, B =

(
α · u b12
b21 α · u

)
, d = 4 · b12 · b21 > 0, dA = 1 ̸= 0.

Ñèñòåìà Ôðàíêëÿ (2.1) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Ìàòðèöà
B îáëàäàåò äâóìÿ íåçàâèñèìûìè âåùåñòâåííûìè ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè è ñîîòâåòñòâó-
þùèìè ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè:

ξ⃗1 =

(
−
√

b12
b21

1

)
, ξ⃗2 =

(√
b12
b21

1

)
; λ1,2 = α · u∓ c(v); c(v) =

√
b12b21.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1) â îáëàñòè

Ω = {(x, y) : −∞ < x <∞, 0 ≤ y ≤ Y, Y > 0}

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé:

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ (−∞,∞), (2.2)

ãäå u0(x), v0(x) � èçâåñòíûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ:

u′0(x) >
√
b12 ∗ b21 = c(v0). (2.3)

Èññëåäóåì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû Ôðàíêëÿ (2.1), (2.2) â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àå
ìåòîäîì äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà.

3. Íåëîêàëüíûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè (2.1), (2.2) òàêæå êàê â ðàáîòàõ [2], [3],
[4], [5] áóäåì ïðèìåíÿòü ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà. Ïðè ýòîì ñíà÷àëà ïðèâåäåì
èñõîäíóþ ñèñòåìó Ôðàíêëÿ (2.1) ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôîðìå, êîãäà êàæäîå óðàâíåíèå
ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûå òîëüêî îäíîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè. Ýòî îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ ââåäåíèÿ íîâûõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå íàçûâàþò èíâàðèàíòàìè Ðèìàíà:{

z1(x, y) = u(x, y)− φ(v),

z2(x, y) = u(x, y) + φ(v); φ(v) =
∫ c(v)

b21
dv =

∫ √
b12
b21
dv.

(3.1)

Â ðåçóëüòàòå àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìà óðàâíåíèé Ôðàíêëÿ (2.1) çàïè-
øåòñÿ â âèäå:
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∂z1(x, y)

∂y
+ (α · u(x, y)− c(v))

∂z1(x, y)

∂x
= 0,

∂z2(x, y)

∂y
+ (α · u(x, y) + c(v))

∂z2(x, y)

∂x
= 0.

Â ïîñëåäíåé ñèñòåìå óðàâíåíèé ñòàðûå ïåðåìåííûå u, v çàìåíèì íîâûìè - z1, z2 :{
∂z1(x,y)

∂y
+ (a · z1(x, y) + b · z2(x, y))∂z1(x,y)∂x

= 0,
∂z2(x,y)

∂y
+ (c · z1(x, y) + g · z2(x, y))∂z2(x,y)∂x

= 0.
(3.2)

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå (3.1) èìååò îáðàòíîå è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-
þòñÿ ôóíêöèè:

u(x, y) =
z1 + z2

2
, φ(v) =

z2 − z1
2

.

Òàê êàê φ′(v) > 0 , òî èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû òàêæå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ

v = φ−1(z2 − z1), c(v) = c(φ−1(z2 − z1)) = ψ(z2 − z1).

Ïóñòü, â ÷àñòíîì ñëó÷àå, èìååì ïðåäñòàâëåíèå ψ(z2 − z1) = β(z2 − z1), òîãäà ïîëó÷èì
âûðàæåíèÿ â âèäå:

λ1 = α
z1 + z2

2
− β(z2 − z1) = az1 + bz2;

λ2 = α
z1 + z2

2
+ β(z2 − z1) = bz1 + az2.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

a = (
α

2
+ β) > 0, b = (

α

2
− β) > 0,

òîãäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî äëÿ êîíñòàíò α, β :

−(
α

2
) < β < (

α

2
).

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå âàðèàíòû êîýôôèöèåíòîâ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1,2 :

1. α = 1, β =
1

4
: a =

3

4
, b =

1

4
; 2. α = 1, β =

1

6
: a =

2

3
, b =

1

3
;

3. α = 1, β =
1

10
: a =

3

5
, b =

2

5
.

Ïðîñòåéøóþ ìîäåëü íåóñòàíîâèâøåãîñÿ äâèæåíèÿ ãàçà � îäíîìåðíîãî ïëîñêîãî èçýí-
òðîïè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ãàçà [7], ìîæíî îïèñàòü ñèñòåìîé óðàâíåíèé Ôðàíêëÿ ïðè ñëåäóþ-
ùèõ çíà÷åíèÿõ:

α = 1, b12 =
c2(v)

v
; c2(v) = vγ−1, c(v) = v

γ−1
2 ,

φ(v) =
2

γ − 1
c(v); c(v) =

(γ − 1)(z2 − z1)

4
;

òîãäà èìååì:
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λ1 = z1(
1

2
+
γ − 1

4
) + z2(

1

2
− γ − 1

4
) = az1 + bz2;

λ2 = z1(
1

2
− γ − 1

4
) + z2(

1

2
+
γ − 1

4
) = az1 + bz2;

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ãàç îïèñûâàåòñÿ âåëè÷èíàìè:
u � ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ãàçà;
v � ïëîòíîñòü ãàçà ò.å. ìàññà, ñîäåðæàùàÿñÿ â åäèíèöå îáúåìà;
c(v) � èçîòåðìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü çâóêà;
γ = cP

cV
� ïîêàçàòåëü àäèàáàòû, ò.å. îòíîøåíèå óäåëüíûõ òåïëîåìêîñòåé ïðè ïîñòîÿííîì

îáúåìå è äàâëåíèè ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ γ ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå âàðèàíòû êîýôôèöèåíòîâ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1,2 :

1. γ = 2 : a =
3

4
, b =

1

4
; 2. γ =

5

3
: a =

2

3
, b =

1

3
; 3. γ =

7

5
: a =

3

5
, b =

2

5
,

ãäå ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

a = (
1

2
+
γ − 1

4
) > 0, b = (

1

2
− γ − 1

4
) > 0, γ ̸= 1.

Îïðåäåëèì óñëîâèÿ äëÿ íà÷àëüíûõ ôóíêöèé z10, z20 ÷åðåç êîýôôèöèåíòû èñõîäíîé
ñèñòåìû Ôðàíêëÿ (2.1) è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (2.2):

z′10(x, y) = u′0(x, y)− c(v0) > 0, z′20(x, y) = u′0(x, y) + c(v0) > 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.2) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:{
∂z1(x,y)

∂y
+ (a · z1 + b · z2)∂z1(x,y)∂x

= 0,
∂z2(x,y)

∂y
+ (b · z1 + a · z2)∂z2(x,y)∂x

= 0,
(3.3)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè íà íåèçâåñòíûå ôóíêöèè:

z1(x, 0) = z10(x), z2(x, 0) = z20(x), x ∈ (−∞,∞), (3.4)

ãäå (x, y) ∈ Ω := (−∞,∞)× [0, Y ] ;
a, b, c, g, Y, z′10, z

′
20 � èçâåñòíûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.

Çàäà÷à (3.3), (3.4) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôîðìîé äëÿ îäíîãî âàðèàíòà ñèñòåìû
Ôðàíêëÿ (2.1). Äëÿ áîëåå îáùåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôîðìû (3.2) ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1)
â ðàáîòå [6] ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íåëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ýòè óñëîâèÿ ñôîðìóëèðîâàíû â âèäå
òåîðåìû:

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü ôóíêöèè z10, z20 ∈ C̄2(R1) è âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1. a > 0, b > 0, c > 0, g > 0,
2. z′10 > 0, z′20 > 0.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî Y > 0 çàäà÷à Êîøè (3.2), (3.4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
z1(x, y) ∈ C̄2,1,2(R1 × [0, Y ]), z2(x, y) ∈ C̄2,1,2(R1 × [0, Y ]).
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè îäíîãî âàðèàíòà ñèñòå-
ìû Ôðàíêëÿ (2.1), (2.2) ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôîðìîé âèäà (3.3) íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü
âûïîëíåíèÿ åùå óñëîâèÿ (2.3).

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà ðàáîòå â [6] ïîçâîëèë íå
òîëüêî îïðåäåëèòü óñëîâèÿ íåëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçíûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè íàïðàâëåíèÿìè ãèïåðáîëè÷å-
ñêîãî òèïà, íàéòè ãëîáàëüíûå îöåíêè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.2), (3.4), íî è ýôôåêòèâíî
íàõîäèòü ÷èñëåííîå ðåøåíèå â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ.
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Nonlocal solvability of one embodiment of the Frankl

system

c⃝ Ò. À. Shemyakina2

Abstract. Conditions of a nonlocal resolvability of the Cauchy problem for a Frankl system are
received. The investigation of the considered problem is based on the method of an additional
argument.

Key Words: the Frankl system, the quasilinear �rst order partial di�erential equations, Cauchy
problem, the method of an additional argument
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