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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòàáèëèçàöèè ñèñòåì, ìîäåëèðóåìûõ
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà
ïîñòðîåíèè âåêòîð-ôóíêöèé Ëÿïóíîâà è ñèñòåì ñðàâíåíèÿ è ïðèìåíåíèè ìåòîäà ïðåäåëüíûõ
óðàâíåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ,
ñòàáèëèçàöèÿ, âåêòîð-ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà

1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû, ìîäåëèðóåìûå ñèñòåìîé
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

ẋ = X(t, x, u) (1.1)

ãäå x = (x1, x2, ..., xn)
′ ∈ Rn � âåêòîð n -ìåðíîãî ëèíåéíîãî äåéñòâèòåëüíîãî

ïðîñòðàíñòâà Rn , îïèñûâàþùèé äâèæåíèå ñèñòåìû, u = (u1, u2, ..., um)
′ �

âåêòîð óïðàâëåíèÿ, ñîçäàâàåìîãî ïðèâîäàìè èëè èíûìè âîçäåéñòâèÿìè, u ∈
Rm � m -ìåðíîìó ëèíåéíîìó äåéñòâèòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâóRm .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçëè÷íûìè êîíñòðóêöèîííûìè íàçíà÷åíèÿìè èññëå-
äóåìûõ îáúåêòîâ ìîãóò áûòü ïîñòàâëåíû ðàçëè÷íûå çàäà÷è ïî îòíîøåíèþ
ê óïðàâëÿåìîé ñèñòåìå (1.1). Äëÿ ñîâðåìåííûõ ìàíèïóëÿöèîííûõ ðîáîòîâ
àêòóàëüíîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàäà÷à êîíñòðóèðîâàíèÿ óíèâåðñàëüíîé ìîäåëè
óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùåé ðåàëèçàöèþ öåëîãî ñïåêòðà ïðîãðàììíûõ åãî
äâèæåíèé ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè, íà îñíîâå ñòðóêòóðû îáðàòíîé ñâÿçè â
âèäå èçìåðèòåëüíîé è èíôîðìàöèîííîé ïîäñèñòåì, îïðåäåëÿþùèõ òåêóùåå
ñîñòîÿíèå ñèñòåìû è çàäàþùèõ íåîáõîäèìîå óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå [1],
[2].

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè è òåîðèè óïðàâëåíèÿ, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàð-
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê; AndreevAS@ulsu.ru.

2 Ïðîôåññîð êàôåäðû èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè è òåîðèè óïðàâëåíèÿ, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåí-
íûé óíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê; peregudovaoa@sv.ulsu.ru.
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Îäíà èç ïîñòàíîâîê òàêîé çàäà÷è ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè äëÿ ïðîãðàììíîãî
çàêîíà äâèæåíèÿ x = x(t) ñèñòåìû (1.1) óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè u = u(t, x) ,
îáåñïå÷èâàþùåé ñòàáèëèçàöèþ ýòîãî äâèæåíèÿ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîäõîäàìè òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ýòè çàäà÷è ìàòåìàòè÷å-
ñêè óäîáíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü X(t, 0, 0) = 0 , X � âåêòîð-ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ è íåïðåðûâíàÿ â
îáëàñòè R+×Ã×Rm , R+ = [0,+∞), Ã = {x ∈ Rn : ∥x∥ < H, H = const > 0

èëè H = +∞} (âûøå, çäåñü è äàëåå ()
′
� îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ, ∥x∥ =

(x21 + ...+ x2n)
1
2 , ∥u∥ = (u21 + ...+ u2m)

1
2 .

Ñèñòåìà (1.1) ïðè u = 0 èìååò ðåøåíèå x = 0 , êîòîðîå ïðèíèìàåòñÿ çà
íåâîçìóùåííîå äâèæåíèå. Çàäà÷à î ñòàáèëèçàöèè ýòîãî äâèæåíèÿ ñîñòîèò â
ñèíòåçå óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ u , à èìåííî, â ïîñòðîåíèè u íà îñíîâå
ìãíîâåííîé îáðàòíîé ñâÿçè â âèäå çàâèñèìîñòè u = u(t, x) , èç íåêîòîðîãî
êëàññà óïðàâëåíèé U = {u : R+ × Ã → Rm, u(t, 0) ≡ 0} , ïðè êîòîðîì
äâèæåíèå x = 0 ñèñòåìû (1.1) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.

Áîëåå òî÷íûì è óäîáíûì äëÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå îïðå-
äåëåíèå.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèåu = u0(t, x) ,
u0(t, 0) ≡ 0 , ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçèðóþùèì, åñëè íóëåâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâå-
ñèÿ ñèñòåìû

ẋ = X0(t, x), X0(t, x) = X(t, x, u0(t, x)) (1.2)

ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ñ íåêîòîðîé îáëàñòüþ
ðàâíîìåðíîãî ïðèòÿæåíèÿ Ã0 = {x ∈ Rn : ∥x∥ ≤ H0 < H} .

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Èññëåäóåì çàäà÷ó î ñòàáèëèçàöèè â êëàññå óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé U =
{u : R+ × Ã→ Rm} êóñî÷íî-íåïðåðûâíîãî äåéñòâèÿ.

Äëÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîãî óïðàâëåíèÿ u = u0(t, x) ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíå-
íèÿ (1.2), â îáùåì ñëó÷àå, ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé. Èññëåäîâàíèå òàêîãî óðàâ-
íåíèÿ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ, è, ñîîòâåòñòâåííî,
êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ òàêèõ óðàâíåíèé ÿâëÿëàñü ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ ìíîãî-
÷èñëåííûõ ðàáîò [4]�[7], â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ïîäûòîæåííûõ â ìîíîãðà-
ôèè [8].

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ u = u0(t, x) ïðàâàÿ
÷àñòü (1.2) X = X0(t, x) ïðè êàæäîì t ∈ R+ ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé,
M ⊂ Ã � ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ýòîé ôóíêöèè.
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Äëÿ êàæäîé òî÷êè R+ × Ã îïðåäåëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ F (t, x) ,
êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ X0(t, x) äëÿ êàæäîé òî÷êè èç R+ × (Ã\M) , è òåì èëè
èíûì îáðàçîì äîîïðåäåëÿåòñÿ äëÿ êàæäîé òî÷êè èç R+ ×M .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. [8] Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.2) ñ ðàçðûâíîé
ïðàâîé ÷àñòüþ íàçûâàåòñÿ ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

ẋ ∈ F (t, x) (2.1)

â âèäå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè x(t) , îïðåäåëåííîé íà íåêîòîðîì
îòðåçêå (α, β) , äëÿ êîòîðîé ïî÷òè âñþäó äëÿ t ∈ [α1, β1] ⊂ (α, β) âûïîëíåíî
âêëþ÷åíèå ẋ(t) ∈ F (t, x(t)) .

Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñïîñîá äîîïðåäåëåíèÿ ôóíêöèèX0(t, x) , ïðè êîòîðîì
âêëþ÷åíèå (2.1) ïðèãîäíî äëÿ ïðèáëèæåííîãî îïèñàíèÿ ñèñòåìû (1.2).

Íàèáîëåå àäåêâàòíûì äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå äîîïðåäåëåíèå.

Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèÿ X = X(t, x, u1, ..., ur) íåïðåðûâíà, à êàæäàÿ èç
ôóíêöèé u0j(t, x) ðàçðûâíà íà ïîâåðõíîñòè Mj = {(t, x) ∈ R× Ã : Ψj(t, x) =
0 (j = 1, ...,m)} , F (t, x) åñòü íàèìåíüøåå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæà-
ùåå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè F1(t, x) = X0(t, x, u01(t, x), ..., u

0
m(t, x)) .

Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ïî èññëåäîâàíèþ çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè äëÿ
ñèñòåìû (1.2) áóäåì èñïîëüçîâàòü óêàçàííîå äîîïðåäåëåíèå, àâòîìàòè÷åñêè
ïåðåíîñÿ âûâîäû îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ (2.1) íà ñèñòåìó (1.2).

3. Ðåøåíèå çàäà÷è

Â ñèëó óñëîâèÿ X0(t, 0, 0) ≡ 0 âêëþ÷åíèå (2.1) èìååò íóëåâîå ðåøåíèå,
êîòîðîå áóäåì ïîëàãàòü åäèíñòâåííûì. Ïðèìåì, ÷òî ïåðâàÿ ÷àñòü (1.1), à ñ
íåé (1.2) è (2.1) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.1. Äëÿ êàæäîãî u0 ∈ U è êàæäîãî H0 , 0 <
H0 < H , ñóùåñòâóåò m(H0) , m = const > 0 , òàêîå, ÷òî

||X0(t, x)|| ≤ m (3.1)

Ïðè ýòîì ïðåäïîëîæåíèè ñîãëàñíî [8] èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïðè óñëîâèè (3.1) âêëþ÷åíèå (2.1) èìååò ñâîéñòâà:
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1. Äëÿ êàæäîé òî÷êè (t0, x0) ∈ R+×Ã ñóùåñòâóåò åãî ðåøåíèå x = x(t) ,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ x(t0) = x0 , ïðîäîëæèìîå äëÿ t0 ≤ t ≤ β ,
ïðè ýòîì åñëè β < +∞ , òîãäà ∥x(t)∥ → H ïðè t→ β ;

2. Ðåøåíèÿ x = x(t) îãðàíè÷åííûå ïðè t ≤ t0 îáëàñòüþ Ã1 = {x : ∥x∥ ≤
H1, 0 < H1 < H} , ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíû;

3. Ïðåäåë ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì.

Âàæíûì ñâîéñòâîì ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèé îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ïðàâîé ÷àñòè.

Â ïðåäïîëîæåíèè åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ x = 0 âêëþ÷åíèÿ (2.1), èç
òåîðåìû 3.1. èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ïðè óñëîâèè ∥X(t, x, u)∥ ≤ m(H1) ðåøåíèå x = 0 ñèñòåìû (1.2) íåïðå-
ðûâíî çàâèñèò îò (t0, x0) ∈ R+ ×{∥x∥ ≤ δ} è u ∈ {u ∈ U :

∥∥u− u0
∥∥ ≤ δ} íà

îòðåçêå [t0, β], β > t0 .
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé (1.2) ïðè t → +∞

ïðèìåì òàêæå, ÷òî ñèñòåìà (1.2) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.2. Äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ Ã\M ïðàâàÿ
÷àñòü (1.2) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà âèäà: ñóùåñòâóåò ïîñòîÿí-
íàÿ L = L(K) òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ (t, x1), (t, x2) ∈ K∥∥X0(t, x2)−X0(t, x1)

∥∥ ≤ ∥x2 − x1∥ . (3.2)

Ïðè ýòîì ïðåäïîëîæåíèè ðåøåíèå x = x(t) (x(t0) = x0 , x0 ∈ Ã\M )
âêëþ÷åíèÿ (2.1) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì äëÿ âñåõ t ∈ [t0, β] ïðè íåêîòîðîì
β ≥ t0 .

Äëÿ çàäà÷ ìåõàíèêè ïðèíÿòî ïîëàãàòü, ÷òî ðåøåíèå (1.2) (è çíà÷èò (2.1))
äëÿ êàæäîé òî÷êè (t0, x0) ∈ R+ × Ã ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì [9]. Äàëåå ýòî
ïðåäïîëîæåíèå áóäåì ñ÷èòàòü ïðèíÿòûì.

Â ñëó÷àå, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (1.2) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, óñëîâèå
(3.2) îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ïîñòðîåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé äèíàìèêè ñè-
ñòåìû (1.2) ñ öåëüþ âûÿâëåíèÿ ñëåäóþùèõ ïðåäåëüíûõ ïðè t→ +∞ ñâîéñòâ
åå ðåøåíèÿ [10], [11].

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Òî÷êà p ∈ D0 íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷-
êîé ðåøåíèÿ x = x(t) , x(t0) = x0 , óðàâíåíèÿ (1.2), îïðåäåëåííîãî äëÿ
âñåõ t ≤ t0 , åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tk → +∞ , òàêàÿ, ÷òî
x(tk) → p ïðè k → ∞ .
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Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ òî÷åê p , îïðåäåëÿåìûõ â çàâèñèìîñòè îò âû-
áîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé tk → +∞ , îáðàçóåò ïîëîæèòåëüíîå ïðåäåëüíîå
ìíîæåñòâî ω+(x(t)) .

Î÷åâèäíî, ÷òî x(t) → ω+(x(t)) ∩ ∂D0 ïðè t → +∞ . Åñëè æå ðåøåíèå
x = x(t) , x(t0) = x0 , îãðàíè÷åíî íåêîòîðûì êîìïàêòîì K ⊂ D0 , òî ω

+(x(t))
ñâÿçíî, êîìïàêòíî è îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì, êîòîðîå, ïî àíàëîãèè
ñî ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè äëÿ àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ [10], íàçûâàåòñÿ
ñâîéñòâîì êâàçèèíâàðèàíòíîñòè [12], [13].

Ïóñòü G0 = {g ∈ Φ} åñòü ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ ôóíêöèé äëÿ ïðàâîé ÷à-
ñòè óðàâíåíèÿ (1.2), îïðåäåëÿåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè tk → +∞ è òàêèì
îáðàçîì

g(t, x) =
d

dt
lim
tk→∞

∫ t

0

X0(tk + τ, x)dτ.

Ââåäåì ñåìåéñòâî ïðåäåëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = X∗(t, x), X∗ ∈ G0 (3.3)

Ò å î ð å ì à 3.2. [13] Ïóñòü x = x(t) , x(t0) = x0 åñòü ðåøåíèå
íåïðåðûâíîé ñèñòåìû (1.2), îïðåäåëåííîå è îãðàíè÷åííîå êîìïàêòîì K ⊂
D0 ïðè âñåõ t ≥ t0 . Òîãäà äëÿ êàæäîé ïðåäåëüíîé òî÷êè p ∈ ω+(x(t)) ñóùå-
ñòâóåò íåêîòîðàÿ ïðåäåëüíàÿ ñèñòåìà (3.3) ñ ðåøåíèåì x∗(t) , x∗(0) = p ,
òàêèì, ÷òî {x∗(t), t ∈ R} ⊂ ω+(x(t)) äëÿ âñåõ t ∈ R .

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ëîêàëèçàöèè ïîëîæèòåëüíîãî ïðåäåëüíîãî ìíîæå-
ñòâà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.2) ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ íà îñíîâå ïðèâåäåíèÿ
ýòîãî óðàâíåíèÿ ê âêëþ÷åíèþ (2.1).

Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî â ïðåäñòàâèìîñòè îáëàñòè Ã = Ã1 ∪
Ã2 ∪ ... ∪ Ãl ∪M ãðàíèöà M íå çàâèñèò îò t ∈ R .

Äîïóñòèì, ÷òî â êàæäîé îáëàñòè Ãj (j = 1, l) , ïðàâàÿ ÷àñòü (1.2) óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ âèäà (3.2). Ïîñòðîèì äëÿ êàæäîé îáëàñòè Ãj (j = 1, l) ,
ñîâîêóïíîñòü ïðåäåëüíûõ óðàâíåíèé (3.3) è îïðåäåëèì îáùóþ ñîâîêóïíîñòü
ïðåäåëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îáëàñòè Ã0 = Ã1 ∪ Ã2 ∪ ... ∪ Ãl ñîãëàñíî ñëåäóþ-
ùåìó îïðåäåëåíèþ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.2. Óðàâíåíèå (3.3), îïðåäåëåííîå â îáëàñòè
Ã0 = Ã1 ∪ Ã2 ∪ ... ∪ Ãl íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì ê (1.2) äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè tk → +∞ , åñëè îíî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåëüíîå ê (1.2) äëÿ ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â êàæäîé îáëàñòè Ãj (j = 1, l) .
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Ïóñòü êàêîå-ëèáî óðàâíåíèå (3.3) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ (1.2) â Ã0 .
Äîîïðåäåëèì åãî äî ïðåäåëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

ẋ ∈ F ∗(t, x) (3.4)

Ïðè ýòîì âêëþ÷èì â F ∗(t, x) çíà÷åíèÿ F (tk+ t, x) , ïîëó÷åííûå ïðåäåëüíûì
ïåðåõîäîì ïðè t→ +∞ .

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 3.3. [14] Ïóñòü íåêîòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) x =
x(t) , x(t0) = x0 , îïðåäåëåíî è îãðàíè÷åíî êîìïàêòîì K ⊂ D ïðè âñåõ
t ≥ t0 , íåêîòîðîå ïðåäåëüíîå ê (2.1) óðàâíåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ tk → +∞ . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü tk → +∞ ,
òàêàÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé xj(t) = x(tj + t) ñõîäèòñÿ ïðè
t → +∞ ê íåêîòîðîìó ðåøåíèþ x = x∗(t) óðàâíåíèÿ ẋ = F ∗(t, x) , ïðè
ýòîì ñõîäèìîñòü ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé ïî t ∈ [a, b] ⊂ R .

Èç òåîðåìû 3.1. èìååì ñëåäóþùóþ òåîðåìó î êâàçèèíâàðèàíòíîñòè ïîëî-
æèòåëüíîãî ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé
÷àñòüþ [14].

Ò å î ð å ì à 3.4. [14] Ïóñòü x = x(t) , x(t0) = x0 , åñòü íåêîòîðîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1), îïðåäåëåííîå è îãðàíè÷åííîå êîìïàêòîì K ⊂ Γ
ïðè âñåõ t ≥ t0 . Òîãäà äëÿ êàæäîé ïðåäåëüíîé òî÷êè p ∈ ω+(x(t)) ýòîãî
ðåøåíèÿ ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ïðåäåëüíîå óðàâíåíèå ẋ ∈ F ∗(t, x) è íåêî-
òîðîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ x = x∗(t) , x∗(0) = p , îïðåäåëåííîå ïðè âñåõ
t ∈ R , òàêîå, ÷òî {x∗(t), t ∈ R} ⊂ ω+(x(t)) äëÿ âñåõ t ∈ R .

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü òàêæå ðàçâèòû íà ñëó÷àé çàâèñèìî-
ñòè ãðàíè÷íîãî ìíîæåñòâà îò âðåìåíè, ò.å. êîãäà M = M(t) . Â ýòîì ñëó-
÷àå ïîñòðîåíèå ïðîâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èç êàæäîé ïîäîáëàñòè Γj(t)
(j = 1, l) âûäåëÿþò åå ÷àñòü Γj , òàê, ÷òî Γ̄j ⊂ Γj(t) äëÿ âñåõ t ∈ R . Â îá-
ëàñòè Γ0 = Γ1 ∪ Γ2 ∪ ... ∪ Γl ñòðîèòñÿ ñîâîêóïíîñòü ïðåäåëüíûõ óðàâíåíèé
{ẋ = X∗(t, x)} . Äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè tk → +∞ , êîòîðîé îïðå-
äåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäåëüíîå óðàâíåíèå ẋ = X∗(t, x) , íàõîäèòñÿ
îáëàñòü Γ+

j = {x ∈ Rn : ∃Γ(tk + t), xk → x, k → +∞} , M ∗
j = {x ∈ Rn :

∃Γ(tk + t), xk → x, k → +∞} ïðè ýòîì ïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî M ∗(t)
èìååò ìåðó, ðàâíóþ íóëþ. Äàëåå, êàæäîå ïðåäåëüíîå óðàâíåíèå ñ îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ äîîïðåäåëÿåòñÿ äî Γ∗(t) = Γ∗

1(t) ∪ Γ∗
2(t) ∪ ... ∪ Γ∗

l (t) ∪M ∗(t)
Áîëåå ïðîñòî ýòî ïîñòðîåíèå ïðîâîäèòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ãðàíèöà M îáëà-

ñòåé Γj(t) çàäàåòñÿ â âèäå ðàâåíñòâ ψj(t, x) = 0, j = 1, k , ïðè ýòîì ôóíê-
öèè ψj(t, x) ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûìè ïî (t, x) .
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Òîãäà ãðàíèöà M ∗ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ðàâåíñòâàìè ψ∗
j
(t, x) = 0 , ãäå ψ∗

j

åñòü ôóíêöèè, ïðåäåëüíûå ê ψj(t, x) â ñìûñëå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.
Îñíîâíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷ îá óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçàöèè íåëè-

íåéíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ìåòîä Ëÿïóíîâà [9], [10], à åãî ñîñòàâíîé
÷àñòüþ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä âåêòîðíîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà [15], [16].

Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ âåêòîð-ôóíêöèþ V (t, x) =
(V 1(t, x), ..., V k(t, x))′, V : R+ × DH → Rk . Îïðåäåëèì äëÿ íåå âåðõíþþ
ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè â ñèëó ñèñòåìû (2.1)

V̇ ∗ = (
dV

dt
)∗ = (

dV ∗
1

dt
, ...,

dV ∗
k

dt
)′ (3.5)

ãäå dV ∗
i

dt = supy∈F (t,x)(
∂V ∗

i

∂t + Σn
j=1

∂V ∗
i

∂xj
yj), i = 1, 2, ..., k

Äîïóñòèì, ÷òî ýòà ïðîèçâîäíàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

V̇ ∗(t, x) ≤ Y (t, V (t, x)), ∀(t, x) ∈ R+×
ãäå Y : R+ × Rk → Rk åñòü íåïðåðûâíàÿ êâàçèìîíîòîííàÿ âåêòîð-
ôóíêöèÿ: êàæäàÿ èç ôóíêöèé Yj(t, y) íå óáûâàåò ïî ïåðåìåííûì
y1, y2, ..., yi−1, yi+1, ..., yll , ò. ê. èç óñëîâèé

y11 ≤ y21, ..., y
1
i−1 ≤ y2i , y

1
i+1 ≤ y2i+1, ..., y

1
k ≤ y2k

ñëåäóåò, ÷òî Yj(t, y
2) ≤ Yj(t, y

1) .
Ïóñòü K1 � êëàññ âåêòîðíûõ ôóíêöèé V = (V 1, V 2, ..., V k)′, V : Γ → Rk

îãðàíè÷åííûõ, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ íà êàæäîì ìíîæåñòâå R ×K , ãäå
K ⊂ D � êîìïàêò. Ïóñòü òàêæå K2 è K3 � àíàëîãè÷íûå êëàññû âåêòîðíûõ
ôóíêöèé è W : R+×Γ×Rk → Rk , îãðàíè÷åííûõ è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ
ïî (t, y) ∈ R×K2 è (t, x, y) ∈ R×K1×K2 äëÿ ëþáûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ
K1 ⊂ Γ è K2 ⊂ Rk .

Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè V ∈ K1 ñåìåéñòâî ñäâèãîâ

{Vτ(t, x) = V (t+ τ, x), τ ∈ R+}
áóäåò ïðåäêîìïàêòíî â íåêîòîðîì ôóíêöèîíàëüíîì ìåòðèçóåìîì ïðîñòðàí-
ñòâå FV íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé V :→ Rk ñ îòêðûòî-êîìïàêòíîé òîïîëîãè-
åé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè tl → +∞ íàéäóòñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü tlj → +∞ è ôóíêöèÿ V ∗ ∈ FV , òàêèå, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ñäâèãîâ {Vj(t, x) = V (tlj + t, x)} áóäåò ñõîäèòüñÿ ê ïðåäåëüíîé
ôóíêöèè V ∗(t, x) â ïðîñòðàíñòâå , à èìåííî: ñõîäèìîñòü áóäåò ðàâíîìåðíîé
ïî (t, x) ∈ [−β, β] × K äëÿ êàæäîãî ÷èñëà β > 0 è êàæäîãî êîìïàêòíîãî
ìíîæåñòâà K ⊂ Γ . Òåì ñàìûì, äëÿ ôóíêöèè V ìîæíî îïðåäåëèòü ñåìåéñòâî
ïðåäåëüíûõ ôóíêöèé {V ∗} .
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Àíàëîãè÷íî, äëÿ ôóíêöèé Y ∈ K2 è W ∈ K3 ìîæíî ïîñòðîèòü ñîîòâåò-
ñòâåííî ñåìåéñòâà {Y ∗} è {W ∗} ïðåäåëüíûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V ∈ K1 , ïðî-
èçâîäíàÿ êîòîðîé â ñèëó âêëþ÷åíèÿ (2.1) ïðåäñòàâèìà â âèäå

V̇ ∗(t, x) = Y (t, V (t, x)) +W (t, x, V (t, x)) (3.6)

Y (t, 0) ≡ 0, W (t, 0, V (t, 0)) ≡ 0

ãäå ôóíêöèÿ Y = Y (t, y) ïðèíàäëåæèò êëàññó K2 , Y ∈ K2 , è ÿâëÿåòñÿ
êâàçèìîíîòîííîé è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ïî y ∈ Rk , ∂Y

∂y ∈ K2

ôóíêöèÿ W = W (t, x, y) ïðèíàäëåæèò êëàññó K3,W ∈ K3 , è èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî W (t, x, y) ≤ 0 äëÿ ëþáûõ (t, x, y) ∈ R×D × Rk .

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (3.6) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ V (t, x) ÿâëÿåòñÿ âåêòîð-
ôóíêöèåé ñðàâíåíèÿ, à ñèñòåìà

ẏ(t, x) = Y (t, y) (3.7)

� ñèñòåìîé ñðàâíåíèÿ.
Åñëè V = V (t, x) åñòü ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (3.6), ïðè

ýòîì V (t0, x0) = V0 , à y = y(t, t0, V0) åñòü ðåøåíèå (3.7), îïðåäåëåííîå íà
èíòåðâàëå [t0, t0 + β), β > 0 , òî äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t0 + β) íà ðåøåíèè x =
x(t), (x(t0) = x0), âêëþ÷åíèÿ (2.1) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

V (t, x(t)) ≤ y(t, t0, V0).

Èç óñëîâèÿ Y ∈ K2 ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà (3.7) ïðåäêîìïàêòíà è äëÿ íåå
ìîæíî îïðåäåëèòü ñåìåéñòâî ïðåäåëüíûõ ñèñòåì ñðàâíåíèÿ

ẏ = Y ∗(t, y), Y ∗ ∈ Fy (3.8)

Èç óñëîâèé îòíîñèòåëüíî ïðàâîé ÷àñòè Y = Y (t, y) ñèñòåìû (3.8) ñëåäóåò,
÷òî ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû y = y(t, t0, y0) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî
(t0, y0) ∈ R+×Rk . Èç ñâîéñòâà íåóáûâàíèÿ çàâèñèìîñòè y = y(t, t0, y0) ïî y0
ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà

Φ(t, t0, y0) =
∂y(t, t0, y0)

∂y0
ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé, íîðìèðîâàííîé, Φ(t, t0,y0) = I ( I ∈ Rn×n �

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà) ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû â
âàðèàöèÿõ

ż = H(t, t0,y0)z,H =
∂Y (t, y)

∂y

∣∣∣∣
y=y(t,t0,y0)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ∈ Rk ñóùåñòâóþò ÷èñëà
M(K) è α(K) > 0 , òàêèå, ÷òî ìàòðèöà Φ äëÿ ëþáûõ (t, t0, y0) ∈ R+×R+×K
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

∥Φ(t, t0, y0)∥ ≤M(K), detΦ(t, t0, y0) ≥ α(K) (3.9)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ëîêàëèçàöèè ïîëîæèòåëüíîãî ïðåäåëü-
íîãî ìíîæåñòâà ω+(x(t)) ðåøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ (2.1).

Ò å î ð å ì à 3.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:

1. ñóùåñòâóåò âåêòîð-ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà V = V (t, x), V ∈ K1 , óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ äèôôåðåíöèàëüíîìó ðàâåíñòâó (3.6);

2. ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ (3.7) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (3.9);

3. ðåøåíèå x(t), x(t0) = x0 âêëþ÷åíèÿ (2.1) îãðàíè÷åíî íåêîòîðûì êîì-
ïàêòîì K ⊂ Γ äëÿ âñåõ t ≥ t0 ;

4. ðåøåíèå y(t) = y(t, t0, y0) ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ (3.7), ãäå V0 = V (t0, x0) ,
îãðàíè÷åíî ïðè âñåõ t ≥ t0 .

Òîãäà äëÿ ëþáîé ïðåäåëüíîé òî÷êè p ∈ ω+(x(t)) íàéä¼òñÿ íàáîð ïðåäåëü-
íûõ ôóíêöèé (F ∗, V ∗, Y ∗,W ∗) , òàêîé, ÷òî ðåøåíèå x = x∗(t) ïðåäåëüíîãî
âêëþ÷åíèÿ (3.4) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x∗(0) = p óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíî-
øåíèÿì

x∗(t) ∈ ω+(x(t)), x∗(t) ∈ {V ∗(t, x) = y∗(t)} ∩ {W ∗(t, x, y∗(t)) = 0}

äëÿ âñåõ t ∈ R , ãäå y∗(t) åñòü ðåøåíèå ïðåäåëüíîé ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ (3.4)
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y∗(0) = V ∗(0, p) .

Òåîðåìà 3.5. ïîçâîëÿåò âûâåñòè íîâûå ôîðìû î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ u = u0(t, x) . Èç ðàâíîìåðíîé
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñëåäóåò âàæíîå ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè ïðè
ïîñòîÿííî äåéñòâóþùèõ âîçìóùåíèÿõ, à èç ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ äâèæå-
íèé ìîæíî ñóäèòü î ãëîáàëüíîì ïîâåäåíèè äâèæåíèé, ÷òî î÷åíü âàæíî äëÿ
óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ôàçîâûìè êîîðäèíàòàìè.

Ò å î ð å ì à 3.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò âåêòîð-ôóíêöèÿ
Ëÿïóíîâà V = V (t, x), V ∈ K1 , òàêàÿ, ÷òî:

1. ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ V (t, x) , îïðåäåëÿåìàÿ â âèäå

V̄ (t, x) =
k∑

i=1

V i(t, x) ∧ V̄ (t, x) = maxV i(t, x)
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ÿâëÿåòñÿ îïðåäåë¼ííî-ïîëîæèòåëüíîé;

1. íóëåâîå ðåøåíèå y = 0 ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ (3.7) ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî;

2. äëÿ ëþáîé ïðåäåëüíîé ñîâîêóïíîñòè (F ∗, V ∗, Y ∗,W ∗) è êàæäîãî îãðà-
íè÷åííîãî ðåøåíèÿ y = y∗(t) ̸= 0 ï ðåäåëüíîé ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ (3.8)
ìíîæåñòâî {V ∗(t, x) = y∗(t)} ∩ {W ∗(t, x, y∗(t)) = 0} íå ñîäåðæèò ðå-
øåíèé ïðåäåëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (3.4).

Òîãäà óïðàâëåíèå u = u0(t, x) ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçèðóþùèì äëÿ ñèñòåìû
(1.1).

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ çíàêîïîñòîÿííûõ âåêòîð-ôóíêöèé Ëÿïóíîâà â ïîñòàâëåí-
íîé çàäà÷å ñòàáèëèçàöèè ââåä¼ì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ èç [13].

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.3. Íóëåâîå ðåøåíèå x = 0 óñòîé÷èâî îòíî-
ñèòåëüíî ìíîæåñòâà {V̄ ∗(t, x) = 0} è âûáðàííîé ïðåäåëüíîé ñîâîêóïíîñòè
(F ∗, V ∗, Y ∗,W ∗) , åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 íàéä¼òñÿ δ = δ(ε) > 0 ,
òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x = x∗(t) ñèñòåìû (3.7), òàêîãî, ÷òî

x∗(0) = x0, x0 ∈ {∥x∥ < δ} ∩ {W ∗(0, x, 0) = 0}
äëÿ âñåõ t ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ∥x∗(t, x0)∥ < ε .

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.4. Íóëåâîå ðåøåíèå x = 0 àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà {V̄ ∗(t, x) = 0} è âûáðàííîé ïðåäåëü-
íîé ñîâîêóïíîñòè (F ∗, V ∗, Y ∗,W ∗) , åñëè îíî óñòîé÷èâî, à òàêæå ñóùå-
ñòâóåò ÷èñëî ∆ > 0 è äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ T = T (ε) > 0 , òàêèå,
÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x = x∗(t) ñèñòåìû (3.7), òàêîãî, ÷òî

x∗(0) = x0, x0 ∈ {∥x∥ < δ} ∩ {W ∗(0, x, 0) = 0}
äëÿ âñåõ t ≥ T âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ∥x∗(t)∥ < ε .

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.5. Íóëåâîå ðåøåíèå x = 0 ðàâíîìåðíî óñòîé-
÷èâî îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà {V̄ ∗(t, x) = 0} è ñåìåéñòâà ïðåäåëüíûõ
ñîâîêóïíîñòåé {(F ∗, V ∗, Y ∗,W ∗)} , åñëè ÷èñëî δ = δ(ε) > 0 â îïðåäåëåíèè
3.3. íå çàâèñèò îò âûáîðà (F ∗, V ∗, Y ∗,W ∗) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.6. Íóëåâîå ðåøåíèå x = 0 ðàâíîìåðíî àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà {V̄ ∗(t, x) = 0} è ñåìåé-
ñòâà ïðåäåëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé {(F ∗, V ∗, Y ∗,W ∗)} , åñëè ÷èñëà ∆ > 0 è
T = T (ε) > 0 â îïðåäåëåíèè 3.4. íå çàâèñÿò îò âûáîðà (F ∗, V ∗, Y ∗,W ∗).
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Ò å î ð å ì à 3.7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò âåêòîð-ôóíêöèÿ
Ëÿïóíîâà V = V (t, x) ≥ 0, V ∈ K1 òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1-3
òåîðåìû 3.6., à òàêæå óñëîâèÿ:

1. Íóëåâîå ðåøåíèå x = 0 ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî îòíî-
ñèòåëüíî ìíîæåñòâà {V̄ ∗(t, x) = 0} è ñåìåéñòâà ïðåäåëüíûõ ñîâîêóï-
íîñòåé {(F ∗, V ∗, Y ∗,W ∗)} .

2. Ìíîæåñòâî {V ∗(t, x) = y∗(t)} ∩ {W ∗(t, x, y∗(t)) = 0} íå ñîäåðæèò ðå-
øåíèé ïðåäåëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (3.7). (Çäåñü y∗(t) ̸= 0 � ïðîèçâîëüíîå
îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå ïðåäåëüíîé ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ (3.8)).

Òîãäà óïðàâëåíèå u = u0(t, x) ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçèðóþùèì äëÿ ñèñòåìû
(1.1).

Â ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ ïðåäñòàâëÿþòñÿ âàæíûìè ñëåäóþùèå äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îáåñïå÷åíèÿ çàäàííîãî ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ x = 0
ñèñòåìû (1.2).

Ïóñòü óïðàâëåíèå u(t, x) = (u1(t, x), u2(t, x), ..., um(t, x))
′ ÿâëÿåòñÿ

êóñî÷íî-íåïðåðûâíûì, ïðè ýòîì ôóíêöèè uj(t, x) (j = 1,m) òåðïÿò ðàçðûâ
íà ïîâåðõíîñòè {ψj(t, x) = 0} , ãäå ψj : R+ × Ã→ R (j = 1, l) åñòü ôóíêöèè
îãðàíè÷åííûå è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûå ïî (t, x) ∈ R+ ×K, K ⊂ Ã .

Ò å î ð å ì à 3.8. Äîïóñòèì, ÷òî ìîæíî íàéòè âåêòîð-ôóíêöèþ
Ëÿïóíîâà V = V (t, x) ≥ 0, V ∈ K1 òàêóþ, ÷òî: V̄ (t, x) ≥ a1(|ψ(t, x)|) ,
âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1-3 òåîðåìû 3.6., à òàêæå óñëîâèÿ:

1. íóëåâîå ðåøåíèå x = 0 ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî îòíî-
ñèòåëüíî ìíîæåñòâà {ψ∗(t, x) = 0} è ñåìåéñòâà ïðåäåëüíûõ ñîâîêóï-
íîñòåé {(F ∗, V ∗, Y ∗,W ∗)} .

2. ìíîæåñòâî {V ∗(t, x) = y∗(t)} ∩ {W ∗(t, x, y∗(t)) = 0} íå ñîäåðæèò ðå-
øåíèé ïðåäåëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (3.4). (Çäåñü y∗(t) ̸= 0 � ïðîèçâîëüíîå
îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå ïðåäåëüíîé ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ (3.8)).

Òîãäà óïðàâëåíèå u = u0(t, x) ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçèðóþùèì äëÿ ñèñòåìû
(1.1).

Ñëåäñòâèåì èçëîæåííûõ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû îá
óïðàâëåíèè ñèñòåìîé ñ ìãíîâåííîé îáðàòíîé ñâÿçüþ.

Ò å î ð å ì à 3.9. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (1.1) ìîæíî íàéòè
óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå u = u0(t, x) è âåêòîð ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà V =
V (t, x) , òàêèå, ÷òî:

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2014. Ò. 16, � 1



Âåêòîð-ôóíêöèè Ëÿïóíîâà â çàäà÷àõ î ñòàáèëèçàöèè äâèæåíèé . . . 43

1. a1(|ψ(t, x)|) ≤ V̄ (t, x), Vi(t, x) ≤ a2(|ψ(t, x)|), i = 1, 2, ..., k ;

2. ïðîèçâîäíàÿ âåêòîð-ôóíêöèè Ëÿïóíîâà â ñèëó (1.2) óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó

V̇ ∗(t, x) ≤ −a3(|ψ(t, x)|);

3. íåâîçìóùåííîå äâèæåíèå x = 0 ñèñòåìû (1.2) ðàâíîìåðíî àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà {ψ(t, x) = 0} .

Òîãäà óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå u = u0(t, x) ðåøàåò ïîñòàâëåííóþ çà-
äà÷ó î ñòàáèëèçàöèè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò îáîñíîâàòü íîâûå ïîäõîäû ê ïîñòðîå-
íèþ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé óïðàâëåíèÿ íåëèíåéíûìè ìåõàíè÷åñêèìè ñèñòåìà-
ìè.
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Lyapunov vector-functions in the problem of stabilization

of motion controlled systems.

c⃝ A. S. Andreev3, O. A. Peregudova4

Abstract. In the work we obtain su�cient conditions for the stabilization of systems di�erential
equations with discontinuous right-hand side. The proof is based on the construction of the
Lyapunov vector functions and comparison systems and application of method of limiting
equations.
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