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Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ òð¼õìåðíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ñ
êîíå÷íûì ãèïåðáîëè÷åñêèì öåïíî ðåêóððåíòíûì ìíîæåñòâîì è êîíå÷íûì ÷èñëîì îðáèò ãåòå-
ðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ èçó÷àåìûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæ¼ííîñòè ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ìîäóëåé òîïîëîãè÷åñêîé ñî-
ïðÿæåííîñòè àíàëîãè÷íûõ äâóìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæ¼ííîñòü, ãåòåðîêëèíè÷åñêèå êàñàíèÿ, ìîäóëè
óñòîé÷èâîñòè.

Ââåäåíèå

Ñîãëàñíî ðàáîòå Ø. Íüþõàóñà è Æ. Ïàëèñà [10], ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî
äóã, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ â äèôôåîìîðôèçìå Ìîðñà-Ñìåéëà è èìåþò ïåðâóþ áèôóðêà-
öèîííóþ òî÷êó â äèôôåîìîðôèçìå ñ ãåòåðîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì. Â îáçîðå [1] îïèñàíû
áèôóðêàöèè ñèñòåì, ïðèíàäëåæàùèõ ãðàíèöå ìíîæåñòâà ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà, â êîòîðóþ
âõîäÿò ñèñòåìû ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì íåáëóæäàþùèõ òðàåêòîðèé, ñîäåðæàùèì íåïî-
äâèæíûå òî÷êè, èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ êîòîðûõ èìåþò íåòðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷å-
íèå. Î÷åâèäíî, ÷òî íàðóøåíèå óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé
ñåäëîâûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà ïðèâîäèò ê åãî íåãðóáîñòè. Áîëåå òîãî, ýòî ïðèâîäèò
ê âîçíèêíîâåíèþ íåïðåðûâíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ � ìîäóëåé òîïîëîãè÷åñêîé
ñîïðÿæåííîñòè � è, ñëåäîâàòåëüíî, ê ñóùåñòâîâàíèþ êîíòèíóóìà íåñîïðÿæåííûõ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ ñ èçîìîðôíûìè ãðàôàìè è îäèíàêîâîé ãåîìåòðèåé ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî
ïåðåñå÷åíèÿ.

Ïåðâûì, êòî îáðàòèë âíèìàíèå íà ñóùåñòâîâàíèå ìîäóëåé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåí-
íîñòè, áûë Æ. Ïàëèñ [12]. Îí îáíàðóæèë, ÷òî òàêèìè ìîäóëÿìè îáëàäàþò óæå äâóìåðíûå
äèôôåîìîðôèçìû ñ íåãðóáîé ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèåé, â òî÷êàõ êîòîðîé èíâàðè-
àíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ äâóõ ðàçíûõ ñåäëîâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê èìåþò îäíîñòîðîííåå
êàñàíèå. Ñóùåñòâåííûì ïðîäâèæåíèåì â ýòîì íàïðàâëåíèè ÿâèëàñü ðàáîòà Â. äè Ìå-
ëó, Ñ. Æ. âàí Ñòðèíà [7], â êîòîðîé áûëè íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
òîãî, ÷òî äèôôåîìîðôèçì îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ìîäóëåé òî-
ïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè, îïèñûâàþùèõ âñå êëàññû òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè,
ïðèíàäëåæàùèå íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òàêîãî äèôôåîìîðôèçìà.

Â 2010 ã. â ðàáîòå [8] Ò.Ì. Ìèòðÿêîâîé è Î.Â. Ïî÷èíêè áûëà ïîëó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ
êëàññèôèêàöèÿ ñîäåðæàòåëüíîãî êëàññà äèôôåîìîðôèçìîâ îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè
ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ìîäóëåé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæ¼ííîñòè. Ðàäèêàëüíîå îòëè÷èå îò óæå
óïîìÿíóòîé ðàáîòû [7] çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèâåäåíèè óñëîâèé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæ¼ííîñòè
ñèñòåì íå òîëüêî äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ äàííîãî êëàññà, íî è äëÿ
�äàë¼êèõ� ñèñòåì.

1 Ìàãèñòðàíò êàôåäðû ÷èñëåííîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî;
grineseugene@mail.ru

2 Äîöåíò êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî; olga-pochinka@yandex.ru
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Â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè áîëüøåé äâóõ èçâåñòíî ëèøü íåñêîëüêî ðåçóëüòà-
òîâ. Â ðàáîòå Ø. Íüþõàóñà, Æ. Ïýëèñà è Ô. Òàêåíñà [11] ïðèâåäåíî è äîêàçàíî íåîáõî-
äèìîå óñëîâèå òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæ¼ííîñòè äâóõ äèôôåîìîðôèçìîâ n -ìåðíûõ ìíîãî-
îáðàçèé, ñîäåðæàùèõ îäíó îðáèòó îäíîñòîðîííåãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ. Â ðàáîòå
Æ. Ïýëèñà è Â. äè Ìåëó [6] ðàññìîòðåíû äèôôåîìîðôèçìû n -ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ
îäíîé îðáèòîé îäíîñòîðîííåãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ è ïðèâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ
äèôôåîìîðôèçìîâ â îêðåñòíîñòè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èçó÷àåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæ¼ííîñòè
äèôôåîìîðôèçìîâ òð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ íåñêîëüêèìè îðáèòàìè îäíîñòîðîííåãî
ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû 12-01-00672, 13-01-12452-îôè-ì) è ãðàíòà Ìè-
íîáðíàóêè ÐÔ â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ íà îêàçàíèå óñëóã â 2012�2014 ãã. ïîä-
âåäîìñòâåííûìè âûñøèìè ó÷åáíûìè çàâåäåíèÿìè (øèôð çàÿâêè 1.1907.2011).

1. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ Ψ ⊂ Diff4(M3) äèôôåîìîðôèçìîâ f , çàäàí-
íûõ íà ãëàäêîì òð¼õìåðíîì çàìêíóòîì îðèåíòèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè M3 , ñîõðàíÿþùèõ
îðèåíòàöèþ è óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) Öåïíî ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî Rf êîíå÷íî è ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïîäâèæ-
íûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ òî÷åê, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíû è óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèþ îòñóòñòâèÿ ðåçîíàíñîâ3 âïëîòü äî òðåòüåãî ïîðÿäêà;

2) áëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî îðáèò ãåòåðî-
êëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ;

Ïóñòü p, q � ðàçëè÷íûå ãèïåðáîëè÷åñêèå ñåäëîâûå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà f òàêèå,
÷òî ïåðåñå÷åíèå W s

p ∩ W u
q íåïóñòî. Òîãäà ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà x ∈ W s

p ∩ W u
q íàçûâà-

åòñÿ òî÷êîé ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî ïåðåñå÷åíèÿ. Îíà ìîæåò áûòü òî÷êîé òðàíñâåðñàëüíîãî
èëè íåòðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Äâà ãëàäêèõ ïîäìíîãîîáðàçèÿ
N1 , N2 ìíîãîîáðàçèÿ M3 ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî â òî÷êå x ∈ (N1 ∩ N2) , åñëè
TxN1+TxN2 = TxM

3 . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïåðåñå÷åíèå â òî÷êå x íàçûâàåòñÿ íåòðàíñâåð-
ñàëüíûì ïåðåñå÷åíèåì (êàñàíèåì). Èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà êàñàíèÿ x ãëàäêèõ äâóìåðíûõ
ïîäìíîãîîáðàçèé N1 è N2 ìíîãîîáðàçèÿ M3 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé îäíîñòîðîííåãî êàñà-
íèÿ, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Vx òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî N2 ïåðåñåêàåòcÿ íå áîëåå, ÷åì
ñ îäíîé êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Vx \N1 . Íàïðèìåð ëþáàÿ èçîëèðîâàííàÿ òî÷-
êà êàñàíèÿ äâóìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Ψ ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé îäíîñòîðîííåãî êàñàíèÿ.

Ïóñòü σ � ñåäëîâàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Ψ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Jσ : R3 → R3 ëè-
íåéíûé äèôôåîìîðôèçì, îïðåäåëÿåìûé æîðäàíîâîé ôîðìîé ëèíåéíîé ÷àñòè äèôôåîìîð-
ôèçìà f â îêðåñòíîñòè òî÷êè σ . Òî÷êà O(0, 0, 0) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé äèôôåîìîð-
ôèçìà Jσ . Â ðàçäåëå 2. äëÿ êàæäîãî òèïà æîðäàíîâîé ôîðìû ïîñòðîåíà Jσ -èíâàðèàíòíàÿ
îêðåñòíîñòü UJσ òî÷êè O .

3 Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ íàáîðà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë (ρ1, ρ2, . . . , ρn) íåêîòîðîé ìàòðèöû A ðåçîíàíñîì íà-
çûâàþò ñîîòíîøåíèå ρi = ρm1

1 ·ρm2
2 ·. . .·ρmn

n , ãäå i ∈ {1, . . . , n} , mj (j = 1, . . . , n) � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå

÷èñëà òàêèå, ÷òî |m| =
n∑

j=1

mj > 2 . ×èñëî |m| íàçûâàþò ïîðÿäêîì ðåçîíàíñà.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. f -èíâàðèàíòíóþ îêðåñòíîñòü Uσ ñåäëîâîé òî÷êè σ
íàçîâåì C1 -ëèíåàðèçóþùåé, åñëè ñóùåñòâóåò C1 -äèôôåîìîðôèçì ψσ : Uσ → UJσ , ñî-

ïðÿãàþùèé äèôôåîìîðôèçì f
∣∣∣
Uσ

ñ äèôôåîìîðôèçìîì Jσ

∣∣∣
UJσ

.

Cëåäóþùàÿ ëåììà äîêàçàíà â ðàçäåëå 2.

Ë å ì ì à 1.1. Ó ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè σ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Ψ ñóùåñòâóåò
ëèíåàðèçóþùàÿ îêðåñòíîñòü.

Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê ãåòåðîêëèíè÷å-
ñêîãî êàñàíèÿ, êîòîðûå îáðàçîâàíû â ðåçóëüòàòå êàñàíèÿ äâóìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ ìíî-
ãîîáðàçèé. Äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ A îáîçíà÷èì ÷åðåç σsa è σua ñåäëîâûå òî÷êè òàêèå, ÷òî
a ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé W s

σs
a
è W u

σu
a
äèôôåîìîðôèçìà

f ∈ Ψ . Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ó σsa îáÿçàòåëüíî åñòü îäíîìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãî-
îáðàçèå, ðàâíî êàê ó σua åñòü îäíîìåðíîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç µa
è λa ñîáñòâåííîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîìåðíîìó ñîáñòâåííîìó íàïðàâëåíèþ äëÿ
Jσs

a
è Jσu

a
ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè a ∈ A îïðåäåëèì ïàðàìåòð Θa , ãäå Θa =
lnµa
lnλa

. Äîêàçàòåëü-
ñòâî ñëåäóþùåãî ôàêòà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ñòàòüå [11].

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.1. Åñëè äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ Ψ òîïîëîãè÷åñêè ñî-
ïðÿæåíû ïîñðåäñòâîì ãîìåîìîðôèçìà h òàêîãî, ÷òî h(a) = a′ äëÿ òî÷êè a ∈ A ,
h(σsa) = σsa′ , h(σ

u
a) = σua′ , òî Θa = Θa′ .

Ñîãëàñíî ðàíåå ââåä¼ííûì îáîçíà÷åíèÿì, Uσs
a
= ψ−1

σs
a
(UJσs

a
) , Uσu

a
= ψ−1

σu
a
(UJσu

a
) � ëèíå-

àðèçóþùèå îêðåñòíîñòè. Îáîçíà÷èì çà Ua êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Uσs
a
∩ Uσu

a
,

ñîäåðæàùóþ òî÷êó a . Äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ Ua çàïèøåì êîîðäèíàòû å¼ îáðàçîâ:

ps = ψσs
a
(p) = ([p]sx, [p]

s
y, [p]

s
z),

pu = ψσu
a
(p) = ([p]ux, [p]

u
y , [p]

u
z )

è ïîëîæèì

ga = ψσu
a
◦
(
ψσs

a

∣∣∣
Ua

)−1

: ψσs
a
(Ua) → ψσu

a
(Ua).

Îòîáðàæåíèå ga ìîæíî òàê æå çàïèñàòü â êîîðäèíàòíîì âèäå êàê

ga(x, y, z) = (ξa(x, y, z), ηa(x, y, z), χa(x, y, z)).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîäêëàññ äèôôåîìîðôèçìîâ Ψ∗ ⊂ Ψ ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì:
Θa èððàöèîíàëüíî äëÿ ëþáîé a ∈ A . Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå òî÷êè êàñàíèÿ a, d ∈ A ,
÷òî σsd = σsa , σ

u
d = σua è çíàêè ïðîèçâîäíûõ βa =

∂χa

∂z
(as) è βd =

∂χd

∂z
(ds) ñîâïàäàþò. Äëÿ

òàêèõ òî÷åê ââåä¼ì ïàðàìåòð τad =
∣∣∣βaβd ∣∣∣ 1

lnµa .

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.1. Åñëè äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ Ψ∗ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû ïî-
ñðåäñòâîì ãîìåîìîðôèçìà h òàêîãî, ÷òî h(a) = a′ , h(d) = d′ , h(σsa) = σsa′ è h(σua) = σua′ ,
òî τad = τa

′

d′ .
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2. Ëèíåàðèçóþùàÿ îêðåñòíîñòü

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ñåäëîâîé òî÷êè σ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Ψ ìû îáîçíà÷èëè ÷åðåç
Jσ : R3 → R3 ëèíåéíûé äèôôåîìîðôèçì, îïðåäåëÿåìûé æîðäàíîâîé ôîðìîé ëèíåéíîé
÷àñòè äèôôåîìîðôèçìà f â îêðåñòíîñòè òî÷êè σ . Åñëè ñåäëîâàÿ òî÷êà σ èìååò äâó-
ìåðíîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå, òî äèôôåîìîðôèçì Jσ : R3 → R3 è Jσ - èíâàðèàíòíàÿ
îêðåñòíîñòü UJσ ñåäëîâîé òî÷êè O(0, 0, 0) äèôôåîìîðôèçìà Jσ èìåþò îäèí èç ñëåäóþ-
ùèõ òð¼õ âèäîâ:

1. Jσ(x, y, z) = (λ1x, λ2y, µz), ãäå 0 < λ1, λ2 < 1 è µ > 1 ;

UJσ =

{
(x, y, z) ∈ R3 :

(
x|z|− log

µ
λ1
)2

+
(
y|z|− log

µ
λ2
)2

6 1

}
.

2. Jσ(x, y, z) = (λx+ y, λy, µz), ãäå 0 < λ < 1 è µ > 1 ;

UJσ =

{
(x, y, z) ∈ R3 :

(
y|z|− logµ λ

)2
+
(
x|z|− logµ λ − y

λ lnµ
· ln |z| · |z|− logµ λ

)2
6 1

}∪
{z = 0} .

3. Jσ(x, y, z) =
(
ρ · (x · cosφ−y · sinφ), ρ · (x · sinφ+y · cosφ), µz

)
, ãäå 0 < ρ < 1 è µ > 1 ;

UJσ =
{
(x, y, z) ∈ R3 : (x2 + y2) · |z|− log

µ
ρ 6 1

}
.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàïèñûâàþòñÿ îòîáðàæåíèå Jσ è îêðåñòíîñòü UJσ â ñëó÷àå,
êîãäà ñåäëîâàÿ òî÷êà σ èìååò äâóìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå.

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ëèíåàðèçóþùàÿ îêðåñòíîñòü UJσ äëÿ Jσ(x, y, z) = (λ1x, λ2y, µz)

Ë å ì ì à 2.1. Ó ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè σ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Ψ ñóùåñòâóåò
ëèíåàðèçóþùàÿ îêðåñòíîñòü.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó f ∈ Diff4(M3) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îò-
ñóòñòâèÿ ðåçîíàíñîâ âïëîòü äî òðåòüåãî ïîðÿäêà, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå Áåëèöêîãî (ñì. [2],
ãëàâà 6, �5 èëè [15], òåîðåìà 3.20), â îêðåñòíîñòè òî÷êè σ äèôôåîìîðôèçì f ïðèâîäèòñÿ ê
ëèíåéíîìó âèäó C1 -ãëàäêîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äèôôåîìîðôèçìà
f ∈ Ψ ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè Vσ ñåäëîâîé òî÷êè σ äèôôåîìîðôèçìà f , VO � íà÷àëà
êîîðäèíàò O(0, 0, 0) è C1 - äèôôåîìîðôèçì ψ̄σ : Vσ → VO , ñîïðÿãàþùèé îãðàíè÷åíèå
äèôôåîìîðôèçìà f íà Vσ ñ îãðàíè÷åíèåì äèôôåîìîðôèçìà Dfσ íà VO . Îïðåäåëèì
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ìíîæåñòâà Ṽσ =
∪
n∈Z

fn(Vσ) è ṼO =
∪
n∈Z

Dfnσ (VO) . Òàê êàê W s
σ è W u

σ ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîãî-

îáðàçèÿìè M3 (äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ðàáîòå [9], ïóíêò 2 òåîðåìû 1), òî
äèôôåîìîðôèçì ψ̄σ ìîæíî ïðîäîëæèòü äî äèôôåîìîðôèçìà ψ̃σ : Ṽσ → ṼO , îïðåäåëåí-
íîãî íà f -èíâàðèàíòíîì ìíîæåñòâå Ṽσ , ïîëîæèâ åãî ðàâíûì ψ̃σ(x) = Df−m

σ (ψ̄σ(f
m(x))) ,

ãäå m � öåëîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî fm(x) ∈ Vσ . Ëèíåéíîé çàìåíîé êîîðäèíàò S â R3 ìîæ-
íî ñîïðÿ÷ü îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîðôèçìà Dfσ íà èíâàðèàíòíîì ìíîæåñòâå ṼO ñ åãî
æîðäàíîâîé ôîðìîé Jσ íà èíâàðèàíòíîì ìíîæåñòâå ṼO .

Äëÿ ëþáîãî k ∈ N ïîëîæèì

Uk
Jσ =

{
(x, y, z) ∈ R3 : (

√
kx,

√
ky, z) ∈ UJσ

}
.

Âûáåðåì k ∈ N òàêîå, ÷òî Uk
Jσ

⊂ ṼO . Çàìåòèì, ÷òî ëèíåéíûé äèôôåîìîðôèçì

Jσ

∣∣∣
Uk
Jσ

ñîïðÿæåí ñ äèôôåîìîðôèçìîì Jσ

∣∣∣
UJσ

ïîñðåäñòâîì äèôôåîìîðôèçìà h(x, y, z) =

(
√
kx,

√
ky, z) . Òîãäà Uσ = ψ̃−1

σ ◦ S−1(Uk
Jσ
) � èñêîìàÿ ëèíåàðèçóþùàÿ îêðåñòíîñòü c ñî-

ïðÿãàþùèì äèôôåîìîðôèçìîì

ψσ = h ◦ S ◦ ψ̃σ : Uσ → UJσ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

3. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ë å ì ì à 3.1. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ ëèíåàðèçóþùèõ îêðåñòíîñòåé

ga(x, y, z) = (ξa(x, y, z), ηa(x, y, z), χa(x, y, z))

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ: ∂χa

∂x
(as) = 0 , ∂χa

∂y
(as) = 0 , ∂χa

∂z
(as) ̸= 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìåæäó èíâàðèàíòíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè W s
σs
a
, W u

σu
a
è èõ

îáðàçàìè â ëèíåàðèçóþùèõ îêðåñòíîñòÿõ UJσs
a
, UJσu

a
åñòü ñëåäóþùàÿ ñâÿçü:

• ïëîñêîñòü Oxy â UJσs
a
ñîîòâåòñòâóåò W s

σs
a
;

• ïîâåðõíîñòü ψσs
a
(W u

σu
a
) â UJσs

a
ñîîòâåòñòâóåò W u

σu
a
;

• ïëîñêîñòü Oxy â UJσu
a
ñîîòâåòñòâóåò W u

σs
u
;

• ïîâåðõíîñòü ψσu
a
(W s

σs
a
) â UJσu

a
ñîîòâåòñòâóåò W s

σs
a
.

Ïóñòü a � òî÷êà êàñàíèÿ W s
σs
a
è W u

σu
a
. Â ñèëó òîãî, ÷òî ψσs

a
è ψσu

a
� äèôôåîìîð-

ôèçìû, òî ψσs
a
(a) è ψσu

a
(a) òàê æå áóäóò òî÷êàìè êàñàíèÿ äëÿ îáðàçîâ W s

σs
a
è W u

σu
a
â

ñîîòâåòñòâóþùèõ îêðåñòíîñòÿõ UJσs
a
è UJσu

a
(ñì. [13]).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïàðó ãëàäêèõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè Oxy ⊂ UJσs
a
, ïðîõîäÿùèõ ÷å-

ðåç òî÷êó as . Ïóñòü êàñàòåëüíûå âåêòîðû ê ýòèì êðèâûì â òî÷êå as ðàâíû (1, 0, 0) è
(0, 1, 0) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè äåéñòâèè îòîáðàæåíèÿ ga(x, y, z) íà ýòè êðèâûå îíè ïåðåé-
äóò â êðèâûå, ïðèíàäëåæàùèå ïîâåðõíîñòè ψσu

a
(W s

σs
a
) ⊂ UJσu

a
è êàñàþùèåñÿ ïëîñêîñòè

Oxy ⊂ UJσu
a
. Ïî óñëîâèþ, êàñàòåëüíûå âåêòîðû ê îáðàçàì êðèâûõ â òî÷êå au äîëæíû
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ëåæàòü â ïëîñêîñòè Oxy ⊂ UJσu
a
. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î êîìïîçèöèè äèôôåðåíöè-

ðóåìûõ îòîáðàæåíèé, ñ÷èòàÿ, ÷òî èñõîäíûå êðèâûå áûëè ïàðàìåòðèçîâàíû íåêîòîðûì
ïàðàìåòðîì t :  ξ′t

η′t
χ′
t

 =


∂ξa
∂x

∂ξa
∂y

∂ξa
∂z

∂ηa
∂x

∂ηa
∂y

∂ηa
∂z

∂χa

∂x
∂χa

∂y
∂χa

∂z

 ·

 x′t
y′t
z′t

 ,

ãäå ìàòðèöà ÷àñòíûõ â ïðîèçâîäíûõ åñòü â òî÷íîñòè ìàòðèöà ßêîáè äëÿ îòîáðàæåíèÿ
ga(x, y, z) . Ïîäñòàâèì â ïðàâóþ ÷àñòü èçâåñòíûå êàñàòåëüíûå âåêòîðû è ïîëó÷èì, ÷òî
êàñàòåëüíûå âåêòîðû ê îáðàçàì ðàâíû (∂ξa

∂x
, ∂ηa
∂x
, ∂χa

∂x
) è (∂ξa

∂y
, ∂ηa
∂y
, ∂χa

∂y
) . Èç óñëîâèÿ êàñàíèÿ

ïëîñêîñòè Oxy ⊂ UJσu
a
äåëàåì âûâîä, ÷òî ∂χa

∂x
= 0 , ∂χa

∂y
= 0 . Îäíàêî, òàê êàê ga(x, y, z) �

äèôôåîìîðôèçì, òî åãî ÿêîáèàí íå îáðàùàåòñÿ â íîëü, ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî ÷òîáû
∂χa

∂z
̸= 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Â äàëüíåéøåì ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé ìû áóäåì ññûëàòüñÿ íà

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.1. Ïóñòü σ � ñåäëîâàÿ òî÷êà è Jσ � îäíà èç ïåðå÷èñëåí-
íûõ ðàíåå æîðäàíîâûõ ôîðì. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {rn} èç UJσ \ Oz ,
ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå r ∈ (Oz \O) , ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {rnj

} , ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë kj → +∞ è òî÷êà q â Oxy\O òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òî÷åê {fkj(rnj

)} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå q (äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ëåììå 2.1.1 â [3]).

Ïóñòü {aν} ⊂ (Ua \W u
σu
a
) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê, ñõîäÿùàÿñÿ ê òî÷êå îäíîñòî-

ðîííåãî êàñàíèÿ a ∈ W s
σs
a
∩W u

σu
a
è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ êîí-

ñòàíòàõ C1 è C2 óñëîâèÿì
∣∣∣ [aν ]sx−[a]sx

[aν ]sz

∣∣∣ < C1 è
∣∣∣ [aν ]sy−[a]sy

[aν ]sz

∣∣∣ < C2 . Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ

ïàðà îãðàíè÷åíèé òàêæå çàïðåùàåò âûáîð òî÷åê íà W s
σs
a
, òî åñòü, {aν} ⊂ Ua \ (W u

σu
a
∪W s

σs
a
)

Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.1. ñëåäóåò, ÷òî cóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {aνn} , ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {kn} , {mn} , òî÷êà b ∈ (W u

σs
a
\ σsa) è òî÷êà c ∈ (W s

σu
a
\ σua)

òàêèå, ÷òî lim
n→∞

kn = +∞ , lim
n→∞

mn = +∞ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {bn = fkn(aνn)} ,
{cn = f−mn(aνn)} ñõîäÿòñÿ ê òî÷êàì b è c , ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 3.1). Çäåñü è äàëåå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {aνn} äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü êàê {an} .

Ð è ñ ó í î ê 3.1
Èëëþñòðàöèÿ ê ëåììå 3.2.
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Ë å ì ì à 3.2. lim
n→∞

mn

kn
= − lnµa

lnλa
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê cn = f−mn(an) è an = f−kn(bn) , òî ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

[cn]
u
z = λ−mn

a · [an]uz ,

[bn]
s
z = µkna · [an]sz.

Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå [cn]uz
[bn]sz

= λ−mn
a µ−kn

a · [an]
u
z

[an]sz
. Ìíîæèòåëü [an]uz

[an]sz
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåí â âèäå

[an]
u
z

[an]sz
=
χa([an]

s
x, [an]

s
y, [an]

s
z)

[an]sz
=
χa([an]

s
x, [an]

s
y, [an]

s
z)− χa([a]

s
x, [a]

s
y, [a]

s
z)

[an]sz − [a]sz
.

Ïðèìåíèì ê ÷èñëèòåëþ ôîðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé Ëàãðàíæà:

χa([an]
s
x, [an]

s
y, [an]

s
z)− χa([a]

s
x, [a]

s
y, [a]

s
z)

[an]sz − [a]sz
=

=

∂χ̂a

∂z
([an]

s
z − [a]sz) +

∂χ̂a

∂x
([an]

s
x − [a]sx) +

∂χ̂a

∂y
([an]

s
y − [a]sy)

[an]sz − [a]sz
=

=
∂χ̂a
∂z

+
∂χ̂a
∂x

· [an]
s
x − [a]sx

[an]sz − [a]sz
+
∂χ̂a
∂y

· [an]
s
x − [a]sx

[an]sz − [a]sz
,

ãäå ∂χ̂a

∂x
, ∂χ̂a

∂y
, ∂χ̂a

∂z
� çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, âçÿòûõ â íåêîòî-

ðîé òî÷êå îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî a è an . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè∣∣∣ [an]sx−[a]sx
[an]sz

∣∣∣ è ∣∣∣ [an]sy−[a]sy
[an]sz

∣∣∣ , à òàêæå èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè è ðàâåíñòâà íóëþ ïðîèçâîäíûõ
∂χa

∂x
è ∂χa

∂y
â òî÷êå as , ïðåäåë ýòîãî âûðàæåíèÿ ïðè n → +∞ ñòðåìèòñÿ ê ïðîèçâîäíîé

∂χa

∂z
â òî÷êå as . Ëîãàðèôìèðóÿ [cn]uz

[bn]sz
(åñëè ëåâàÿ èëè ïðàâàÿ ÷àñòü � îòðèöàòåëüíàÿ, òî

âçÿòü ïî ìîäóëþ è ïðîëîãàðèôìèðîâàòü), äåëÿ íà −kn · lnλa è ïåðåíîñÿ ÷ëåíû â äðóãóþ
÷àñòü, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

mn

kn
+

lnµa
lnλa

=
1

kn · lnλa
·

(
ln

[an]
u
z

[an]sz
− ln

[cn]
u
z

[bn]sz

)
.

Ñêîáêà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê êîíñòàíòå ln ∂χa

∂z
(as)− ln [c]uz

[b]sz
, ñëåäîâàòåëüíî

lim
n→∞

mn

kn
= − lnµa

lnλa
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.3. èñïîëüçóåò èäåè ðàáîò [5] (äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.3) è [8].
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ℓu+σs

a
( ℓu−σs

a
) è ℓs+σu

a
( ℓs−σu

a
) ñåïàðàòðèñû èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé W u

σs
a

è W s
σu
a
, ñîîòâåòñòâåííî, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ψσs

a
(ℓu+σs

a
) = OZ+ = {z ∈ OZ : z > 0}

(ψσs
a
(ℓu−σs

a
) = OZ− = {z ∈ OZ : z < 0} ) è ψσu

a
(ℓs+σu

a
) = OZ+ (ψσu

a
(ℓs−σu

a
) = OZ− ).

Ë å ì ì à 3.3. Ïóñòü a ∈ A � òî÷êà ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ è Θa èððà-
öèîíàëüíî. Òîãäà, äëÿ ëþáîé òî÷êè b ∈ ℓu+σs

a
ñóùåñòâóåò εa ∈ {+,−} òàêîå, ÷òî äëÿ

ëþáîé òî÷êè c ∈ ℓsεaσu
a
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} → a è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{mn} → +∞ , {kn} → +∞ òàêèå, ÷òî lim
n→∞

fkn(an) = b , lim
n→∞

f−mn(an) = c .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì εa = + , åñëè ∂χa

∂z
(as) > 0 è εa = − , åñëè

∂χa

∂z
(as) < 0 . Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, εa = + è c ∈ ℓs+σu

a
. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {αm} òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè [αm]
s
x = [a]sx , [αm]

s
y = [a]sy , [αm]

u
z = λma [c]

u
z . Òàê êàê

c ∈ ℓs+σu
a
, òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αm} âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå [αm]

u
z > 0 . Ïîëîæèì

βm = [αm]uz
[αm]sz

. Ïîñêîëüêó [αm]sx−[a]sx
[αm]sz

= 0 è
[αm]sy−[a]sy

[αm]sz
= 0 , òî lim

m→∞
βm = ∂χa

∂z
(as) = βa (ñì.

ëåììó 3.2.). Ïóñòü sm = ln[αm]sz
lnµa

=
ln( 1

βm
[αm]uz)

lnµa
=

ln( 1
βm

λma [c]uz)
lnµa

=
ln([c]uz 1

βa
λma

βa
βm

)
lnµa

. Òîãäà sm =
ln([c]uz 1

βa
)

lnµa
+

ln βa
βm

lnµa
+m lnλa

lnµa
. Ïîëîæèì θ =

ln([c]uz 1
βa
)

lnµa
, ζm =

ln βa
βm

lnµa
. Òîãäà sm = θ + ζm +m lnλa

lnµa
.

Çàìåòèì, ÷òî lnµa
lnλa

= Θa < 0 , θ = const , lim
m→∞

ζm = 0 è lim
m→∞

sm = −∞ . Ðàññìîòðèì îòîá-

ðàæåíèå y : R → R , çàäàííîå ôîðìóëîé y = x + ωa , ãäå ωa = 1
Θa

. Äàííîå îòîáðàæåíèå
èíäóöèðóåò äèôôåîìîðôèçì îêðóæíîñòè ŷ : S1 → S1 ïîñðåäñòâîì íàêðûòèÿ p : R → S1 ,
äåéñòâóþùåãî ïî ôîðìóëå p(x) = e2πix . Ïî ïîñòðîåíèþ, äèôôåîìîðôèçì ŷ ÿâëÿåòñÿ ïî-
âîðîòîì íà óãîë 2πωa , ãäå ωa < 0 è {θ+mωa} =

∪
m∈N

ym(θ) . Òàê êàê Θa èððàöèîíàëüíî,

òî ωa èððàöèîíàëüíî è, ñîãëàñíî [4] (ïðåäëîæåíèå 1.3.3), p(
∪
m∈N

ym(θ)) âñþäó ïëîòío íà

îêðóæíîñòè. Ïîñêîëüêó lim
m→∞

ζm = 0 , òî p(sm) òàêæå âñþäó ïëîòíî íà îêðóæíîñòè. Äëÿ

êàæäîãî m ìîæíî çàïèñàòü sm = ξm + s̃m , ãäå ξm � öåëàÿ ÷àñòü sm , s̃m ∈ [0, 1) . Ïî-
ñêîëüêó lim

m→∞
sm = −∞ , òî lim

m→∞
ξm = −∞ . Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî {s̃m} ïëîòíî íà

[0, 1) , à çíà÷èò ìíîæåñòâî òî÷åê {µs̃ma } ïëîòíî â ïðîìåæóòêå [1;µa) . Ïóñòü q � öåëîå
÷èñëî òàêîå, ÷òî µqa 6 [b]sz < µq+1

a . Òîãäà µq+s̃ma ïëîòíî â [µqa, µ
q+1
a ) . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

ëþáîé òî÷êè b ∈ ℓu+σs
a
, b = (0, 0, [b]sz) ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {s̃mn} òàêàÿ,

÷òî ìîæíî çàïèñàòü [b]sz = µδ+qa , ãäå δ = lim
n→∞

s̃mn . Ñëåäîâàòåëüíî, [b]sz = µqa lim
n→∞

µ
s̃mn
a =

µqa lim
n→∞

µ
smn
a µ

−ξmn
a = µqa lim

n→∞
µ
−ξmn
a esmn lnµa = µqa lim

n→∞
µ
−ξmn
a e

ln[αmn ]sz
lnµa

lnµa = µqa lim
n→∞

µ
−ξmn
a [αmn ]

s
z .

Ïîëîæèì −ξmn + q = kn , {an} = {αmn} , bn = fkn(an) , cn = f−mn(an) . Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî ïîñòðîåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ïóñòü L : R3 → R3 � ëèíåéíûé äèôôåîìîðôèçì, îñòàâëÿþùèé èíâàðèàíòíûìè îñü
Oz è ïëîñêîñòü Oxy . Ïóñòü L äåéñòâóåò íà îñè Oz êàê ðàñòÿæåíèå ñ êîýôôèöèåíòîì
µ > 1 . Ïóñòü äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ Oxy èòåðàöèè îòîáðàæåíèÿ Ln(P ) ñòðåìÿòñÿ ê
O ïðè n → +∞ . Ïóñòü Φ = (Φ1(x, y, z),Φ2(x, y, z),Φ3(x, y, z)) � íåêîòîðûé äèôôåîìîð-
ôèçì, êîììóòèðóþùèé ñ L ; Φ òàê æå îñòàâëÿåò èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèå Oxy . Òîãäà
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ë å ì ì à 3.4. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ Φ ïðîèçâîäíàÿ ∂Φ3

∂z
îäèíàêîâà âî âñåõ òî÷êàõ

ïëîñêîñòè Oxy è îòëè÷íà îò íóëÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç èíâàðèàíòíîñòè ïëîñêîñòè Oxy ïîä äåéñòâèåì Φ
ñëåäóåò, ÷òî Φ3(x, y, 0) ≡ 0 . Ñîãëàñíî ëåììå Àäàìàðà (ôîðìóëèðîâêó è äîêàçàòåëüñòâî
ñìîòðè â [14]), ôóíêöèÿ Φ3 òîãäà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê z · g(x, y, z) , ãäå g(x, y, z)
� íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è g(x, y, 0) = ∂Φ3

∂z

∣∣
(x,y,0)

. Äàëåå, èç óñëîâèÿ êîììóòèðî-
âàíèÿ L è Φ ñëåäóåò, ÷òî Ln è Φ òàê æå êîììóòèðóþò ïðè ëþáîì n ∈ Z . Ðàññìîòðèì
òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {(xn, yn, zn)}n∈N , ãäå xn = x∗ , yn = y∗ , zn = µ−2n , x∗

è y∗ � íåêîòîðûå ïðîèçâîëüíûå êîîðäèíàòû òî÷åê íà ïëîñêîñòè Oxy . Ïðèìåíèì ðàâåí-
ñòâî Φ ◦ Ln = Ln ◦Φ ê n− îìó ýëåìåíòó ïîñòðîåííîé íàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è èçó÷èì
ïîâåäåíèå z− êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

µnzn · g(Ln|Oxy(xn, yn), µnzn) = µnzn · g(xn, yn, zn)
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èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
g(Ln|Oxy(xn, yn), µnzn) = g(xn, yn, zn).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî g(0, 0, 0) = g(x∗, y∗, 0) , òî åñòü ∂Φ3

∂z

∣∣
(x∗,y∗,0)

=
∂Φ3

∂z

∣∣
(0,0,0)

äëÿ ëþáûõ x∗ è y∗ . Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî òàê êàê Φ3(x, y, 0) ≡ 0 , òî
∂Φ3

∂x

∣∣
(x,y,0)

≡ ∂Φ3

∂y

∣∣
(x,y,0)

≡ 0 è ∂Φ3

∂z

∣∣
(0,0,0)

̸= 0 â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ÿêîáèàíà äèôôåî-
ìîðôèçìà Φ . Óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ë å ì ì à 3.5. Äëÿ ëþáûõ òî÷åê d, a ∈ A òàêèõ, ÷òî σsd = σsa è σud = σua , ïà-
ðàìåòð τad íå çàâèñèò îò âûáîðà ëèíåàðèçóþùèõ îêðåñòíîñòåé ñåäëîâûõ òî÷åê σsd è
σud .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

Íàïîìíèì, ÷òî τad =
∣∣∣βaβd ∣∣∣ 1

lnµa , βa = ∂χa

∂z
(as) è βd = ∂χd

∂z
(ds) äëÿ a, d ∈ A . Äëÿ äîêà-

çàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå βa
βd

íå çàâèñÿò îò âûáîðà äèôôåî-
ìîðôèçìîâ ψσs

a
: Uσs

a
→ UJσs

a
è ψσu

a
: Uσu

a
→ UJσu

a
.

Êàê áûëî îïðåäåëåíî ðàíåå, äëÿ òî÷êè a ∈ A îòîáðàæåíèå ga(x, y, z) çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå ga = ψσu

a
◦(ψσs

a
|Ua)

−1 : ψσs
a
(Ua) → ψσu

a
(Ua) , ãäå Ua � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà

Uσs
a
∩ Uσu

a
, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó a . Ïóñòü ìû âûáðàëè äðóãèå ëèíåàðèçóþùèå îêðåñòíîñòè

Ũσs
a
è Ũσu

a
, à òàêæå äèôôåîìîðôèçìû ψ̃σs

a
: Ũσs

a
→ UJσs

a
è ψ̃σu

a
: Ũσu

a
→ UJσu

a
, îòëè÷íûå îò

ψσs
a
è ψσu

a
ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü Ũa � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Ũσs

a
∩Ũσu

a
, ñîäåð-

æàùàÿ òî÷êó a , è g̃a = ψ̃σu
a
◦ (ψ̃σs

a
|Ua)

−1 , ãäå g̃a(x, y, z) = (ξ̃a(x, y, z), η̃a(x, y, z), χ̃a(x, y, z)) .
Òîãäà g̃a = ψ̃σu

a
◦ ψ−1

σu
a
◦ ψσu

a
◦ ψ−1

σs
a
◦ ψσs

a
◦ ψ̃−1

σs
a
. Ïîëîæèì Ψs = ψ̃σs

a
◦ ψ−1

σs
a
è Ψu = ψ̃σu

a
◦ ψ−1

σu
a
.

Ïîëó÷èì g̃a = Ψu ◦ ga ◦ (Ψs)−1 . Ïî ïîñòðîåíèþ, äèôôåìîðôèçìû Ψs è Ψu êîììóòèðó-
þò ñ ëèíåéíûìè äèôôåîìîðôèçìàìè Jσs

a
è Jσu

a
ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì Ψs(x, y, z) =

(Ψs
1(x, y, z),Ψ

s
2(x, y, z),Ψ

s
3(x, y, z)) è Ψu(x, y, z) = (Ψu

1(x, y, z),Ψ
u
2(x, y, z),Ψ

u
3(x, y, z)) . Ïî-

ñêîëüêó Ψs(Oxy) = Ψu(Oxy) = Oxy , òî Ψs
3(x, y, 0) ≡ Ψu

3(x, y, 0) ≡ 0 . Ñëåäîâàòåëü-
íî, ∂Ψs

3

∂x
(x, y, 0) ≡ ∂Ψs

3

∂y
(x, y, 0) ≡ 0 è ∂Ψu

3

∂x
(x, y, 0) ≡ ∂Ψu

3

∂y
(x, y, 0) ≡ 0 . Çàìåòèì, ÷òî èç

g̃a = Ψu ◦ ga ◦ (Ψs)−1 ñëåäóåò, ÷òî

Dg̃a

∣∣∣
([ã]sx,[ã]

s
y ,0)

= DΨu
∣∣∣
([a]ux ,[a]

u
y ,0)

·Dga
∣∣∣
([a]sx,[a]

s
y,0)

·D(Ψs)−1
∣∣∣
([ã]sx,[ã]

s
y ,0)
,

ãäå çíà÷åíèÿ ÿêîáèàíîâ âçÿòû â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ a ∈ A .
Ñîãëàñíî äîêàçàííûì ðàíåå óòâåðæäåíèÿì (ëåììû 3.1. è 3.4.), ÿêîáèàíû îòîáðàæåíèé
èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Dga

∣∣∣
([a]sx,[a]

s
y ,0)

=

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
0 0 ∂χa

∂z
(as)

 ,

DΨu
∣∣∣
([aux ],[a

u
y ],0)

=

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
0 0

∂Ψu
3

∂z
(au)

 ,

D(Ψs)−1
∣∣∣
([ãsx],[ã

s
y ],0)

=

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
0 0

(∂Ψs
3

∂z

)−1
(ãs)

 ,
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ãäå çâ¼çäî÷êàìè çàìåíåíû çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûå íå âëèÿþò íà äîêàçà-
òåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Ïåðåìíîæàÿ ÿêîáèàíû, ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

∂χ̃a
∂z

∣∣∣∣
([ã]sx,[ã]

s
y ,0)

=
∂Ψu

3

∂z

∣∣∣∣
([a]ux ,[a]

u
y ,0)

· ∂χp
∂z

∣∣∣∣
([a]sx,[a]

s
y ,0)

·
(
∂Ψ3

s

∂z

)−1∣∣∣∣
([ã]sx,[ã]

s
y ,0)

èëè æå, ñ ó÷¼òîì ëåììû 3.4.,

∂χ̃p
∂z

∣∣∣∣
([ã]sx,[ã]

s
y ,0)

=
∂Ψu

3

∂z

∣∣∣∣
(0,0,0)

· ∂χp
∂z

∣∣∣∣
([a]sx,[a]

s
y ,0)

·
(
∂Ψ3

s

∂z

)−1∣∣∣∣
(0,0,0)

.

Òî÷íî òàêèå æå âûâîäû ñïðàâåäëèâû è äëÿ òî÷êè d ∈ A . Ñëåäîâàòåëüíî, β̃a
β̃d

=
∂χ̃a
∂z

(ãs)
∂χ̃d
∂z

(d̃s)
=

∂Ψu
3

∂z
(0,0,0) ∂χa

∂z
(as)

∂Ψs
3

∂z
(0,0,0)

∂Ψu
3

∂z
(0,0,0)

∂χd
∂z

(ds)
∂Ψs

3
∂z

(0,0,0)
=

∂χa
∂z

(as)
∂χd
∂z

(ds)
= βa

βd
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Ïóñòü Ûas � íåêîòîðàÿ åâêëèäîâà îêðåñòíîñòü òî÷êè êàñàíèÿ as ∈ UJσs

a
è Ûa =

ψ−1
σs
a
(Ûas) ⊂ Ua . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çíàê ïðîèçâîäíîé ∂χa

∂z
â Ûas âñþäó îäèíàêîâ (òà-

êàÿ îêðåñòíîñòü ñóùåñòâóåò â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé). Òàêæå áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî îêðåñòíîñòü Ûas òàêîâà, ÷òî ψσs

a
(W u

σu
a
∩ Ûa) ïåðåñåêàåòñÿ òîëüêî ñ îäíîé

êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè Ûas \ ψσs
a
(W s

σs
a
∩ Ûa) (òàêàÿ îêðåñòíîñòü ñóùåñòâóåò â ñèëó îäíî-

ñòîðîííîñòè êàñàíèÿ). Îáîçíà÷èì çà Û+
as è Û−

as ìíîæåñòâà òî÷åê {p ∈ Ûas : [p]
s
z > 0} è

{p ∈ Ûas : [p]
s
z < 0} ñîîòâåòñòâåííî. Òàêæå îáîçíà÷èì çà εa çíàê ïðîèçâîäíîé ∂χa

∂z
(as) ;

çíàê, ïðîòèâîïîëîæíûé çíàêó ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå a , áóäåì îáîçíà÷àòü εa .
Ïóñòü a è a′ � òî÷êè ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ, h(a) = a′ , è ïóñòü ëèíåàðèçó-

þùàÿ îêðåñòíîñòü Uσs
a
âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî h(Uσs

a
) ⊆ Uσs

a′
. Ïîñëåäíåãî âñåãäà

ìîæíî äîáèòüñÿ: åñëè h(Uσs
a
) ̸⊆ Uσs

a′
, òî ñóùåñòâóåò k ∈ N òàêîå, ÷òî Uk

σs
a
= ψ−1

σs
a
(Uk

Jσs
a
) ,

ïðè ýòîì h(Uk
σs
a
) ⊆ Uσs

a′
(ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.1.) è òîãäà óæå Uk

σs
a
ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ëèíåàðèçóþùåé îêðåñòíîñòè Uσs
a
. Òîãäà îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì

ĥs : ψσs
a
(Uσs

a
) → ψσs

a′
(h(Uσs

a
)) ôîðìóëîé ĥs = ψσs

a′
hψ−1

σs
a
. Ðàç îáðàçîì òî÷êè as ïîä äåé-

ñòâèåì ĥs ÿâëÿåòñÿ òî÷êà a′s , òî îáðàç îêðåñòíîñòè Ûas îáîçíà÷èì ÷åðåç Ûa′s ; äëÿ íå¼
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââîäÿòñÿ ìíîæåñòâà Û+

a′s è Û
−
a′s . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îïðå-

äåëèòü ãîìåîìîðôèçì ĥu : ψσu
a
(Uσu

a
) → ψσu

a′
(h(Uσu

a
)) .

Ë å ì ì à 3.6. Äëÿ îòîáðàæåíèé ga è ĥs ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Îáðàç Û+
as îòíîñèòåëüíî ĥs åñòü â òî÷íîñòè îäíî èç ìíîæåñòâ Û+

a′s èëè Û−
a′s .

Îáðàç Û−
as îòíîñèòåëüíî ĥs òîãäà åñòü äðóãîå ìíîæåñòâî.

2. Îáðàçû òî÷åê ìíîæåñòâà Û εa
as ïîä äåéñòâèåì ga îáëàäàþò ñâîéñòâîì

χa([p]
s
x, [p]

s
y, [p]

s
z) > χa([p]

s
x, [p]

s
y, 0) . Îáðàçû òî÷åê ìíîæåñòâà Û εa

as òîãäà îáëàäàþò
ñâîéñòâîì χa([p]

s
x, [p]

s
y, [p]

s
z) < χa([p]

s
x, [p]

s
y, 0) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç
ñâîéñòâ ãîìåîìîðôèçìîâ. Òàê êàê h � ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì, òî îáðàç èíâàðèàíò-
íîãî ìíîãîîáðàçèÿ W s

σs
a
åñòü èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå W s

σs
a′
. Â îêðåñòíîñòÿõ UJσs

a
è

UJσs
a′

èì ñîîòâåòñòâóþò ïëîñêîñòè {z = 0} . Òàêèì îáðàçîì, ïëîñêîñòü {z = 0} ⊂ UJσs
a′

ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì {z = 0} ⊂ UJσs
a
ïîä äåéñòâèåì èíäóöèðîâàííîãî ãîìåîìîðôèçìà ĥs .
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Îêðåñòíîñòü Ûas ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ òð¼õ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòåé:
Ûas = Û+

as ∪ Û−
as ∪D , ãäå D = Ûas ∩ {z = 0} . Îêðåñòíîñòè Ûas è Ûa′s ãîìåîìîðôíû äðóã

äðóãó; çíà÷èò, Ûas \D è Ûa′s \ ĥs(D) òàêæå ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó. Ìíîæåñòâî Ûas \D
èìååò ðîâíî äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ( Û+

as è Û−
as ), ñëåäîâàòåëüíî, ñòîëüêî æå èìååò è

Ûa′s \ ĥs(D) . Îäíàêî, ïîñêîëüêó ĥs(D) = Ûa′s ∩{z = 0} , òî ýòè êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ñóòü
Û+
a′s è Û−

a′s .
Âòîðîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ðàññìîòðåíèåì âûðàæåíèÿ χa([p]

s
x, [p]

s
y, [p]

s
z) −

χa([p]
s
x, [p]

s
y, 0) . Ñíîâà èñïîëüçóÿ ôîðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé Ëàãðàíæà, ïðèõîäèì ê

ñîîòíîøåíèþ

χa([p]
s
x, [p]

s
y, [p]

s
z)− χa([p]

s
x, [p]

s
y, 0) = [p]sz ·

∂χ̂a
∂z

,

ãäå ∂χ̂a

∂z
åñòü çíà÷åíèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ∂χa

∂z
â íåêîòîðîé ïðîìåæóòî÷íîé òî÷êå îò-

ðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè ([p]sx, [p]
s
y, [p]

s
z) è ([p]sx, [p]

s
y, 0) . Òàê êàê â îêðåñòíîñòè Ûas çíàê

∂χ̂a

∂z
ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ∂χa

∂z
(as) , òî çíàê χa([p]

s
x, [p]

s
y, [p]

s
z)−χa([p]sx, [p]sy, 0) åñòü εa ·sgn[p]sz .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

4. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæ¼ííîñòè

Ïóñòü a � êàêàÿ-íèáóäü òî÷êà ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ è ïóñòü ëèíåàðèçóþùèå
îêðåñòíîñòè Uσs

a
è Uσu

a
âûáðàíû òàê, ÷òî îïðåäåëåíû ãîìåîìîðôèçìû ĥs è ĥu , îïèñàííûå

ïåðåä ëåììîé 3.6.. Îáîçíà÷èì òåïåðü çà Ĥs è Ĥu ñóæåíèÿ ĥs
∣∣
Oz

è ĥu
∣∣
Oz
. Òàêæå áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî, êàê è ïåðåä ëåììîé 3.6., îïðåäåëåíû îêðåñòíîñòè Ûas è Ûa′s = ĥs(Ûas) , íî
ñ îäíèì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì: âî âñåé Ûa′s çíàê ∂χa′

∂z
ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ∂χa′

∂z
(a′s) .

Ýòî óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ îáðåìåíèòåëüíûì è ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî âûáîðîì íåêîòîðîé
ìåíüøåé åâêëèäîâîé îêðåñòíîñòè âíóòðè Ûas .

Ë å ì ì à 4.1. Ïóñòü äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ Ψ∗ ñîïðÿæåíû ïîñðåäñòâîì ãî-
ìåîìîðôèçìà h . Ïóñòü a ∈ A � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ,
h(a) = a′ . Òîãäà èíäóöèðîâàííûå ñîïðÿãàþùèå ãîìåîìîðôèçìû Ĥs è Ĥu èìåþò âèä

Ĥs(z) =

{
α+
s · zρ, z > 0

α−
s · (−z)ρ, z < 0

è

Ĥu(z) =

{
α+
u · zρ, z > 0

α−
u · (−z)ρ, z < 0

,

ãäå ρ =
lnµa′
lnµa

=
lnλa′
lnλa

.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüì¼ì êàêóþ-íèáóäü òî÷êó êàñàíèÿ a ∈ A è ñîîòâåòñòâó-
þùèå åé ñåäëîâûå òî÷êè σsa è σua . Ïîä äåéñòâèåì ãîìåîìîðôèçìà h òî÷êà a ïåðåéä¼ò â
òî÷êó a′ , à σsa è σua ïåðåéäóò ñîîòâåòñòâåííî â ñåäëîâûå òî÷êè σsa′ è σua′ .

Âûáåðåì ψσu
a′

è ψσu
a
òàê, ÷òî ïîä èõ äåéñòâèåì îáðàçû òî÷åê èíâàðèàíòíûõ ìíîãî-

îáðàçèé W s
σs
a′

è W s
σs
a
èìåëè íåîòðèöàòåëüíóþ z -êîîðäèíàòó â íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòÿõ

òî÷åê êàñàíèé a′u è au ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè íå òàê, òî ìîæíî äîáèòüñÿ ýòîãî, ïðèìå-
íÿÿ çàìåíó êîîðäèíàò mirz : (x, y, z) → (x, y,−z) è ïîëàãàÿ ψ̃σu

a′
= mirz ◦ ψσu

a′
(èëè

ψ̃σu
a
= mirz ◦ ψσu

a
). Òàêæå âûáåðåì ψσs

a
òàê, ÷òî äëÿ òî÷åê ps èç Û+

σs
a
ñïðàâåäëèâî ñî-

îòíîøåíèå χa(ps) > χa([p]
s
x, [p]

s
y, 0) > 0 . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âûáåðåì ψσs

a′
òàê, ÷òî äëÿ
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òî÷åê p′s èç Û+
σs
a′

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå χa(p
′s) > χa([p

′]sx, [p
′]sy, 0) > 0 . Çàìåòèì, ÷òî

ïðè òàêîì âûáîðå îêðåñòíîñòåé è îòîáðàæåíèé àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîäíûå
∂χa

∂z
(as) è ∂χa′

∂z
(a′s) ïîëîæèòåëüíû, à äëÿ ãîìåîìîðôèçìîâ Ĥs è Ĥu ñïðàâåäëèâî

Ĥs : OZ
+ ⊂ UJσs

a
→ OZ+ ⊂ UJσs

a′
,

Ĥs : OZ
− ⊂ UJσs

a
→ OZ− ⊂ UJσs

a′
,

Ĥu : OZ
+ ⊂ UJσu

a
→ OZ+ ⊂ UJσu

a′
,

Ĥu : OZ
− ⊂ UJσu

a
→ OZ− ⊂ UJσu

a′
,

÷òî îçíà÷àåò ïîëîæèòåëüíîñòü êîíñòàíò α+
s ,α

+
u è îòðèöàòåëüíîñòü êîíñòàíò α−

s è α−
u .

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.3., ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè c ∈ ℓs+σu
a
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {an} → a , {an} ⊂ (Ua \ (W s
σs
a
∪ W u

σu
a
)) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {kn} → +∞ ,

{mn} → +∞ òàêèå, ÷òî lim
n→∞

bn = lim
n→∞

fkn(an) = b (ïðè÷¼ì b ∈ ℓu+σs
a
), lim

n→∞
cn =

lim
n→∞

f−mn(an) = c . Ïî ïîñòðîåíèþ ïîëó÷àåì, ÷òî [bn]
s
z = µkna

1
βn
λmn
a [c]uz , ãäå βn = [an]uz

[an]sz
.

Òîãäà µkna λ
mn
a = [bn]szβn

[c]uz
. Òàê êàê lim

n→∞
[bn]

s
z = [b]sz è lim

n→∞
βn = βa , ïîëó÷àåì lim

n→∞
µkna λ

mn
a =

[b]szβa
[c]uz

.
Ìû áóäåì ñíàáæàòü øòðèõîì âñå îáúåêòû äèôôåîìîðôèçìà f ′ , ÿâëÿþùèåñÿ îáðàçà-

ìè ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåêòîâ äèôåîìîðôèçìà f îòíîñèòåëüíî ñîïðÿãàþùåãî ãîìåîìîð-
ôèçìà h . Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f ′ ïîëó÷èì àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû: µkna′ λ

mn

a′ = [b′n]
s
zβ

′
n

[c′]uz
,

ãäå β′
n = [a′n]

u
z

[a′n]
s
z
. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.1., Θa = Θa′ , òî åñòü lnµa

lnλa
=

lnµa′
lnλa′

. Ïîëîæèì

ρ =
lnµa′
lnµa

=
lnλa′
lnλa

. Òîãäà âåðíî µkna′ λ
mn

a′ = (µkna λ
mn
a )ρ è lim

n→∞
µkna′ λ

mn

a′ =
(

[b]szβa
[c]uz

)ρ
. Çàìåòèì, ÷òî

ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ñåðèÿ ñîîòíîøåíèé:
(

[bn]szβn
[cn]uz

)ρ
= (µkna λ

mn
a )ρ = µkna′ λ

mn

a′ = [b′n]
s
zβ

′
n

[c′n]
u
z

=

[b′n]
s
z [a

′
n]

u
z

[c′n]
u
z [a

′
n]

s
z
, à òàêæå [b′n]

s
z [a

′
n]

u
z

[c′n]
u
z [a

′
n]

s
z
> [b′n]

s
z([a′n]uz−χa′([a′n]sx,[a′n]sy ,0))

[c′n]
u
z [a

′
n]

s
z

. Èñõîäÿ èç àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé

â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.2.,
[a′n]

u
z−χa′ ([a

′
n]

s
x,[a

′
n]

s
y ,0)

[a′n]
s
z

ñõîäèòñÿ ê βa′ ïðè n → ∞ . Ïåðåõîäÿ

ê ïðåäåëó, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
(

[b]szβa
[c]uz

)ρ
> [b′]szβa′

[c′]uz
. Íà÷àâ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñ äèô-

ôåîìîðôèçìà f ′ , ïîëó÷èì
(

[b′]szβa′
[c′]uz

) 1
ρ > [b]szβa

[c]uz
. Òàêèì îáðàçîì,

(
[b]szβa
[c]uz

)ρ
=

[b′]szβa′
[c′]uz

èëè æå
|βa|ρ
|βa′ |

= |[b′]sz |·|[c]uz |
ρ

|[c′]uz |·|[b]sz |
ρ .

Ïðîèíòåðïðåòèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò. Åñëè ìû çàôèêñèðóåì òî÷êó c è áóäåì
ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ìåíÿòü òî÷êó b , òî âåðíî |[b′]sz |

|[b]sz |ρ
= const ; àíàëîãè÷íî, ôèêñèðóÿ

òî÷êó b è ìåíÿÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì òî÷êó c , ïðèõîäèì ê |[c]uz |ρ
|[c′]uz |

= const . Ýòî è äà¼ò
íàì ñîîòíîøåíèÿ [b′]sz = α+

s ([b]sz)
ρ è [c′]uz = α+

u ([c]uz )
ρ , êîòîðûå çàäàþò ãîìåîìîðôèçìû

Ĥ+
s : OZ+ → OZ+ è Ĥ+

u : OZ+ → OZ+ . Åñëè ìû âîçüì¼ì òî÷êó c ∈ ℓs−σu
a
, òî äîêàæåì àíà-

ëîãè÷íóþ ôîðìóëó äëÿ ãîìåîìîðôèçìîâ Ĥ−
s : OZ− → OZ− è Ĥ−

u : OZ− → OZ− , à èìåí-
íî [b′]sz = α+

s (−[b]sz)
ρ è [c′]uz = α+

u (−[c]uz )
ρ ñîîòâåòñòâåííî. Â òåðìèíàõ èíäóöèðîâàííûõ ãî-

ìåîìîðôèçìîâ ïîëó÷åííàÿ ðàíåå ôîðìóëà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå |βa|ρ
|βa′ |

= |α+
s |

|α+
u | =

|α−
s |

|α−
u | .

Çàìåòèì, ÷òî ýòà ëåììà áûëà äîêàçàíà äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ âûáîðà îòîáðàæåíèé ψσu
a′
,

ψσu
a
, ψσs

a
è ψσs

a′
. Îäíàêî, âñå ïðèìåíÿâøèåñÿ ìîäèôèêàöèè ñóòü êîìïîçèöèÿ èíâîëþöèè

mirz (îòîáðàæåíèå ñèììåòðèè R3 îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè z = 0 ) è íåêîòîðûõ èñõîä-
íûõ îòîáðàæåíèé, ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ èíâîëþöèè îáðàòíî, ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå
ôîðìóëû äëÿ Ĥs è Ĥu âî âñåõ ñëó÷àÿõ.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Íàïîìíèì, ÷òî â òåîðåìå 1.1. ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêèå òî÷êè êàñàíèÿ a, d ∈ A , ÷òî

σsd = σsa , σ
u
d = σua è çíàêè ïàðàìåòðîâ βd è βa ñîâïàäàþò.

Òåîðåìà 1.1. Åñëè äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ Ψ∗ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû ïîñðåä-
ñòâîì ãîìåîìîðôèçìà h òàêîãî, ÷òî h(a) = a′ , h(d) = d′ , h(σsa) = σsd è h(σua) = σud , òî
τad = τa

′

d′ .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âûáåðåì ëþáóþ èç òî÷åê a è d (íàïðèìåð, a ) è ïðîäåëàåì

äëÿ íå¼ ïðîöåäóðó âûáîðà ëèíåàðèçóþùèõ îêðåñòíîñòåé è îòîáðàæåíèé ïåðåõîäà â òî÷-
íîñòè, êàê â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 4.1.. Èç ëåììû 3.5. ñëåäóåò, ÷òî åñëè çíàêè ïàðàìåòðîâ
βd è βa ñîâïàäàëè ïðè êàêîì-òî âûáîðå, òî îíè ñîâïàäóò è ïðè ëþáîì äðóãîì. Íåòðóäíî
ïîêàçàòü, ÷òî ïðîöåäóðà âûáîðà èç ëåììû 4.1. ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî çíàêè ïàðàìåòðîâ βd′

è βa′ òîæå ñîâïàäóò. Íî òîãäà èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ |βa|ρ
|βa′ |

= |α+
s |

|α+
u | è

|βd|ρ
|βd′ |

= |α+
s |

|α+
u | . Ïî-

ëó÷àåì ðàâåíñòâà |βa|ρ
|βa′ |

= |βd|ρ
|βd′ |

, îòêóäà
∣∣∣βaβd ∣∣∣ 1

lnµa
=
∣∣∣βa′βd′

∣∣∣ 1
lnµa′ , òî åñòü èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

ïàðàìåòðîâ τad = τa
′

d′ .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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Necessary conditions for topological conjugacy of

3-manifolds di�eomorphisms with orbits of heteroclinic

tangency

c⃝ E. A. Grines4, O. V. Pochinka5

Abstract. In present paper we consider a class of 3-manifolds' di�eomorphisms with �nite
hyperbolic chain recurrent set and �nite number of heteroclinic tangencies' orbits. We prove
that necessary conditions for topological conjugacy of two di�eomorphisms from this class is a
generalization of moduli of stability for analogous two dimensional di�eomorphisms.

Key Words: topological conjugacy, heteroclinic tangencies, moduli of stability

4 Graduate student of numerical and functional analysis chair of Nizhny Novgorod State University after
N.I. Lobachevsky; grineseugene@mail.ru

5 Docent of theory function chair of Nizhny Novgorod State University after N.I. Lobachevsky; olga-
pochinka@yandex.ru

MVMS journal. 2013. V. 15, No. 4


