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Èññëåäîâàíèå äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè çàùèòíîãî

ýêðàíà ïðè ñâåðõçâóêîâîì îáòåêàíèè ïîòîêîì ãàçà

c⃝ À. Â. Àíêèëîâ1, Ï. À. Âåëüìèñîâ2, Â. À. Ñóäàêîâ3

Àííîòàöèÿ. Èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñâÿçàííîé ñè-
ñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, îïèñûâàþùåé äèíàìèêó
óïðóãîé ñòåíêè (çàùèòíîãî ýêðàíà) ðåçåðâóàðà, çàïîëíåííîãî æèäêîñòüþ, ïðè âçàèìîäåé-
ñòâèè ñòåíêè ñî ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà. Îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè óïðóãîãî òåëà ñîîò-
âåòñòâóåò êîíöåïöèè óñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïî Ëÿïóíîâó. Íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ
ñìåøàííîãî ôóíêöèîíàëà òèïà Ëÿïóíîâà ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, íà-
ëàãàþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà ñêîðîñòü ïîòîêà, èçãèáíóþ æåñòêîñòü ñòåíêè è äðóãèå ïàðàìåòðû
ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: àýðîãèäðîóïðóãîñòü, äèíàìèêà, óïðóãàÿ ïëàñòèíà, äåôîðìàöèÿ, ñâåðõ-
çâóêîâîé ïîòîê ãàçà, æèäêîñòü, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè,
ôóíêöèîíàë, óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó

1. Ââåäåíèå

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêöèé, óñòðîéñòâ, ïðèáîðîâ, àïïàðàòîâ, ñèñòåì
è ò. ä., íàõîäÿùèõñÿ âî âçàèìîäåéñòâèè ñ ãàçîæèäêîñòíîé ñðåäîé (îáòåêàåìûõ ïîòîêîì
æèäêîñòè èëè ãàçà), íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ èññëåäîâàíèåì äèíàìèêè è
óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ýëåìåíòîâ, òðåáóåìîé äëÿ èõ êà÷åñòâåííîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ è
íàä¼æíîñòè ýêñïëóàòàöèè [2] - [21]. Âîçäåéñòâèå ïîòîêà ìîæåò ïðèâîäèòü ê ýôôåêòàì,
ÿâëÿþùèìñÿ ïðè÷èíîé íàðóøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ñâîéñòâ ýëåìåíòîâ, âïëîòü äî èõ ðàç-
ðóøåíèÿ (íàïðèìåð, ïðèâîäèòü ê ñîñòîÿíèþ íåóñòîé÷èâîñòè âñëåäñòâèå óâåëè÷åíèÿ àì-
ïëèòóäû èëè óñêîðåíèÿ êîëåáàíèé äî êðèòè÷åñêè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé). Òàêàÿ ïðîáëåìà,
êîãäà íåóñòîé÷èâîñòü ÿâëÿåòñÿ íåãàòèâíûì ÿâëåíèåì, âîçíèêàåò, íàïðèìåð, ïðè ïðîåêòè-
ðîâàíèè ñîñòàâíûõ ÷àñòåé ëåòàòåëüíûõ è ïîäâîäíûõ àïïàðàòîâ: ýëåðîíà � ñîñòàâíîé ÷àñòè
êðûëà; ðóëÿ âûñîòû � ñîñòàâíîé ÷àñòè ñòàáèëèçàòîðà, ðóëÿ íàïðàâëåíèÿ � ñîñòàâíîé ÷à-
ñòè êèëÿ; ïàíåëè � ñîñòàâíîé ÷àñòè ôþçåëÿæà èëè êðûëà [2], [5], [6], [8], [9], [12], [13], [14],
[17]. Àíàëîãè÷íàÿ ïðîáëåìà âîçíèêàåò ïðè èññëåäîâàíèè òå÷åíèé â ïðîòî÷íûõ êàíàëàõ,
òðóáîïðîâîäàõ ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ, ñîäåðæàùèõ óïðóãèå ýëåìåíòû [7], [10], [11], [14],
[15], [18].

Â òî æå âðåìÿ äëÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ íåêîòîðûõ òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ ÿâëåíèå âîç-
áóæäåíèÿ êîëåáàíèé ïðè àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêîì âîçäåéñòâèè, óêàçàííîå âûøå â êà÷å-
ñòâå íåãàòèâíîãî, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Ïðèìåðàìè ïîäîáíûõ óñòðîéñòâ, îòíîñÿùèõñÿ
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ê âèáðàöèîííîé òåõíèêå è èñïîëüçóåìûõ äëÿ èíòåíñèôèêàöèè òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåñ-
ñîâ, ÿâëÿþòñÿ óñòðîéñòâà äëÿ ïðèãîòîâëåíèÿ îäíîðîäíûõ ñìåñåé è ýìóëüñèé, â ÷àñòíîñòè,
óñòðîéñòâà äëÿ ïîäà÷è ñìàçî÷íî-îõëàæäàþùåé æèäêîñòè â çîíó îáðàáîòêè (ñì., íàïðèìåð
[20]). Äðóãèì ïðèìåðîì, êîãäà äåôîðìàöèÿ óïðóãèõ ýëåìåíòîâ ïðè àýðîãèäðîäèíàìè÷å-
ñêîì âîçäåéñòâèè íåîáõîäèìà äëÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïðèáîðîâ è ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé èõ
ðàáîòû, ÿâëÿþòñÿ äàò÷èêè äàâëåíèÿ [3], [4], [16], [19].

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü óïðóãîé ñòåíêè (çàùèòíîãî ýêðàíà)
ðåçåðâóàðà, çàïîëíåííîãî æèäêîñòüþ, ïðè îáòåêàíèè ñòåíêè ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà.
Îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè óïðóãîãî òåëà ñîîòâåòñòâóåò êîíöåïöèè óñòîé÷èâîñòè äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì ïî Ëÿïóíîâó. Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå. Íà îñíîâå
ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèîíàëà äëÿ ñâÿçàííîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ äâóõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé � ïðîãèáà (äåôîðìàöèè) óïðóãîé ñòåíêè
ðåçåðâóàðà è ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè æèäêîñòè, çàïîëíÿþùåé ðåçåðâóàð, ïîëó÷åíû óñëîâèÿ
óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû, è, òåì ñàìûì, óñëîâèÿ äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
óïðóãîé ñòåíêè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à î äèíàìèêå óïðóãîé ñòåíêè ðåçåðâóàðà G− = {(x, y) ∈
R2 : 0 < x < l,−h < y < 0} , çàïîëíåííîãî æèäêîñòüþ. Óïðóãîé ÿâëÿåòñÿ ñòåíêà, çàíè-
ìàþùàÿ ïîëîæåíèå y = 0 , 0 < x < l è ìîäåëèðóåìàÿ óïðóãîé ïëàñòèíîé. Îñòàëüíûå
ñòåíêè ( x = 0 , x = l è y = −h ) ñ÷èòàþòñÿ íåäåôîðìèðóåìûìè (ðèñ. 2.1). Â îáëàñòè
G+ = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ (−∞,+∞), y ∈ (0,+∞)} ïðîòåêàåò ñâåðõçâóêîâîé ïîòîê ãàçà â
íàïðàâëåíèè îñè Ox ñî ñêîðîñòüþ V0 > a0 , ãäå a0 � ñêîðîñòü çâóêà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

÷èñëî Ìàõà M0 =
V0
a0

>
√
2 .

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ðåçåðâóàð ñ äåôîðìèðóåìîé ñòåíêîé, îáòåêàåìîé ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: w(x, t) � ôóíêöèÿ äåôîðìàöèè (ïðîãèá) ïëàñòèíû; φ(x, y, t) �
ïîòåíöèàë ñêîðîñòè æèäêîñòè â îáëàñòè G− . Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è:

φxx + φyy = 0, (x, y) ∈ G−; (2.1)

φy(x,−h, t) = 0, φy(x, 0, t) = wt(x, t), x ∈ (0, l), t ≥ 0; (2.2)

φx(0, y, t) = 0, φx(l, y, t) = 0, y ∈ (−h, 0), t ≥ 0; (2.3)

mwtt(x, t) +Dwxxxx(x, t) =
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= (p− − ρ−φt(x, 0, t))− p+ − ρ+V0√
M2

0 − 1

(
V0wx(x, t) +

M2
0 − 2

M2
0 − 1

wt(x, t)

)
; (2.4)

w(0, t) = wxx(0, t) = w(l, t) = wxx(l, t) = 0, t ≥ 0; (2.5)

w(x, 0) = f1(x), wt(x, 0) = f2(x), x ∈ (0, l). (2.6)

Çäåñü èíäåêñû x, y, t ñíèçó îáîçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå ïî x, y è t ; D è m � èçãèáíàÿ
æåñòêîñòü è ïîãîííàÿ ìàññà ïëàñòèíû; V0 , ρ+ , p+ � ñêîðîñòü ãàçà, ïëîòíîñòü è äàâëåíèå
â íàáåãàþùåì îäíîðîäíîì ïîòîêå â îáëàñòè G+ ; ρ− , p− � ïëîòíîñòü è äàâëåíèå æèäêîñòè
â îáëàñòè G− â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Ñëàãàåìîå

−p+ − ρ+V0√
M2

0 − 1

(
V0wx(x, t) +

M2
0 − 2

M2
0 − 1

wt(x, t)

)
(2.7)

â óðàâíåíèè (2.4) îïèñûâàåò âîçäåéñòâèå íà ïëàñòèíó ñâåðõçâóêîâîãî ïîòîêà ãàçà [1]. Óðàâ-
íåíèå (2.1) îïèñûâàåò äèíàìèêó æèäêîñòè â îáëàñòè G− â ìîäåëè èäåàëüíîé íåñæèìàå-
ìîé ñðåäû; (2.2) - (2.3) � óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ; (2.4) � óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äèíàìèêó
óïðóãîé ñòåíêè ðåçåðâóàðà ñ ó÷åòîì àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ íà íå¼; óñëîâèÿ
(2.5) ñîîòâåòñòâóþò øàðíèðíîìó çàêðåïëåíèþ êîíöîâ óïðóãîãî ýëåìåíòà ðåçåðâóàðà; (2.6)
� íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.

Óðàâíåíèÿ è óñëîâèÿ (2.1) - (2.6) îáðàçóþò íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ îïðåäåëåíèÿ
äâóõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé w(x, t) è φ(x, y, t) .

3. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè

Òàê êàê ñèñòåìà (2.1) - (2.5) ëèíåéíàÿ, òî äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü íóëå-
âîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâó-
þùåå óðàâíåíèþ (2.4), èìååò âèä:

mwtt(x, t) +Dwxxxx(x, t) = −ρ−φt(x, 0, t)−
ρ+V0√
M2

0 − 1

(
V0wx(x, t) +

M2
0 − 2

M2
0 − 1

wt(x, t)

)
. (3.1)

Ïîëó÷èì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó íóëåâîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé
çàäà÷è (2.1) - (2.3), (2.5), (3.1) ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ óñëîâèé (2.6).
Ââåäåì ôóíêöèîíàë

J(t) =

l∫
0

(mw2
t +Dw

2
xx+2mθwwt+αkθw

2+2ρ−θwφ(x, 0, t))dx+ρ−
∫∫
G−

(φ2
x+φ

2
y)dxdy, (3.2)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ α =
ρ+V0√
M2

0 − 1
, k =

M2
0 − 2

M2
0 − 1

, à θ > 0 � íåêîòîðûé ïîëîæèòåëü-

íûé ïàðàìåòð, îïðåäåëÿåìûé â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ îò J ïî t

Jt(t) = 2

l∫
0

(mwtwtt +Dwxxwtxx +mθw2
t +mθwwtt + αkθwwt+

+ρ−θwtφ(x, 0, t) + ρ−θwφt(x, 0, t))dx+ 2ρ−
∫∫
G−

(φxφxt + φyφyt)dxdy. (3.3)

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 4



40 À. Â. Àíêèëîâ, Ï. À. Âåëüìèñîâ, Â. À. Ñóäàêîâ

Ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå (2.1) è óñëîâèÿ (2.2) - (2.3), ïîëó÷èì

∫∫
G−

(φxφxt + φyφyt)dxdy =

0∫
−h

dy

l∫
0

φxφxtdx+

l∫
0

dx

0∫
−h

φyφytdy =

l∫
0

wtφt(x, 0, t)dx. (3.4)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.1) è (3.4) â (3.3), íàõîäèì

Jt(t) = 2

l∫
0

(wt(−Dwxxxx − ρ−φt(x, 0, t)− αV0wx − αkwt) +Dwxxwtxx+

+mθw2
t + θw(−Dwxxxx − ρ−φt(x, 0, t)− αV0wx − αkwt) + αkθwwt+ (3.5)

+ρ−θwtφ(x, 0, t) + ρ−θwφt(x, 0, t) + ρ−wtφt(x, 0, t))dx.

Ïðîèçâåäåì èíòåãðèðîâàíèå ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (2.5)

l∫
0

wxxxxwtdx =

l∫
0

wxxwtxxdx,

l∫
0

wwxxxxdx =

l∫
0

w2
xxdx,

l∫
0

wwxdx = 0. (3.6)

Óìíîæèì óðàâíåíèå (2.1) íà φ(x, y, t) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáëàñòè G−

∫∫
G−

φ(φxx + φyy)dxdy =

l∫
0

φ(x, 0, t)wtdx−
∫∫
G−

(φ2
x + φ2

y)dxdy = 0. (3.7)

Èç (3.7) ñëåäóåò, ÷òî
l∫

0

φ(x, 0, t)wtdx =

∫∫
G

(φ2
x + φ2

y)dxdy. (3.8)

Ó÷èòûâàÿ (3.6) - (3.8), ñîãëàñíî (3.5) ïîëó÷èì

Jt(t) = −2

l∫
0

(αV0wtwx + (αk −mθ)w2
t+

+Dθw2
xx − (ρ−θ + γ)wtφ(x, 0, t))dx− 2γ

∫∫
G

(φ2
x + φ2

y)dxdy, (3.9)

ãäå γ > 0 � íåêîòîðûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð.
Ïðîâåäåì îöåíêè èíòåãðàëîâ ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.3), (2.5). Ñîãëàñíî íåðà-

âåíñòâó Ðýëåÿ [22] èìååì
l∫

0

w2
xxdx ≥ λ1

l∫
0

w2
xdx, (3.10)

ãäå λ1 =
π2

l2
� íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàåâîé çàäà÷è ψxxxx = −λψxx, x ∈ [0, l]

ñ óñëîâèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè (2.5);∫∫
G

φ2
xdxdy ≥ η1

∫∫
G

φ2dxdy, (3.11)
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ãäå η1 =
π2

l2
� íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàåâîé çàäà÷è ψxx = −ηψ, x ∈ (0, l) ,

ñ óñëîâèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè (2.3). Ðàññìîòðåííûå êðàåâûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ñàìîñî-
ïðÿæåííûìè è ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûìè.

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, èìååì 0∫
y

φydy

2

≤
0∫
y

12dy

0∫
y

φ2
ydy.

Ñëåäîâàòåëüíî,

(φ(x, 0, t)− φ(x, y, t))2 ≤ −y
0∫

−h

φ2
ydy. (3.12)

Ïðîèíòåãðèðóåì (3.12) ïî îáëàñòè G−

∫∫
G−

(φ(x, 0, t)− φ(x, y, t))2dxdy ≤
∫∫
G−

−y
0∫

−h

φ2
ydy

 dxdy =
h2

2

∫∫
G−

φ2
ydxdy. (3.13)

Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâ (3.10), (3.11), (3.13) ñîãëàñíî (3.9) ïîëó÷èì äëÿ Jt ñëåäóþùóþ
îöåíêó

Jt(t) ≤ −2

∫∫
G

(
1

h

(
αV0wtwx + (αk −mθ)w2

t +
Dθπ2

l2
w2
x − (ρ−θ + γ)wtφ(x, 0, t)

)
+

+γ

(
π2

l2
+

2

h2

)
φ2(x, y, t)− 4γ

h2
φ(x, 0, t)φ(x, y, t) +

2γ

h2
φ2(x, 0, t)

)
dxdy. (3.14)

Ðàññìîòðèì â (3.14) êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó îòíîñèòåëüíî wt, wx, φ(x, 0, t), φ(x, y, t) , ìàò-
ðèöà êîòîðîé èìååò âèä:

αk −mθ

h

αV0
2h

−ρ
−θ + γ

2h
0

αV0
2h

Dθπ2

hl2
0 0

−ρ
−θ + γ

2h
0

2γ

h2
−2γ

h2

0 0 −2γ

h2
γ(
π2

l2
+

2

h2
)


. (3.15)

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà, çàïèøåì óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ýòîé êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû

∆1 > 0 ⇒ αk −mθ > 0, (3.16)

∆2 > 0 ⇒ 4Dθπ2(αk −mθ)− α2V 2
0 l

2 > 0, (3.17)

∆3 > 0 ⇒ 2γ(4Dθπ2(αk −mθ)− α2V 2
0 l

2)− (ρ−θ + γ)2Dθπ2h > 0, (3.18)

∆4 ≥ 0 ⇒ π2

l2
[2γ(4Dθπ2(αk−mθ)−α2V 2

0 l
2)−(ρθ+γ)2Dθπ2h]− 2

h2
(ρ−θ+γ)2Dθπ2h ≥ 0, (3.19)
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ãäå ∆1,∆2,∆3,∆4 � óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû (3.15). Ïðè ýòîì èç (3.19) ñëåäóåò âûïîë-
íåíèå íåðàâåíñòâ (3.16) - (3.18). Ðàññìîòðèì â (3.19) ñëó÷àé ðàâåíñòâà è íàéäåì ïàðàìåòð
γ > 0 :

(π2h2 + 2l2)Dθγ2 − (8Dθπ2h(αk −mθ)−
−2α2V 2

0 l
2h− 2(π2h2 + 2l2)Dρ−θ2)γ + 4(π2h2 + 2l2)D2(ρ−)2θ3 = 0. (3.20)

Ïóñòü êîðåíü êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (3.20) γ > 0 . Òîãäà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå
íåðàâåíñòâà

8Dθπ2h(αk −mθ)− 2α2V 2
0 l

2h− 2(π2h2 + 2l2)Dρθ2 > 0, (3.21)

D = (8Dθπ2h(αk−mθ)− 2α2V 2
0 l

2h− 2(π2h2 +2l2)Dρθ2)2 − 4(π2h2 +2l2)D2ρ2θ3 ≥ 0, (3.22)

ãäå D � äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ (3.20). Ïàðàìåòð γ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ðàâåí-
ñòâîì

γ =
8Dθπ2h(αk −mθ)− 2α2V 2

0 l
2h− 2(π2h2 + 2l2)Dρθ2 +

√
D

(π2h2 + 2l2)2Dθ
. (3.23)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (3.21), (3.22) èç (3.14) ïîëó÷èì

Jt(t) ≤ 0 ⇒ J(t) ≤ J(0) (3.24)

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó ψxxxx = ηψ, x ∈ [0, l] ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2.5). Ýòà
çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé è ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîé. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Ðý-
ëåÿ [22], èìååì

l∫
0

w2
xxdx ≥ η1

l∫
0

w2dx, (3.25)

ãäå η1 =
π4

l4
� íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è.

Îöåíèì J(t), èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (3.25), (3.11) è (3.13)

J(t) =

l∫
0

(
mw2

t +D(1− χ)w2
xx +Dχw2

xx + 2mθwwt + αkθw2 + 2ρ−θwφ(x, 0, t)
)
dx+

+ρ−
∫∫
G−

(φ2
x+φ

2
y)dxdy ≥

∫∫
G−

(
1

h

(
mw2

t +

(
Dχ

π4

l4
+ αkθ

)
w2 + 2mθwwt + 2ρ−θwφ(x, 0, t)

)
+

+ρ−
(
π2

l2
+

2

h2

)
φ2(x, y, t)− 4ρ−

h2
φ(x, 0, t)φ(x, y, t) +

2ρ−

h2
φ2(x, 0, t)dxdy

)
+

+

l∫
0

π2

l2
D(1− χ)w2

xdx, (3.26)

ãäå χ ∈ (0, 1).
Â (3.26) èìååì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó îòíîñèòåëüíî wt, w, φ(x, 0, t), φ(x, y, t) , ìàòðèöà

êîòîðîé èìååò âèä: 

m

h

mθ

h
0 0

mθ

h

Dχπ4

hl4
+
αkθ

h

ρ−θ

h
0

0
ρ−θ

h

2ρ−

h2
−2ρ−

h2

0 0 −2ρ−

h2
ρ−π2

l2
+

2ρ−

h2


(3.27)
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Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà, çàïèøåì óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ýòîé êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû

∆1 > 0 ⇒ m

h
> 0, (3.28)

∆2 > 0 ⇒ Dπ4

l4
+ αkθ −mθ2 > 0, (3.29)

∆3 > 0 ⇒ 2

(
Dπ4

hl4
+ αkθ −mθ2

)
− ρ−hθ2 > 0, (3.30)

∆4 > 0 ⇒ π2h

(
2

(
Dπ4χ

l4
+ αkθ −mθ2

)
− ρ−hθ2

)
− 2ρ−θ2l2 ≥ 0, (3.31)

ãäå ∆1,∆2,∆3,∆4 � óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû (3.27). Ïðè ýòîì èç (3.31) ñëåäóåò âûïîë-
íåíèå íåðàâåíñòâ (3.28) - (3.30). Ðàññìîòðèì â (3.31) ñëó÷àé ðàâåíñòâà è íàéäåì èç íåãî
ïàðàìåòð χ :

χ =
(2ρ−θ2l2 + ρ−h2θ2π2 − 2αkθ + 2mθ2)l4

Dπ4
∈ (0, 1). (3.32)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (3.32) èç (3.26) ïîëó÷èì

J(t) ≥
l∫

0

π2

l2
D(1− χ)w2

xdx. (3.33)

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî èìååì

l∫
0

w2
xdx ≥ 1

l
w2(x, t). (3.34)

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

π2

l3
D(1− χ)w2(x, t) ≤ J(0) =

l∫
0

(mw2
t (x, 0) +Dw2

xx(x, 0) + 2mθw(x, 0)wt(x, 0)+

+αkθw2(x, 0) + 2ρ−θw(x, 0)φ(x, 0, 0))dx+ ρ−
∫∫
G−

(φ2
x(x, y, 0) + φ2

y(x, y, 0))dxdy, (3.35)

îòêóäà ñëåäóåò

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3.21), (3.22) è (3.32). Òîãäà ðåøå-
íèå w(x, t) ñèñòåìû (2.1) - (2.4) óñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ
çíà÷åíèé w(x, 0), wt(x, 0), φ(x, 0, 0), φx(x, y, 0), φy(x, y, 0) , åñëè w(x, t) óäîâëåòâîðÿåò ãðà-
íè÷íûì óñëîâèÿì (2.5).

Óñëîâèÿ (3.21), (3.22) è (3.32) íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèÿ íà ñêîðîñòü íàáåãàþùåãî ïî-
òîêà V0 , èçãèáíóþ æåñòêîñòü ïëàñòèíû D è äðóãèå ïàðàìåòðû ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò óñòîé÷èâûå è
íåóñòîé÷èâûå äåôîðìàöèè óïðóãîé ñòåíêè ðåçåðâóàðà ïðè îáòåêàíèè ñâåðõçâóêîâûì ïî-
òîêîì ãàçà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óïðóãèé ýëåìåíò (E = 7 ∗ 1012 � ìîäóëü óïðóãîñòè,
ρpl = 2699 � ïëîòíîñòü, hpl = 0.1 � òîëùèíà) îáòåêàåòñÿ ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì âîçäóõà
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( ρ+ = 1.3 ), ïðè ýòîì ðåçåðâóàð çàïîëíåí âîäîé ( ρ− = 998.2 ). Äðóãèå ïàðàìåòðû ìåõà-
íè÷åñêîé ñèñòåìû: l = 1 ; h = 1 ; m = 269.9 (ïîãîííàÿ ìàññà); ν = 0.34 (êîýôôèöèåíò

Ïóàññîíà); D =
Eh3pl

12(1− ν2)
= 6.5958 ·108 (èçãèáíàÿ æåñòêîñòü). Âñå çíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â

ñèñòåìå ÑÈ. Â òàáëèöå θ1 � îäíî èç äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (3.21), (3.22)

Òàáëèöà 1: Ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ

V θ1 γ1 χ1

490 0.06919 91.287501 6.81334 · 10−10

1000 0.16909 1.0026793 · 103 3.17033 · 10−9

1500 0.19619 9.0953294 · 102 4.54533 · 10−9

2000 0.22696 7.5318142 · 102 6.50794 · 10−9

2500 0.26492 5.8339841 · 102 9.43254 · 10−9

3000 0.31077 4.1587400 · 102 1.36823 · 10−8

3400 1.30290 -99.84876 2.95824 · 10−7

4000 1.06029 -1.046242 1.93260 · 10−7

è (3.32); γ1 îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (3.23), à χ1 íàõîäèòñÿ èç (3.32). Ïðèâåäåííûé ïðè-
ìåð ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà óñòîé÷èâîñòü íàáëþäàåòñÿ ïðè ñêîðîñòÿõ íàáåãàþùåãî
ïîòîêà â ïîëóèíòåðâàëå [490, 3000) , äàííûé ôàêò îáóñëîâëåí òåì, ÷òî ïàðàìåòð γ1 ïðè
ñêîðîñòÿõ âûøå 3000 ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì, íàðóøàåòñÿ óñëîâèå(3.23). Òàêèì îáðà-
çîì, ïðè ñêîðîñòÿõ âûøå, ÷åì V = 3000 , îïðåäåëåííîãî âûâîäà îá óñòîé÷èâîñòè ñäåëàòü
íåëüçÿ.
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Stability of the problem on the protective shield in the

supersonic air �ow.

c⃝ A. V. Ankilov4, P. A. Velmisov5, V. A. Sudakov6

Abstract. The stability of solutions of initial-boundary value problem for the related system of
di�erential equations describing the dynamics of the elastic wall of the container �lled with gas
(liquid), and its interaction with a supersonic �ow of gas (liquid). De�nition of stability of the
elastic body corresponds to the concept of dynamical systems, Lyapunov. We obtain su�cient
conditions for stability, imposing limits on �ow rate, the �exural rigidity of the elastic walls and
other parameters of the mechanical system.

Key Words: aerohydroelasticity, dynamic, elastic plate, deformation, the supersonic �ow of gas,
liquid, di�erential equations with partial derivatives, the functional stability of the Lyapunov
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