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Ðàçëîæåíèå íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà äëÿ

íåòðàíçèòèâíûõ ñ÷åòíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ìàðêîâñêèõ

öåïåé

c⃝ Ì. È. Ìàëêèí1

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ÷åòíûå òîïîëîãè÷åñêèå ìàðêîâñêèå öåïè, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåòðàíçèòèâíûå. Ïîêàçàíî, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèÿ ñäâèãà íà êîìïàê-
òèôèêàöèè ïðîñòðàíñòâà îðáèò ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåñâÿçíîé ñóììû íåáëóæäàþùèõ ìíî-
æåñòâ òðàíçèòèâíûõ êîìïîíåíò ïëþñ, âîçìîæíî, îäíà óñòîé÷èâàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà � ñèì-
âîëè÷åñêàÿ áåñêîíå÷íîñòü. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷åí ðåçóëüòàò îá àïïðîêñèìàöèè òîïî-
ëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè ðàçëîæèìîé ñ÷åòíîé òîïîëîãè÷åñêîé ìàðêîâñêîé öåïè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîïîëîãè÷åñêèå ìàðêîâñêèå öåïè, òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ, îòîáðàæå-
íèå ñäâèãà

1. Ââåäåíèå

Òîïîëîãè÷åñêèå ìàðêîâñêèå öåïè (ÒÌÖ) ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå ñèìâî-
ëè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòðóê-
òóðîé, âêëþ÷àÿ íåðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèå è ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèñòåìû; äåëî
â òîì, ÷òî ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî òàêèõ ñèñòåì îáû÷íî äîïóñêàåò ìàðêîâñêîå ðàçáèåíèå
(âîçìîæíî, ñ÷¼òíîå). Ê òàêèì êëàññàì ñèñòåì îòíîñÿòñÿ ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùèå àêèî-
ìå À Ñ.Ñìåéëà, ãèïåðáîëè÷åñêèå áèëüÿðäû, ãåîìåòðè÷åñêèå ìîäåëè àòòðàêòîðà Ëîðåíöà,
îäíîìåðíûå êóñî÷íî-ìîíîòîííûå îòîáðàæåíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïè-
åé è äð. (ñì. [1], [3],[4], [7], [2], [6] ). Â ÷àñòíîñòè, Ô. Õîôáàóýð äîêàçàë (ñì. [5]), ÷òî äëÿ
êóñî÷íî-ìîíîòîííîãî, êóñî÷íî-íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f èíòåðâàëà I ñ ïîëîæèòåëü-
íîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé ìîæíî ïîñòðîèòü êîíå÷íóþ èëè ñ÷¼òíóþ ÒÌÖ (ΩA, σ) ñ
ìàòðèöåé ïåðåõîäîâ A , òàêóþ, ÷òî f : I → I òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ñ îòîáðàæåíèåì
ñäâèãà σ : ΩA → ΩA (òî÷íåå ãîâîðÿ, ñîïðÿæåííîñòü èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ òî÷åê, êðîìå,
âîçìîæíî, òàê íàçûâàåìîãî ¾ìàëîãî ìíîæåñòâà¿, ò.å. òàêîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå íå ñîäåð-
æèò ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê è îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîé ñîñðåäîòî÷åííîé íà
í¼ì èíâàðèàíòíîé ìåðû ýíòðîïèÿ Êîëìîãîðîâà-Ñèíàÿ ðàâíà íóëþ). Òåì ñàìûì, èçó÷åíèå
òîïîëîãè÷åñêèõ è ýðãîäè÷åñêèõ ñâîéñòâ îäíîìåðíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé ñ
ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé ìîæíî ñâåñòè ê ðàññìîòðåíèþ ñ÷¼òíûõ òîïî-
ëîãè÷åñêèõ ìàðêîâñêèõ öåïåé.

Â îòëè÷èå îò êîíå÷íûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ìàðêîâñêèõ öåïåé, ïðîñòðàíñòâî ΩA ñ÷åò-
íîé ÒÌÖ íåêîìïàêòíî è ïîýòîìó çäåñü âîçíèêàþò ñåðüåçíûå ïðîáëåìû ïðè îáîáùåíèè
âàæíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ è ýðãîäè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ìàðêîâñêèõ öåïåé, â ÷àñò-
íîñòè òåîðèè Ïåððîíà-Ôðîáåíèóñà. Â ñëó÷àå ñëîæíûõ ñèñòåì ñ íåðàâíîìåðíî ãèïåðáî-
ëè÷åñêîé èëè ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå íåáëóæ-
äàþùåãî ìíîæåñòâà íà òðàíçèòèâíûå êîìïîíåíòû ìîæåò îêàçàòüñÿ áåñêîíå÷íûì, è òîãäà
ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ïîâåäåíèÿ íà òðàí-
çèòèâíûõ êîìïîíåíòàõ. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî äëÿ ÒÌÖ. Äëÿ íåðàçëîæèìîé
áåñêîíå÷íîé ìàòðèöû ïåðåõîäîâ A ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÒÌÖ òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíà,

1 Äîöåíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, Íèæåãîðîäñêèé ãîñó-
äàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; malkin@unn.ru
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è â ýòîì ñëó÷àå, êàê ïîêàçàëè Ä. Âåð-Äæîíñ è Á.Ì. Ãóðåâè÷ (ñì. [12], [10], [11]) óäàåòñÿ
÷àñòè÷íî îáîáùèòü ðåçóëüòàòû òåîðèè Ïåððîíà-Ôðîáåíèóñà.

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ÷åòíûå ÒÌÖ ñ ðàçëîæèìûìè ìàòðèöàìè ïåðåõî-
äîâ A . Â ýòîì ñëó÷àå äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (ΩA, σ)) íåòðàíçèòèâíà è ïîýòîìó, â ñèëó
íåêîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà ΩA , ìîãëî, àïðèîðè, îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíî-
æåñòâî êîìïàêòèôèêàöèè äàííîé ñèñòåìû ñîäåðæèò, êðîìå íåáëóæäàþùèõ òî÷åê òðàí-
çèòèâíûõ êîìïîíåíò, åùå è òî÷êè, àêêóìóëèðóþùèåñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Â òàêîì ñëó÷àå
âîçíèêàëè áû ñåðüåçíûå ïðîáëåìû èç-çà óñëîæíåíèÿ ñòðóêòóðû ïðåäåëüíûõ îðáèò è, ñî-
îòâåòñòâåííî, ïðîáëåìû ñ àïïðîêñèìàöèåé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè è èíâàðèàíòíûõ ìåð.
Êàê ïîêàçûâåò îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ñòàòüè (òåîðåìà 2.1.), íà ñàìîì äåëå íåáëóæ-
äàþùåå ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèÿ ñäâèãà íà êîìïàêòèôèêàöèè ïðîñòðàíñòâà îðáèò ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåñâÿçíîé ñóììû íåáëóæäàþùèõ ìíîæåñòâ òðàíçèòèâíûõ êîìïîíåíò
ïëþñ, âîçìîæíî, îäíà óñòîé÷èâàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà � ñèìâîëè÷åñêàÿ áåñêîíå÷íîñòü. Â
êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷åí ðåçóëüòàò îá àïïðîêñèìàöèè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè ðàçëî-
æèìîé ñ÷åòíîé òîïîëîãè÷åñêîé ìàðêîâñêîé öåïè.

2. Ðàçëîæåíèå íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà ñ÷åòíîé ÒÌÖ

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ìàòðèöó A = (ai,j)
∞
i,j=1 èç íóëåé è åäèíèö. Äàííîé ìàòðè-

öå ñëåäóþùèì îáðàçîì ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ñ÷åòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü
(ÒÌÖ). Ïóñòü N = {1, 2, . . .} � ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ (àëôàâèò) è ïóñòü ΩA ⊂ NZ � ìíî-
æåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = (xn)

+∞
n=−∞ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ ïðè âñåõ n ∈ Z âûïîëíÿåòñÿ

axn,xn+1 = 1.

Ìåòðèêà ρ íà ïðîñòðàíñòâå ΩA ââîäèòñÿ òàê:

ρ(x, y) =
+∞∑

n=−∞

1

2|n|
| 1

xn
− 1

yn
| . (2.1)

ÒÌÖ (ΩA, σ) åñòü òîïîëîãè÷åñêîå (ìåòðè÷åñêîå) ïðîñòðàíñòâî ΩA , íà êîòîðîì äåéñòâóåò
îòîáðàæåíèå ñäâèãà σ : ΩA → ΩA , çàäàâàåìîå ôîðìóëîé σ(x) = y , ãäå yn = xn+1 äëÿ âñåõ
n ∈ Z . Î÷åâèäíî, ìåòðèêà ρ ñîãëàñîâàíà ñ òîïîëîãèåé ïðÿìîãî (òèõîíîâñêîãî) ïðîèçâåäå-
íèÿ íà ïðîñòðàíñòâå NZ ; çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî N íàäåëåíî äèñêðåòíîé
òîïîëîãèåé.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî ΩA íåêîìïàêòíî. ×òîáû êîìïàêòèôèöèðîâàòü ΩA , ðàñ-
ñìîòðèì ðàñøèðåííûé àëôàâèò ñ äîïîëíèòåëüíûì ñèìâîëîì ∞ , ò.å. N = N

∪
{∞} . Ìåò-

ðèêà íà N çàäàåòñÿ ïî ôîðìóëå d(n,m) =| 1
n
− 1

m
| , ãäå åñòåñòâåííî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

1
∞ = 0 . Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàìûêàíèå ïðîñòðàíñòâà ΩA â N

Z
, ò.å. ΩA = Clos(ΩA) .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâî ΩA êîððåêòíî ïðîäîëæàåòñÿ ìåòðèêà ρ , çàäàâàåìàÿ
ôîðìóëîé (1), è, êðîìå òîãî, ΩA ÿâëÿåòñÿ σ -èíâàðèàíòíûì.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé ïðîñòðàíñòâ ΩA è ΩA .

Ë å ì ì à 2.1. Ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî G ⊂ ΩA ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèëèíäðîâ èç ΩA . Òî æå ñàìîå
óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè çàìåíå ΩA íà ΩA .

Ìû âñþäó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëàãàåì, ÷òî A � áåñêîíå÷íàÿ ìàòðèöà èç
íóëåé è åäèíèö, íå èìåþùàÿ íè íóëåâûõ ñòðîê, íè íóëåâûõ ñòîëáöîâ (èíà÷å ñîîòâåòñòâó-
þùèé ñèìâîë ñëåäóåò èñêëþ÷èòü èç àëôàâèòà). Äàëåå, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ìàòðèöû
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A îïðåäåëåíû (êîíå÷íû) âñå ïîëîæèòåëüíûå ñòåïåíè, ò.å. Ak , i.e. a
(k)
i,j < +∞ ïðè ëþáûõ

i, j, k . Äëÿ I ⊂ N ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç A|I ïîäìàòðèöó ìàòðèöû A ñ èíäåêñíûì ìíîæå-
ñòâîì I . Äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç A|n êîíå÷íóþ ïîäìàòðèöó A|{1,2,...,n} ,
à ÷åðåç Â|k � áåñêîíå÷íóþ ïîäìàòðèöó A|{k,k+1,...} .

Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìîé, åñëè äëÿ ëþáûõ i, j ∈ N íàéäåòñÿ íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî k òàêîå, ÷òî a

(k)
i,j > 0 . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàòðèöà A ðàçëîæèìà. Òî÷íî òàê

æå, êàê è â ñëó÷àå êîíå÷íûõ ÒÌÖ (ñì., íàïðèìåð, [8]), äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåðàçëîæèìîñòü
ìàòðèöû A ýêâèâàëåíòíà òðàíçèòèâíîñòè ñèñòåìû (ΩA, σ) . Äëÿ íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû
A îáîçíà÷èì ÷åðåç d = d(A) å¼ èíäåêñ öèêëè÷íîñòè (ïåðèîä). Â ñëó÷àå d > 1 ìíîæåñòâî
èíäåêñîâ N ìîæíî ðàçáèòü íà d ïîäìíîæåñòâ I1, I2, ...Id òàê, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ èí-
äåêñîâ i ∈ Is, j ∈ It áóäåò ñóùåñòâîâàòü k > 0 , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ a

(k)
i,j > 0 , â òîì

è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà k ≡ (s− t)mod d .
Ïóñòü h(A) � òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ ñäâèãà σ íà êîìïàêòèôèêàöèè ΩA . Äëÿ

êîíå÷íîé ìàòðèöû B îáîçíà÷èì ÷åðåç h(B) òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ îãðàíè÷åíèÿ
h(σ|ΩB) . Á.Ì. Ãóðåâè÷ ïîêàçàë (ñì. [10], [11]), ÷òî äëÿ íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû A ñó-
ùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ íåðàçëîæèìûõ ïîäìàòðèö A|Jn , òàêàÿ, ÷òî

Jn ⊂ Jn+1 äëÿ âñåõ n ,
∪

Jn = N (2.2)

è âûïîëíÿåòñÿ
h(A) = lim

n→∞
h(A|Jn) = lim

n→∞
h(A|n). (2.3)

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà äàííîé ñòàòüè ìû ïîêàæåì, ÷òî ðàâåí-
ñòâî h(A) = limn→∞ h(A|n) ñïðàâåäëèâî è äëÿ ðàçëîæèìûõ ìàòðèö. Äëÿ ðàçëîæèìîé
ìàòðèöû A è èíäåêñà i ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåç I(i) ìàêñèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî (âîçìîæ-
íî, ïóñòîå) J ⊂ N òàêîå, ÷òî i ∈ J è ìàòðèöà A|J íåðàçëîæèìà, ò.å.

I(i) = {j ∈ N : ∃k1 > 0, ∃k2 > 0 ò.÷. a
(k1)
ij > 0, a

(k2)
ji > 0}.

Îáîçíà÷èì äëÿ ïðîñòîòû ìàòðèöó A|I(i) ÷åðåç Ai . Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî I(i) êî-
íå÷íî, òî ΩAi

= ΩAi
, ãäå çàïèñü ΩAi

îçíà÷àåò çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ΩAi
â ïðîñòðàíñòâå

ΩA . Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íîé ðàçëîæèìîé ìàòðèöû A íåáëóæäàþùåå ìíî-
æåñòâî NW (σ|ΩA) (î÷åâèäíî, íåêîìïàêòíîå) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ îðáèò
òðàíçèòèâíûõ êîìïîíåíò:

NW (σ|ΩA) =
∪
i

NW (σ|ΩAi
) =

∪
i

ΩAi
.

Äëÿ ïîíèìàíèÿ ïîâåäåíèÿ ïðåäåëüíûõ îðáèò ÒÌÖ (è â ÷àñòíîñòè, äëÿ îöåíêè òîïîëîãè-
÷åñêîé ýíòðîïèè, èíâàðèàíòíûõ ìåð) òðåáóåòñÿ íàéòè ðàçëîæåíèå íåáëóæäàþùåãî ìíî-
æåñòâà êîìïàêòèôèêàöèè (ΩA, σ) . Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî, ïîäîáíî íåêîì-
ïàêòèôèöèðîâàííîé ÒÌÖ, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâà êîìïàêòèôèêàöèè (ΩA, σ) îáëàäàåò
àíàëîãè÷íûì ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíèåì. Â ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ìû

èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå (∞) = (. . .∞∞∞ . . .) ∈ N
Z
.

Ò å î ð å ì à 2.1. Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèÿ ñäâèãà σ íà êîìïàê-
òèôèêàöèè ΩA ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

NW (σ|ΩA) = (
∪

ΩAi
)
∪

P,

ãäå P = (∞) , êîãäà èíäåêñíîå ìíîæåñòâî I(i) êîíå÷íî äëÿ âñåõ i , è P = ∅ â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàçîáüåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû íà îòäåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

(1) Åñëè x = (xn) ∈ ΩA è xn0 ̸= ∞, xn1 ̸= ∞ äëÿ íåêîòîðûõ n0 < n1 , òî xn ̸= ∞ ïðè
âñåõ n, n0 ≤ n ≤ n1 . Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ n2, n0 < n2 < n1 òàêîå,

÷òîh xn2 = ∞ . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y(m) = (y
(m)
n ) ∈ ΩA

òàêàÿ, ÷òî
y(m)
n0

= xn0 , y
(m)
n1

= xn1 äëÿ âñåõ m > 0; è lim
m→∞

y(m)
n2

= ∞.

Ïîýòîìó íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé yn2 , äëÿ êîòîðûõ

a
(n2−n0)
xn0 ,yn2

> 0, a
(n1−n2)
yn2 ,xn1

> 0 , è, çíà÷èò, a
(n1−n0)
xn0 ,xn1

= ∞ . Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ êî-
íå÷íîñòè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíåé ìàòðèöû A .

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè x ∈ ΩA \ ΩA ìîãóò èìåòü îäíó èç ñëåäóþùèõ ôîðì:
a) x = (. . . ,∞,∞,∞, xn0 , xn0+1, . . .), ò.å. xn = ∞ ïðè n < n0, xn <∞ ïðè n ≥ n0 ;

b) x = (. . . , xn1−1, xn1 ,∞,∞,∞, . . .), ò.å. xn <∞ ïðè n ≤ n1, xn = ∞ ïðè n > n1 ;
c) x = (. . . ,∞,∞, xn0 , . . . , xn1 ,∞,∞, . . .), ò.å. xn = ∞ ïðè n < n0 è ïðè n > n1, xn < ∞
ïðè n0 ≤ n ≤ n1 .

(2) Åñëè x = (xn) ∈ ΩA è xn0 = xn1 ̸= ∞ äëÿ íåêîòîðûõ n0 < n1 , òî I(xn) = I(xn0) ̸= ∅
ïðè âñåõ n, n0 ≤ n ≤ n1 .

Äåéñòâèòåëüíî, äàííîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç (1) è îïðåäåëåíèÿ èíäåêñíîãî ìíîæå-
ñòâà I(i) .

(3) Äëÿ âñåõ i âûïîëíÿåòñÿ NW (σ|ΩAi
) = ΩAi

.

Äåéñòâèòåëüíî, äàííîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç âêëþ÷åíèé:

NW (σ|ΩAi
) ⊃ Per(σ|ΩAi

) ⊃ Per(σ|ΩAi
) = ΩAi

,

ãäå Per îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, à çàìûêàíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ â
ïðîñòðàíñòâå ΩA .

(4) (∞) ∈ ΩA .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x(m) =

(x
(m)
n ) ∈ ΩA òàêóþ, ÷òî x

(m)
0 = m ïðè âñåõ m > 0 ( òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóùåñòâó-

åò, ïîñêîëüêó ìàòðèöà A íå ñîäåðæèò íè íóëåâûõ ñòðîê, íè ñòîëáöîâ). Äëÿ ïðåäåëüíîé
òî÷êè y = (yn) ∈ ΩA ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååì: y0 = ∞ . Òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ (1)
ñëåäóåò, ÷òî ëèáî yn = ∞ ïðè âñåõ n ≤ 0 , ëèáî yn = ∞ ïðè âñåõ n ≥ 0 . Ïîýòîìó ëèáî
σ−k(y) , ëèáî σk(y) ñòðåìèòñÿ ê (∞) ïðè k → +∞ .

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈
NW (σ|ΩA) \ (∞) è öåëîå ÷èñëî l òàêîå, ÷òî xl ̸= ∞ . Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m
ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü Um òî÷êè (x) , çàäàâàåìóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì: Um = {y =

(yn) ∈ ΩA : åñëè äëÿ äàííîãî n, l − m ≤ n ≤ l + m , âûïîëíÿåòñÿ xn ̸= ∞ , òî yn = xn ;
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå yn > m} .
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Ïîñêîëüêó òî÷êà x íåáëóæäàþùàÿ, ñóùåñòâóþò ÷èñëî km > m è òî÷êà y(m) = (y
(m)
n ) ∈

Um
∩
σ−km(Um) . Òîãäà y

(m)
l = xl, y

(m)
l+km

= xl è â ñèëó óòâåðæäåíèÿ (2), y
(m)
n ∈ I(xl) ïðè

âñåõ n, l ≤ n ≤ l + km . Âîçüìåì òî÷êó z(m) = (z
(m)
n ) ∈ ΩAxl

òàêóþ, ÷òî

z(m)
n =

{
y
(m)
n ïðè l ≤ n ≤ l +m

y
(m)
n+km

ïðè l −m ≤ n ≤ l

Î÷åâèäíî, limm→∞ z(m) = x , è ïîýòîìó x ∈ ΩAxl
. So we have

NW (σ|ΩA) ⊂ (
∪
i

ΩAi
)
∪

(∞)

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû î÷åâèäíî ñëåäóåò èç
ïóíêòîâ (3) è (4).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷èì ðåçóëüòàò, îáîáùàþùèé äëÿ íåòðàíçèòèâíûõ ÒÌÖ òåî-
ðåìó Ãóðåâè÷à îá àïïðîêñèìàöèè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Äëÿ ñ÷åòíîé ÒÌÖ ñ ðàçëîæèìîé ìàòðèöåé A (possible
reducible) âûïîëíÿåòñÿ

h(A) = sup
i
h(Ai) = lim

n→∞
h(A|n).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1]), ÷òî äëÿ íåïðåðûâ-
íîãî îòîáðàæåíèÿ T : X → X êîìïàêòà X , êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå
èíâàðèàíòíûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ (ò.å

∪
Xα = X , TXα ⊂ Xα ïðè âñåõ α ), èìååò

ìåñòî ôîðìóëà h(T ) = supα h(T |Xα) . Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû 2.1. è î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà
h(σ|(∞)) = 0 ïîëó÷àåì:

h(σ|NW (σ|ΩA)) = sup
i
h(σ|ΩAi

) = sup
i
h(Ai).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íåðàçëîæèìàÿ ïîäìàòðèöà submatrix Ai ,
òàêàÿ, ÷òî h(Ai) > h(A)− ε

2
. Åñëè èíäåêñíîå ìíîæåñòâî I(i) êîíå÷íî, òî h(A|n) ≥ h(Ai)

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ large n . Åñëè æå ìíîæåñòâî I(i) áåñêîíå÷íî, òî ïî òåîðåìå
Ãóðåâè÷à ìîæíî íàéòè êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî J ⊂ I(i) òàêîå, ÷òî h(A|J) > h(Ai) −
ε
2
. Ïîýòîìó J ⊂ {1, 2, . . . , n} äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n , è, ñëåäîâàòåëüíî, h(A|n) ≥

h(A|J) > h(A)− ε .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíòû 12-01-00672, 13-01-00589.
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Decomposition of non-wandering set for non-transitive

countable topological Markov chains

c⃝ M. I. Malkin2

Abstract. We consider the counting topological Markov chain, in general, non-transitive. It is
shown that non-wandering set of the map shift by shrinking space orbits is represented as a disjoint
union of non-wandering set of transitive component plus perhaps one stable �xed point � symbolic
in�nity. As a corollary, we obtain the result of the approximation topological entropy decomposable
countable topological Markov chain.
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