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Àííîòàöèÿ. Îïèñàíà ìîäåëü êîëëåêòèâíîãî ïîâåäåíèÿ àâòîìàòîâ � ïîïóëÿöèÿ àâòîìàòîâ.
Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ïîïóëÿöèè ïðèìåíÿåòñÿ Êàóçàëüíàÿ Ñåòü. Ïîçèöèÿì ñåòè ñî-
îòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿ àâòîìàòîâ. Ìàðêèðîâêà ñåòè çàäà¼ò ÷èñëî àâòîìàòîâ, íàõîäÿùèõñÿ
â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèÿõ. Ïåðåõîäû îòîáðàæàþò ñîáûòèÿ, âîçíèêàþùèå â ðåçóëüòàòå
ñîâìåñòíûõ äåéñòâèé ýëåìåíòîâ ïîïóëÿöèè. Íà ïåðåõîäàõ ñåòè çàäàíû èõ âåðîÿòíîñòè. Ýòî
ïîçâîëÿåò àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷èòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äèíàìèêè ñðåä-
íèõ ñ çàäåðæêàìè âðåìåíè. Ñèñòåìà ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîïóëÿöèÿ àâòîìàòîâ, êàóçàëüíàÿ ñåòü, ñåòü Ïåòðè, äèíàìèêà ñðåäíèõ,
ìîäåëèðîâàíèå.

1. Ââåäåíèå

Ïîïóëÿöèÿ àâòîìàòîâ � ýòî ñèñòåìà èç N âçàèìîäåéñòâóþùèõ àâòîìàòîâ (íå îáÿçàòåëüíî
îäèíàêîâûõ), â êîòîðûõ ñìåíà ñîñòîÿíèé îòäåëüíîãî àâòîìàòà îáóñëîâëåíà ñîñòîÿíèÿìè
íåêîòîðûõ äðóãèõ àâòîìàòîâ. À èìåííî, ñîñòîÿíèÿ ¾âîçäåéñòâóþùèõ¿ àâòîìàòîâ âëèÿþò
íà ¾èçìåíÿåìûå¿ àâòîìàòû è ïåðåâîäÿò èõ â íîâûå ñîñòîÿíèÿ, ïðè÷¼ì ñïîñîá ïåðåäà÷è
âîçäåéñòâèé è ñâÿçè ìåæäó àâòîìàòàìè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 1) âñå
Ni àâòîìàòîâ â ñîñòîÿíèè i ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû ïî ñèñòåìå è âåðîÿòíîñòü íàéòè
â ëþáîì ìåñòå àâòîìàò â ñîñòîÿíèè i ðàâíà Ni

N
(ñèëüíîå ïåðåìåøèâàíèå); 2) âñå ïîòîêè

ñîáûòèé â ñèñòåìå ïðîñòåéøèå.
Ïîïóëÿöèè àâòîìàòîâ ìîäåëèðóþò ðàçíîîáðàçíûå ìàññîâûå îáúåêòû: áèîëîãè÷åñêèå,

ýêîíîìè÷åñêèå è òåõíè÷åñêèå ñèñòåìû, ïàðàëëåëüíûå ïðîãðàììû [1]. Ñ ýòîé öåëüþ àâòî-
ìàòû äîëæíû èìåòü ñòîõàñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè� âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ â êàæäîì
òàêòå. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ñîñòîÿíèé ïîïóëÿöèè ÷ðåçâû÷àéíî âåëèêî, âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿò-
ñÿ íå äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ïîïóëÿöèè, à äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà àâòîìàòîâ â ðàçëè÷-
íûõ ñîñòîÿíèÿõ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ïðåäñòàâëÿåò äèíàìèêó
ïîïóëÿöèè ¾â ñðåäíåì¿. Òðóäíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî â èçâåñòíîì ìåòîäå äèíàìèêè ñðåä-
íèõ [2] âñå êîìïîíåíòû íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà. Ñëåäóåò ó÷åñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó
àâòîìàòàìè. Îòñóòñòâèå ìåòðèêè â ïîïóëÿöèè ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü òàêèå ñëó÷àéíûå ñè-
ñòåìû, èñïîëüçóÿ äîñòèæåíèÿ òåîðèè ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåññîâ [1, 3]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
ðàçâèòû èäåè èç [1, 3], îïèðàÿñü íà òåîðèþ ñåòåé Ïåòðè è ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ.

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðîãðàììèðîâàíèÿ è âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé, Ñåâåðíûé (Àðêòè-
÷åñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ã. Àðõàíãåëüñê; vva100@atnet.ru.

2 Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû ïðîãðàììèðîâàíèÿ è âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé, ÑÀÔÓ
èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ã. Àðõàíãåëüñê; myumla.myu@gmail.com

3 Çàâåäóþùèé îòäåëåíèåì ÈÒ-îáðàçîâàíèÿ, ÑÀÔÓ èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ã. Àðõàíãåëüñê;
derxyz@yandex.ru
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2. Êàóçàëüíàÿ ñåòü

2.1. Îïðåäåëåíèå êàóçàëüíîé ñåòè

Êàóçàëüíàÿ ñåòü (Ê-ñåòü) � ýòî ìàðêèðîâàííàÿ ñåòü Ïåòðè, â êîòîðîé äëÿ êàæäîãî ïå-
ðåõîäà çàäàíà èíòåíñèâíîñòü ñîáûòèÿ-ïåðåõîäà, êàê ôóíêöèÿ îò ìàðêèðîâêè âõîäíûõ ïî-
çèöèé ïåðåõîäà. Âèä ýòèõ ôóíêöèé çàâèñèò îò ïðåäìåòíîé îáëàñòè è çàäà¼òñÿ îòäåëüíî
â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå. Ïîòîêè ñîáûòèé-ïåðåõîäîâ ïðîñòåéøèå, ò.å. ñòàöèîíàðíûå
(èíòåíñèâíîñòè ìåíÿþòñÿ ìåäëåííî), îðäèíàðíûå è áåç ïîñëåäåéñòâèÿ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Êàóçàëüíàÿ ñåòü� ýòî äâóäîëüíûé ãðàô G =
⟨Q, D, In, Out, M, R⟩ , ãäå

Q = {qi | i = 0, 1, . . . , n} �ìíîæåñòâî ïîçèöèé, ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâó
ñîñòîÿíèé, íà êîòîðûõ îïðåäåëåíû âñå àâòîìàòû;

D = {dj | j = 1, 2, . . . , m} �ìíîæåñòâî ïåðåõîäîâ àâòîìàòîâ èç ñîñòîÿíèÿ â
ñîñòîÿíèå;

In �ôóíêöèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ, ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ïàðå (qi, dj) íåîò-
ðèöàòåëüíîå ÷èñëî kij ≥ 0 , ãäå kij � âåñ äóãè èç ïîçèöèè qi â ïåðåõîä dj , åñëè ñîîò-
âåòñòâóþùåé äóãè íåò, kij = 0 (∗dj �ìíîæåñòâî âõîäíûõ ïîçèöèé ïåðåõîäà ) ;

Out �ôóíêöèÿ ñëåäîâàíèÿ, ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ïàðå (dj, qi) íåîòðèöà-
òåëüíîå ÷èñëî kij ≥ 0 , ãäå kji � âåñ äóãè èç ïåðåõîäà dj â ïîçèöèþ qi , åñëè ñîîòâåò-
ñòâóþùåé äóãè íåò, kji = 0 (d∗j �ìíîæåñòâî âûõîäíûõ ïîçèöèé ïåðåõîäà ) ;

Mt = {Nit | i = 1, 2, . . . , n} � âåêòîð ìàðêèðîâêè, ñâîèìè êîìïîíåíòàìè çàäàþ-
ùèé ÷èñëî àâòîìàòîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t â êàæäîì èç ñîñòîÿíèé ìíî-
æåñòâà Q ;

R = {pj(Mt(
∗dj)) | j = 1, . . . , m} � âåêòîð-ôóíêöèÿ èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ,

îïðåäåëÿþùàÿ ñðåäíåå ÷èñëî ñðàáàòûâàíèé ïåðåõîäà dj â òå÷åíèå îäíîãî òàêòà èëè ÷èñ-
ëî òàêèõ ñðàáàòûâàíèé â åäèíèöó âðåìåíè, çàâèñÿùåå îò ìàðêèðîâêè ìíîæåñòâà ∗dj .

Ïîçèöèÿ q0 ∈ Q íàçûâàåòñÿ âíåøíåé, èìååò ñêîëü óãîäíî áîëüøîå èëè åäèíè÷íîå
(åñëè íàäî) çíà÷åíèå ìàðêåðà N0 , íå ìåíÿåò åãî ïðè ïåðåõîäàõ è ìîæåò íå èçîáðàæàòüñÿ
íà ðèñóíêå ãðàôà. Ñîñòîÿíèÿ àâòîìàòîâ è ïîçèöèè ìíîæåñòâà {qi | i = 1, . . . , n} íàçîâ¼ì
ñîáñòâåííûìè. Ãðàô G èçîáðàæàåò ïðè÷èííî ñëåäñòâåííûå ñâÿçè ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè
àâòîìàòîâ è èíòåíñèâíîñòè ýòèõ ñâÿçåé.

Â îòëè÷èå îò êàíîíè÷åñêîé ñåòè Ïåòðè ìíîæåñòâî âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ äóã Ê-ñå-
òè � ýòî ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïðèïèñàííûå âõîäíûì è âûõîäíûì äóãàì
j -òîãî ïåðåõîäà: kij èëè kji , ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷íî òàêæå ìû áóäåì äîïóñêàòü äåéñòâè-
òåëüíûå ÷èñëà â êà÷åñòâå ìàðêåðîâ Ni äëÿ ïîçèöèé. Ýòî ïîçâîëèò ìàðêèðîâàòü ñåòü âå-
ðîÿòíîñòÿìè ñîñòîÿíèé àâòîìàòîâ è âîîáùå èçáàâèòüñÿ îò öåëûõ ÷èñåë. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ
áóäåì ñ÷èòàòü ïîïóëÿöèþ ñ÷¼òíûì ìíîæåñòâîì.

2.2. Îïèñàíèå Ê-ñåòè

Îïèñàíèå Ê-ñåòè ñîñòîèò â îïèñàíèè äâóõ åå ÷àñòåé:
1. ñòàòè÷åñêàÿ ÷àñòü � ìàðêèðîâêà M0 â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ;
2. äèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòü � îïèñàíèå ïåðåõîäîâ.
Êàæäûé ïåðåõîä dj îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèÿìè:
1. ïåðå÷èñëåíèå ìíîæåñòâà ∗dj ñ êîýôôèöèåíòàìè kij ;
2. ïåðå÷èñëåíèå ìíîæåñòâà d∗j ñ êîýôôèöèåíòàìè kji ;
3. èíòåíñèâíîñòü pj(Mt(

∗dj)) ïåðåõîäà;
4. òèï ïåðåõîäà,
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5. çàäåðæêè âî âðåìåíè.
Â îáùåì ñëó÷àå îïèñàíèå ïåðåõîäà ýòî âûðàæåíèå âèäà:
∗dj > d∗j : pj(Mt(

∗dj)) : òèï, çàäåðæêè .
Âíåøíåå ñîñòîÿíèå â îïèñàíèè íå ïðèñóòñòâóåò, òàê ÷òî äîïóñòèìû ïåðåõîäû ñ íåïîë-

íîé ëåâîé èëè ïðàâîé ÷àñòüþ.

3. Êàóçàëüíûå ìîäåëè ïîïóëÿöèé

Êàê è ñåòü Ïåòðè, Ê-ñåòü ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì,
ñîñòîÿùèõ èç ìíîæåñòâà âçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ � ïîïóëÿöèé. Àáñòðàãèðóÿñü îò
ïðèðîäû ïîïóëÿöèè, áóäåì íàçûâàòü å¼ ýëåìåíòû àâòîìàòàìè. À ñàìó äèíàìè÷åñêóþ ìî-
äåëü, ïîñòðîåííóþ íà îñíîâå Ê-ñåòè, áóäåì íàçûâàòü êàóçàëüíîé ìîäåëüþ (Ê-ìîäåëüþ).
Ýòîò ïîñëåäíèé òåðìèí ïîä÷¼ðêèâàåò äèíàìè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîäåëüíóþ ôóíêöèþ Ê-
ñåòè.

3.1. Ê-ìîäåëü ìîáèëèçàöèè

Ïðîùå âñåãî ïîÿñíèòü îñíîâíûå èäåè ïîïóëÿöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà ïðèìåðå. Ðàñ-
ñìîòðèì, íàïðèìåð, çàìêíóòóþ ¾ïîïóëÿöèþ¿, êîòîðóþ ïðåäñòàâèì êàê ïîïóëÿöèþ àâòî-
ìàòîâ-îñîáåé ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè L (live, æèâàÿ) è D (dead, ì¼ðòâàÿ). Âåðîÿòíîñòü
ãèáåëè îñîáè (ïåðåõîäà èç L â D ) â òå÷åíèå îäíîãî òàêòà ðàâíà p . Æèâàÿ îñîáü, ìî-
æåò ïîãëîòèòü îäíó ì¼ðòâóþ è ðàçäåëèòüñÿ íà äâóõ æèâûõ èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, îæèâèòü
ì¼ðòâóþ îñîáü. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ â òå÷åíèå îäíîãî òàêòà ðàâíà q . Âðåìåíåì
íà ïîãëîùåíèå è äåëåíèå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñî âðåìåíåì ïîèñêà äîáû÷è.
Â ïîïóëÿöèè îïðåäåëåíû äâà ïåðåõîäà: ãèáåëü, íåçàâèñèìàÿ îò ñîñòîÿíèÿ ïîïóëÿöèè, è
âîññòàíîâëåíèå, âîçìîæíîå òîëüêî ïðè íàëè÷èè îäíîé æèâîé è îäíîé ì¼ðòâîé îñîáè.

Ïðè îïèñàíèè Ê-ìîäåëåé îáùåãî âèäà ìû èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèå Ni äëÿ ÷èñëà
àâòîìàòîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ñîñòîÿíèè i . ×òîáû íå çàãðîìîæäàòü çàïèñü óðàâíåíèé áóêâîé
N , å¼ ìîæíî îïóñêàòü, è òîãäà èìÿ ñîñòîÿíèÿ áóäåò îáîçíà÷àòü è ÷èñëî àâòîìàòîâ â ýòîì
ñîñòîÿíèè êàê ýòî ïîêàçàíî íà Ðèñ.3.1 è ïðèíÿòî â ýëåìåíòàðíîé àëãåáðå. Ñ òîé æå öåëüþ
ýêîíîìèè îáîçíà÷åíèé ìû çàïèñûâàåì ôóíêöèþ âðåìåíè X(t) â âèäå Xt èëè âîîáùå áåç
èíäåêñà.

Ïðåäëîæåííàÿ Ê-ìîäåëü èìååò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ èíòåðïðåòàöèé. Ýòî è ìî-
äåëü çàñåëåíèÿ ìåñò (D ) ýêîëîãè÷åñêîé íèøè æèâûìè (L ) îðãàíèçìàìè, è ìî-
äåëü çàìåíû îòêàçàâøèõ óçëîâ ñèñòåìû (D ) èñïðàâíûìè óçëàìè (L ), ýòî è ìî-
äåëü ñïàñåíèÿ ðàíåíûõ íà ïîëå áîÿ æèâûìè áîéöàìè, ýòî, íàêîíåö, ìîäåëü ìî-
áèëèçàöèè ïðèçûâíèêîâ (D ) òåìè, êòî óæå ïðèçâàí â àðìèþ (L ), ïðè÷¼ì ïðè-
çûâíèêè àêòèâíî èçáåãàþò ïðèçûâà � ¾óìèðàþò¿. Ïîñëåäíÿÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîçâî-
ëÿåò íàçûâàòü îïèñàííóþ ïîïóëÿöèþ ìîäåëüþ ìîáèëèçàöèè, êàê ýòî ïðèíÿòî â
ýêîíîìè÷åñêîé ëèòåðàòóðå. Àâòîìàòû ýòîé ìîäåëè ìû áóäåì íàçûâàòü îñîáÿìè.
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Ð è ñ ó í î ê 3.1

Êàóçàëüíàÿ ñåòü ëèíåéíîé ìîäåëè ìîáèëèçàöèè

Çàäàäèì îïèñàíèå Ê-ñåòè äëÿ ìîäåëè ìîáèëèçàöèè ïðåäñòàâëåííîé íà Ðèñ.3.1. Îïèñà-
íèå ïåðåõîäîâ:

L0 = Lbeg , D0 = Dbeg;
L > D : pL : ëèíåéíûé;
L : D > 2L : q ·min{L,D} : ëèíåéíûé.
Èíòåðïðåòàöèÿ ïðåäëîæåííîãî îïèñàíèÿ ïîïóëÿöèè çàâèñèò îò åäèíèöû âðåìåíè. Åñëè

åäèíèöà âðåìåíè äîñòàòî÷íî ìàëà, òî p ≪ 1 è q ≪ 1 � âåðîÿòíîñòè ñðàáàòûâàíèÿ
ïåðåõîäîâ â òå÷åíèå òàêòà, à pL è q ·min{L, D} � ñðåäíåå ÷èñëî àâòîìàòîâ, èçìåíÿþùèõ
ñîñòîÿíèå çà òàêò. Åñëè åäèíèöà âðåìåíè âåëèêà, òî p è q �èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ
îäíîãî àâòîìàòà, à âåëè÷èíû pL èëè q · min{L, D} � ýòî èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ íà
âñ¼ì ìíîæåñòâå àâòîìàòîâ.

3.2. Äèíàìèêà Ê-ìîäåëè

Ãðàô, êîòîðûé ìû íàçâàëè Ê-ñåòüþ, � ýòî ñòàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîïóëÿöèè àâòîìàòîâ.
Îíà çàäà¼ò òîëüêî ïðè÷èííî ñëåäñòâåííûå ñâÿçè ìåæäó ýëåìåíòàìè ñèñòåìû àâòîìà-
òîâ. Äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîïóëÿöèè�Ê-ìîäåëü � îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèîíèðîâàíèåì Ê-
ñåòè. Ôóíêöèîíèðîâàíèå Ê-ñåòè ïîäîáíî íåñóùåé ñåòè Ïåòðè ñ ó÷¼òîì èíòåíñèâíîñòåé
ïåðåõîäîâ, à èìåííî: ïåðåõîä dj ñðàáàòûâàåò òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàðêèðîâêà åãî âõîäà
òàêîâà, ÷òî M(∗dj) ≥ In(dj) . Îäèí ïåðåõîä Ê-ñåòè îïèñûâàåò ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ
èçìåíåíèé ñîñòîÿíèé àâòîìàòîâ, çàäàííîå èíòåíñèâíîñòüþ. Â íàøåì ïðèìåðå: L ≥ 1
è min{L, D} ≥ 1 . Ïðè ñðàáàòûâàíèè ïåðåõîäà ìàðêèðîâêà íà åãî âõîäå óìåíüøà-
åòñÿ, à íà âûõîäå óâåëè÷èâàåòñÿ ñîãëàñíî èíòåíñèâíîñòÿì. Â íàøåì ïðèìåðå ïåðåõîä
L > D : pL óìåíüøàåò ìàðêèðîâêó L è óâåëè÷èâàåò ìàðêèðîâêó D íà pL , à ïåðå-
õîä: L : > 2L : q ·min{L, D} : ëèíåéíûé óìåíüøàåò D íà q ·min{L, D} è óâåëè÷èâàåò
L íà q ·min{L, D} .

Ïóñòü Nt =
∑n

i=1Nit �÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè â ìîìåíò t , Pit =
Nit

Nt
�äîëÿ àâòîìà-

òîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ìîìåíò t â ñîñòîÿíèè Ni . Ïðè Nt → ∞ âåëè÷èíà Pit � ýòî âåðîÿò-
íîñòü ïðåáûâàíèÿ àâòîìàòà â i -òîì ñîñòîÿíèè. Âåêòîð-ôóíêöèÿ

Pt = {Pit | i = 1, . . . , n}

çàäà¼ò äèíàìèêó ïîïóëÿöèè â ñðåäíåì èëè å¼ ïîâåäåíèå.
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3.3. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñðåäíèõ äëÿ çàìêíóòîé ïîïóëÿöèè

Ïóñòü R = d1, d2, d3, d4, . . . , ds �äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåõîäîâ Ê-ñåòè. Ðàñ-
ñìîòðèì òîëüêî òîò ñëó÷àé, êîãäà ñåòü òàêîâà, ÷òî êàæäûé èç å¼ ïåðåõîäîâ íåîäíîêðàòíî
íàéä¼òñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè R ïðè äîñòàòî÷íî äëèòåëüíîì íàáëþäåíèè. Âåêòîð R
äëèíû m , â êîòîðîì j -òàÿ êîìïîíåíòà ýòî ÷èñëî âõîæäåíèé ïåðåõîäà dj â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü R , íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè R èëè õàðàêòåðèñòèêîé
äèíàìèêè Ê-ñåòè. Âçÿâ ïåðèîä íàáëþäåíèÿ Ê-ñåòè çà åäèíèöó âðåìåíè, ìû îòîæäåñòâèì
õàðàêòåðèñòèêó R è âåêòîð-ôóíêöèþ

R = {pj(Mt(
∗dj)) | j = 1, . . . , m}

èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ. Ïóñòü òåïåðü R � âåêòîð-ñòîëáåö äëèíû m , õàðàêòåðèçóþ-
ùèé äèíàìèêó (÷èñëî ïåðåõîäîâ) Ê-ñåòè çà åäèíè÷íîå âðåìÿ. Òîãäà âåêòîð-ñòîëáåö R∆t �
õàðàêòåðèñòèêà äèíàìèêè çà âðåìÿ ∆t .

Ôóíêöèè In è Out äëÿ Ê-ñåòè çàäàþòñÿ (n ×m) -ìàòðèöàìè èíöèäåíöèé, ãäå ñòðî-
êàì ñîîòâåòñòâóþò ïîçèöèè ñåòè (êðîìå âíåøíåé), à ñòîëáöàì� ïåðåõîäû. Ýëåìåíòû ýòèõ
ìàòðèö çíà÷åíèÿ kij è kji , ñîîòâåòñòâåííî. Âåêòîð ñòîëáåö R ñîîòâåòñòâóåò äëèíå ñòðîêè
ìàòðèö In è Out . Íàãëÿäíî ýòî äåìîíñòðèðóåò Òàáëèöà 1. Äèíàìèêà Ê-ñåòè (Ê-ìîäåëü)

Òàáëèöà 1: Ìàòðè÷íîå îïèñàíèå Ê-ìîäåëè ìîáèëèçàöèè
In d1 d2 Out d1 d2 D d1 d2 R = {pj(Mt(

∗dj)) | j = 1, 2}
L 1 1 L 0 2 L -1 1 pL
D 0 1 D 1 0 D 1 -1 q ·min{L, D}

çàäà¼òñÿ ìàòðè÷íûì óðàâíåíèåì Ê-ñåòè, àíàëîãè÷íûì ôóíäàìåíòàëüíîìó óðàâíåíèþ ñå-
òè Ïåòðè:

∆M = Out •R∆t − In •R∆t = (Out − In) •R∆t = D •R∆t

ãäå:
Out−In = D � îïåðàòîð èçìåíåíèÿ ìàðêèðîâêè ñåòè èëè D -îïåðàòîð (îò Derivative �

ïðîèçâîäíàÿ);
∆M � âåêòîð-ñòîëáåö äëèíû n �èçìåíåíèå ìàðêèðîâêè ñåòè ïðè ñðàáàòûâàíèè ëþ-

áîé äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåõîäîâ ñ õàðàêòåðèñòèêîé R∆t ;
• �ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå.
Óñòðåìèì ∆t ê íóëþ, è çàìåíèì åãî íà äèôôåðåíöèàë dt . Òîãäà è ∆M ñòàíåò âå-

ëè÷èíîé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî îòíîøåíèþ ê M : ∆M = o(M) è å¼ òîæå
ìîæíî çàìåíèòü íà dM . Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè ê äèôôåðåíöèàëüíîìó âèäó, è çàïèñàòü
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äèíàìèêè ñðåäíèõ Ê-ñåòè â âåêòîðíîì âèäå:

dM

dt
= D •R

Ïðèðàâíÿâ ïðîèçâîäíóþ íóëþ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà:

D •R = 0

Êðîìå ýòèõ óðàâíåíèé äëÿ çàìêíóòûõ ïîïóëÿöèé ñïðàâåäëèâà íîðìèðîâêà

n∑
i=1

Pit = 1 èëè, ÷òî òî æå,
n∑
i=1

Nit = N
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Îñîáåííîñòüþ ïîëó÷åííûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî óðàâíåíèÿ â íèõ
ìîãóò áûòü ðàñùåïëÿåìûìè.

Â íàøåì ïðèìåðå ñ ïîïóëÿöèåé îñîáåé èìååì ñèñòåìó

dL

dt
= q ·min{L,D} − pL

dD

dt
= pL− q ·min{L,D}

ãäå êàæäîå èç óðàâíåíèé ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèÿ, äåéñòâóþùèõ
â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ çíà÷åíèé L è D . Ïîñêîëüêó ïîïóëÿöèÿ çàìêíóòà è
N = L + D = const , ýòè äâà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó

dL

dt
= q ·min{L,N − L} − pL

êîòîðîå ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà óðàâíåíèÿ è èíòåãðèðóåòñÿ.

3.4. Êëàññèôèêàöèÿ Ê-ìîäåëåé

Ê-ìîäåëè êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî íåñêîëüêèì êðèòåðèÿì.
Âî-ïåðâûõ, ñëåäóåò âûäåëèòü ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèé. Ýòè

ìîäåëè îòëè÷àþòñÿ âèäîì ôóíêöèé èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ pj(Mt(
∗dj)) .

Âî-âòîðûõ, î ñëîæíîñòè ìîäåëè ìîæíî ñóäèòü ïî ÷èñëó ñîñòîÿíèé è àâòîìàòîâ, ó÷àñò-
âóþùèõ â îäíîì àêòå âçàèìîäåéñòâèÿ è â ïåðåõîäå.

Â-òðåòüèõ, Ê-ìîäåëè ðàçëè÷àþòñÿ ïî ñîñòàâó ìîäåëèðóåìîé ïîïóëÿöèè.
Âñå ýòè ðàçëè÷èÿ ðåøàþùèì îáðàçîì âëèÿþò íà ìîäåëèðîâàíèå ïîïóëÿöèé è, ñëåäî-

âàòåëüíî, òðåáóþò áîëåå ñîäåðæàòåëüíîãî îïèñàíèÿ.

3.4..1 Ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå âçàèìîäåéñòâèÿ

Ëèíåéíûå âçàèìîäåéñòâèÿ òàêîâû, ÷òî èíòåíñèâíîñòè pj(Mt(
∗dj)) ïðîïîðöèîíàëüíû ìè-

íèìàëüíûì ìàðêåðàì Nit â Mt(
∗dj) . Ëèíåéíûå ìîäåëè àäåêâàòíû â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà

èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäà ÿâëÿåòñÿ èììàíåíòíûì ñâîéñòâîì êàæäîãî îòäåëüíîãî àâòîìàòà.
Òàê â íàøåé ãèïîòåòè÷åñêîé ïîïóëÿöèè ñïîñîáíîñòü âîññòàíàâëèâàòü ìåðòâóþ îñîáü ïðè-
ñóùà òîëüêî ÷àñòè îñîáåé, íàõîäÿùèõñÿ â ñîñòîÿíèè L , íî åñëè óæ ýòà ñïîñîáíîñòü åñòü,
òî îíà ðåàëèçóåòñÿ, è ýòà ðåàëèçàöèÿ åäèíñòâåííà â äàííîì òàêòå.

Íåëèíåéíûå ïîïóëÿöèè òàêîâû, ÷òî pj(Mt(
∗dj)) çàâèñèò îò ñòåïåíåé è ïðîèçâåäåíèé

ìàðêèðîâîê Nit èç Mt(
∗dj) . Íåëèíåéíàÿ ìîäåëü àäåêâàòíà, åñëè èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäà

ïðîïîðöèîíàëüíà âåðîÿòíîñòè âîçìîæíûõ áëàãîïðèÿòíûõ ñî÷åòàíèé, ïðè÷¼ì âñå ýòè ñî-
÷åòàíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåõîäû ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû â îäíîì òàêòå ñ çàäàííîé
âåðîÿòíîñòüþ. Òàê, â ìîäåëè ìîáèëèçàöèè ñëåäîâàëî áû ó÷åñòü âåðîÿòíîñòü ¾âñòðå÷è¿ îä-
íîé æèâîé è îäíîé ì¼ðòâîé îñîáè, òî÷íåå ïîïàäàíèÿ ì¼ðòâîé îñîáè â ïîëå çðåíèÿ æèâîé.
Òîãäà èíòåíñèâíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå L·M

N
.

3.4..2 Ïðîñòûå ïîïóëÿöèè

Ñëîæíîñòü ïîïóëÿöèè çàäà¼òñÿ ÷èñëîì âçàèìîäåéñòâóþùèõ àâòîìàòîâ â êàæäîì ïåðåõî-
äå. Ïîëåçíî âûäåëèòü íàèáîëåå ïðîñòûå ñëó÷àè.

Ïðîñòûå ïîïóëÿöèè òàêîâû, ÷òî âçàèìîäåéñòâóþò òîëüêî ïàðû àâòîìàòîâ. Êàæäûé
ïåðåõîä èíèöèèðóåòñÿ îäíèì èëè äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè, à ïðîñòîé D -îïåðàòîð ñîñòîèò èç
íóëåé è åäèíèö, ìîæåò áûòü ñ ðàçíûìè çíàêàìè. Â ñòîëáöàõ ìàòðèöû D íàõîäèòñÿ íå
áîëåå äâóõ åäèíèö, êàê â ïðèìåðå ñ ¾îñîáÿìè¿.
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3.4..3 Ïðîñòûå ðàñòâîðû è ñìåñè

Àâòîìàòèçèðóåì ïîäñ÷¼ò èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ â ïðîñòûõ Ê-ìîäåëÿõ ïîïóëÿöèé. Áó-
äåì ïîëàãàòü, ÷òî ìîäåëèðóåìûå ïîïóëÿöèè ñèëüíî ïåðåìåøàíû, ò.å. êàæäûé àâòîìàò â
ëþáîì ñîñòîÿíèè i ìîæåò îêàçàòüñÿ â ëþáîì ìåñòå ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ Ni

N
íåçà-

âèñèìî îò ðàññòîÿíèÿ äî íåãî.
×òî êàñàåòñÿ ëèíåéíûõ âçàèìîäåéñòâèé, òî ôîðìóëû äëÿ èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ,

ïðåäñòàâëåííûå â ï. 3.1 â êîììåíòàðèÿõ íå íóæäàþòñÿ è èõ âû÷èñëåíèå âñåãäà ìîæíî
ïðîâåñòè àâòîìàòè÷åñêè. Îäíàêî íåëèíåéíûå âçàèìîäåéñòâèÿ äîïóñêàþò ðàçëè÷íûå èí-
òåðïðåòàöèè è ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ èíòåíñèâíîñòåé. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì òîëüêî
ïðîñòûå íåëèíåéíûå ïîïóëÿöèè, ïîñêîëüêó ðåçóëüòàòû ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà íåëèíåéíûå
ïîïóëÿöèè îáùåãî âèäà. Âûäåëèì äâà òèïà ïðîñòûõ íåëèíåéíûõ âçàèìîäåéñòâèé: ðàñòâîð
è ñìåñü.

Âçàèìîäåéñòâèå òèïà ðàñòâîð ïðåäïîëàãàåò ðàâíîìåðíîå ðàçìåùåíèå âçàèìîäåéñòâó-
þùèõ àâòîìàòîâ âî ìíîæåñòâå ìîùíîñòè N ìåñò, áîëüøèíñòâî èç êîòîðûõ�ìåñòà, íå
ñîäåðæàùèå âçàèìîäåéñòâóþùèõ àâòîìàòîâ. Ïðèìåðàìè â áèîëîãèè ÿâëÿþòñÿ ïîïóëÿöèè,
êîòîðûå íå ñîáèðàþòñÿ â îäíîì ìåñòå äëÿ âîñïðîèçâîäñòâà. Ïðîáëåìîé òàêèõ ïîïóëÿöèé
ÿâëÿåòñÿ íèçêàÿ âåðîÿòíîñòü âñòðå÷è, åñëè àðåàë ðàññåëåíèÿ âåëèê ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñ-
ëåííîñòüþ ïîïóëÿöèè. Âåðîÿòíîñòü âñòðå÷è ñàìöà è ñàìêè ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåíüøå ÷åì
âåðîÿòíîñòü ñìåðòè îòäåëüíîé îñîáè, è ïîïóëÿöèÿ âûìèðàåò èç-çà ìàëîé ÷èñëåííîñòè â
áîëüøîì àðåàëå ðàññåëåíèÿ.

Âçàèìîäåéñòâèå òèïà ñìåñü ïðîèñõîäèò â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè êàê, íàïðèìåð, ïòè÷üè
áàçàðû, ïàññàæèðû â òðàìâàå èëè ïîêóïàòåëè â ìàãàçèíå. Òàê ÷òî âåðîÿòíîñòü âçàèìî-
äåéñòâèÿ äàííîé ïàðû íå çàâèñèò îò îáùåãî ÷èñëà ìåñò, à çàâèñèò òîëüêî îò êîëè÷åñòâà
àâòîìàòîâ ñîáðàâøèõñÿ âìåñòå äëÿ âçàèìîäåéñòâèé.

ßñíî, ÷òî â ñëîæíûõ ñèñòåìàõ ðàçëè÷íûå âçàèìîäåéñòâèÿ ìîãóò ïðîèñõîäèòü ïî-ðàç-
íîìó: è ëèíåéíî, è êàê â ðàñòâîðå, è êàê â ñìåñè. Ïîýòîìó õàðàêòåðèñòèêè: ëèíåéíûé,
ðàñòâîð è ñìåñü îòíîñÿòñÿ íå êî âñåé ïîïóëÿöèè, à îòäåëüíî ê êàæäîìó ïåðåõîäó. Ðàñ-
ñìîòðèì èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ âçàèìîäåéñòâèé.

Ïóñòü òðîéêà (i, j, k) îáîçíà÷àåò ïåðåõîä àâòîìàòà èç ñîñòîÿíèÿ j â ñîñòîÿíèå k ïîä
âîçäåéñòâèåì àâòîìàòà, íàõîäÿùåãîñÿ â ñîñòîÿíèè i , à p(i, j, k) � âåðîÿòíîñòü òàêîãî ïåðå-
õîäà. Ïðè ýòîì ÷èñëî àâòîìàòîâ â ñîñòîÿíèè i íå èçìåíÿåòñÿ, åñëè i ̸= k . Áóäåì ïîëàãàòü,
÷òî êàæäûé àâòîìàò çàíèìàåò ðîâíî îäíî ìåñòî â ïðîñòðàíñòâå, ãäå ¾æèâ¼ò¿ ïîïóëÿöèÿ.
Îáùåå ÷èñëî òàêèõ ìåñò ðàâíî N . Ïðè ýòîì ÷àñòü ìåñò ìîæåò áûòü ïóñòîé, ò.å. ïîïóëÿöèÿ
êàê áû ¾ðàñòâîðåíà¿ âî ìíîæåñòâå ìîùíîñòè N . Ïóñòü òåïåðü:

Ni �÷èñëî àâòîìàòîâ â ñîñòîÿíèè i ;
Nijk � îáùàÿ èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäà (i, j, k) , ò.å. ÷èñëî àâòîìàòîâ, ñîâåðøàþùèõ ýòîò

ïåðåõîä â êàæäîì òàêòå ìîäåëèðîâàíèÿ;
Vij � îáëàñòü âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ ïåðåõîäà (i, j, k) �÷èñëî ìåñò â îêðåñòíîñòè ñîñòî-

ÿíèÿ i (èëè j ), â êîòîðûå äîëæíû ïîïàñòü îáà àâòîìàòà i è j , ÷òîáû âçàèìîäåéñòâèå
ñîñòîÿëîñü. ßñíî, ÷òî îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ ñîñòîÿíèé i è j îäèíàêîâû, ò.å. Vij = Vji ;
Ñëåäóåò òàê æå èìåòü â âèäó, ÷òî îáëàñòè Vij äîëæíû áûòü ïîðÿäêà îäíîãî ìåñòà: Vij ≈ 1 ,
÷òîáû ìîæíî áûëî ïðåíåáðå÷ü èõ ïåðåñå÷åíèÿìè.

K(i, j, k) = p(i, j, k)Vij �èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäà (i, j, k) äëÿ îäíîé ïàðû àâòîìàòîâ,
ïîïàâøèõ â îáëàñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ðàçìåðà Vij â ñîñòîÿíèÿõ i è j .

Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè îáùåé èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäà Nijk äëÿ ðàçëè÷íûõ
òèïîâ âçàèìîäåéñòâèÿ.

Äëÿ ëèíåéíûõ âçàèìîäåéñòâèé î÷åâèäíî:

Nijk = K(i, j, k) ·min{Ni, Nj}, (3.1)
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Â ðàñòâîðå ïëîòíîñòü àâòîìàòîâ â ñîñòîÿíèè j ðàâíà pj =
Nj

N
, îáùèé îáú¼ì îáëàñòè

âçàèìîäåéñòâèÿ ðàâåí Vij · min{Ni, Nj} . Ïóñòü Ni = min{Ni, Nj} . Òîãäà ÷èñëî âçàèìî-
äåéñòâóþùèõ àâòîìàòîâ ðàâíî

Nijk = Vij ·min{Ni, Nj} × pj =
VijNiNj

N
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ â ðàñòâîðå ïðè i ̸= j :

Nijk = p(i, j, k)
VijNiNj

N
= K(i, j, k)

NiNj

N
, (3.2)

Äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ â ðàñòâîðå ïðè i = j :

Nijk = p(i, j, k)
VijNiNj

2N
= K(i, j, k)

NiNj

2N
, (3.3)

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ â ñìåñè ïðèâîäÿò ê âûâîäó, ÷òî çíà-
÷åíèå N , ñëåäóåò çàìåíèòü íà ñóììó (Ni + Nj) ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå îáà âçàèìî-
äåéñòâóþùèõ ìíîæåñòâà àâòîìàòîâ ¾ñìåøàíû äðóã ñ äðóãîì¿, à ïðî÷èå àâòîìàòû ðîëè
íå èãðàþò. Òàê äëÿ çàðàæåíèÿ ãðèïïîì áîëüíûå è çäîðîâûå ëþäè äîëæíû âñòðå÷àòüñÿ â
êàêîì-íèáóäü òåñíîì ìåñòå, íàïðèìåð â îôèñå, ÷òîáû îáìåíÿòüñÿ âèðóñîì, à ïðî÷èå îáñòî-
ÿòåëüñòâà � ðàçìåð ãîðîäà èëè âñåé ñòðàíû� ðîëè íå èãðàþò. Èòàê, äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
â ñìåñè ïîëó÷èì:

Nijk = p(i, j, k)
VijNiNj

(Ni+Nj)
= K(i, j, k)

NiNj

(Ni +Nj)
, (3.4)

Ñîîòíîøåíèÿ
NiNj

N
,

NiNj

2N
è

NiNj

Ni+Nj
çàäàþò âåðîÿòíîñòü âñòðå÷è àâòîìàòîâ â i -òîì è

j -òîì ñîñòîÿíèÿõ â îáëàñòè äåéñòâèÿ âñåõ i -òûõ àâòîìàòîâ.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî åñëè íèêàêèõ äðóãèõ ñîñòîÿíèé, êðîìå i è j , â ñèñòåìå íåò, òî

Ni + Nj = N , è èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ â ðàñòâîðå è ñìåñè ñîâïàäàþò. Êðîìå òîãî, ïðè
óñëîâèè i = j ñ òåìè æå ñîñòîÿíèÿìè ìîãóò âçàèìîäåéñòâîâàòü òîëüêî ïîëîâèíà àâòîìà-
òîâ ðàñòâîðà, à îáëàñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ñîêðàòèòñÿ âäâîå, ÷òî è îòðàæåíî â ôîðìóëàõ. Â
ñìåñè ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ó÷èòûâàåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ïîñêîëüêó Ni + Nj = 2Nj = 2N .

Ïðè ëèíåéíîì âçàèìîäåéñòâèè óñëîâèå i = j îçíà÷àåò, ÷òî àâòîìàò, íàõîäÿùèéñÿ
â ñîñòîÿíèè i , ñàìîñòîÿòåëüíî ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå k íåçàâèñèìî íè îò êàêèõ äðóãèõ
àâòîìàòîâ. Åñëè âñå ïåðåõîäû â ïîïóëÿöèè ëèíåéíûå è äëÿ âñåõ ïåðåõîäîâ i = j , òî
èìååò ìåñòî ïðîñòåéøàÿ, ò.å. ëèíåéíàÿ àâòîìàòíàÿ ïîïóëÿöèÿ.

Ïðè íåëèíåéíîì ïåðåõîäå óñëîâèå i = j îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ íåîáõîäèìà
âñòðå÷à äâóõ àâòîìàòîâ â i -òîì ñîñòîÿíèè, îäèí èç êîòîðûõ ïåðåéäåò â k -òîå ñîñòîÿíèå
ñ èíòåíñèâíîñòüþ K(i, i, k) .

Åñëè ïðè ïåðåõîäàõ àâòîìàòîâ èç îäíèõ ñîñòîÿíèé â äðóãèå îáùåå ÷èñëî àâòîìàòîâ N
íåèçìåííî, òî ïîïóëÿöèÿ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé. Â çàìêíóòîé ïîïóëÿöèè ìîæíî ïîëó÷èòü
ñòàòèñòè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé àâòîìàòîâ Pi = Ni

N
.

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò îòêðûòûå ïîïóëÿöèè, ãäå âîçìîæíî óäàëåíèå àâòîìàòîâ è ïî-
ÿâëåíèå íîâûõ. Äëÿ çàïèñè ýòèõ äåéñòâèé èñïîëüçóåòñÿ âíåøíåå èëè 0-ñîñòîÿíèå q0 , îáî-
çíà÷àåìîå ñèìâîëîì ¾*¿ èëè ¾-¿. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî àâòîìàòîâ íàõîäÿùèõñÿ â 0-ñîñòîÿíèè
âñåãäà äîñòàòî÷íî äëÿ ðåàëèçàöèè ïåðåõîäîâ, à ÷èñëåííîñòü 0-ñîñòîÿíèé íå ìåíÿåòñÿ.

Ïîÿâëåíèå íîâûõ àâòîìàòîâ ïðîèñõîäèò ïîä âîçäåéñòâèåì óæå ñóùåñòâóþùèõ. Àâòî-
ìàòû, íàõîäÿùèåñÿ â ñîñòîÿíèè i , äîáàâëÿþò â ñîñòîÿíèå j íîâûå àâòîìàòû ñ èíòåíñèâ-
íîñòüþ K(i,∗ , j) . Êîëè÷åñòâî ïîÿâèâøèõñÿ àâòîìàòîâ ðàâíî K(i,∗ , j)Ni ïðè âñåõ òèïàõ
âçàèìîäåéñòâèé. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîðîæäåíèè íîâûõ àâòîìàòîâ èíòåíñèâíîñòü � ýòî ëþ-
áîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëó ¾ïîòîìêîâ¿.
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4. Ìåòîä êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîïóëÿöèé

Ïðåäìåòîì íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîñòîé ïîïóëÿöèè àâòî-
ìàòîâ, ôóíêöèîíèðóþùåé â äèñêðåòíîì âðåìåíè T = 1, 2, 3, . . . , t, . . . ñ ïîìîùüþ
êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû ¾Ïîïóëÿöèÿ¿. Âîîáùå ãîâîðÿ, òàêèå ñèñòåìû ìîæíî ìîäåëèðî-
âàòü ëèíåéíûìè èëè íåëèíåéíûìè ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ðåøå-
íèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû, ïèñàòü ïðîãðàììû
èëè èñïîëüçîâàòü ãîòîâûå ñèñòåìû ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì. Ïðîáëåìà ñîñòîèò â âûñîêîé
òðóäî¼ìêîñòè ýòîãî ïóòè. Ìåæäó òåì ïîñòðîåíèå òðåáóåìûõ óðàâíåíèé è èõ ÷èñëåííîå
ðåøåíèå íàñòîëüêî ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî çàäàíèåì Ê-
ñåòè. Êðîìå òîãî, â äèäàêòè÷åñêèõ öåëÿõ ïðîãðàììà äîëæíà áûòü ïðîñòîé, ëåãêî óïðàâ-
ëÿåìîé è äàâàòü íàãëÿäíûå ðåçóëüòàòû â âèäå ãðàôèêîâ è ìàññèâîâ ðåçóëüòàòîâ ìîäåëè-
ðîâàíèÿ.

4.1. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîñòûõ è àâòîìàòíûõ ïîïóëÿöèé

Ïóñòü N �êîëè÷åñòâî àâòîìàòîâ, n �÷èñëî ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ ìîæåò íàõîäèòüñÿ
êàæäûé èç àâòîìàòîâ. Ïðè ýòîì êàæäûé êîíêðåòíûé àâòîìàò íå îáÿçàòåëüíî èìååò âñå
n ñîñòîÿíèé. Ïîïóëÿöèÿ ìîæåò ñîñòîÿòü èç àâòîìàòîâ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ, îòëè÷àþùèõñÿ
íàáîðîì ñîñòîÿíèé è ïîâåäåíèåì. Â êàæäîì i -òîì ñîñòîÿíèè ïðåáûâàåò Ni àâòîìàòîâ,
òàê ÷òî N = N1 + N2 + . . . + Nn (n �íàòóðàëüíîå, Ni �íåîòðèöàòåëüíîå äåé-
ñòâèòåëüíîå ïðè i = 1, . . . , n ). Èñïîëüçîâàíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë âìåñòî öåëûõ
ïîçâîëÿåò íå çàäàâàòü î÷åíü áîëüøèå ÷èñëà Ni è èçáåæàòü ïîãðåøíîñòè ïðè îêðóãëåíèè.
Â êîíå÷íîì èòîãå íàñ âñå ðàâíî èíòåðåñóåò òîëüêî äèíàìèêà èëè ïîâåäåíèå ïîïóëÿöèè.
Ïðè ýòîì ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòàòèñòè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè è äðóãèå ñòàòèñòè÷åñêèå õà-
ðàêòåðèñòèêè.

Â êàæäîì òàêòå, òî åñòü ÷åðåç çàäàííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, êîëè÷åñòâî àâòîìàòîâ
â j -òîì ñîñòîÿíèè èçìåíÿåòñÿ èëè îñòàåòñÿ òåì æå. Ýòî ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå i âëèÿåò íà ñîñòîÿíèå j è ïåðåâîäèò åãî â ñîñòîÿíèå k ñ èíòåíñèâ-
íîñòüþ K(i, j, k) . Èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà Nit àâòîìàòîâ â òàêòå t èìååò âèä:

Ni(t+ 1) = Nit +∆Nit,

ãäå ∆Ni = Vi − Ii + Ri, à Vi =
∑n

j=1

∑n
k=1Njki �÷èñëî àâòîìàòîâ ïåðåøåäøèõ â i -òîå

ñîñòîÿíèå; Ii =
∑n

j=1

∑n
k=0min(Ni, Njik) �÷èñëî àâòîìàòîâ, ïîêèíóâøèõ i -òîå ñîñòîÿíèå;

Ri =
∑n

j=1Nj ·K(j,∗ , i) �÷èñëî àâòîìàòîâ, ¾ðîäèâøèõñÿ¿ â i òîì ñîñòîÿíèè. Çäåñü Nijk

âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì 3.1� 3.4 äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà âçàèìîäåéñòâèÿ. ×òîáû
ïîëó÷èòü ñðåäíåå êîëè÷åñòâî àâòîìàòîâ â êàæäîì ñîñòîÿíèè íà (t + 1) -îì øàãó, íåîáõî-
äèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèìè ôîðìóëàìè t ðàç.

Çàêëþ÷åíèå

Èòàê, ïîëó÷åí ìåòîä ñîñòàâëåíèÿ è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äèíàìèêè ñðåäíèõ (Ê-ìîäåëè) ñ çàïàçäûâàíèåì âðåìåíè íà áàçå
ìàðêèðîâàííîãî ãðàôà ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåññîâ â ïîïóëÿöèè âçàèìîäåéñòâóþùèõ àâòî-
ìàòîâ (Ê-ñåòè).

Íåñìîòðÿ íà íåêîòîðóþ îãðàíè÷åííîñòü äàííîãî ïîäõîäà êëàññ ìîäåëèðóåìûõ ïîïóëÿ-
öèé âêëþ÷àåò ìíîæåñòâî èíòåðåñíûõ ñèñòåì, äîïóñêàþùèõ ìíîæåñòâî èíòåðïðåòàöèé â
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ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòÿõ: âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà, áèîëîãèÿ, ñîöèîëîãèÿ, èñòî-
ðèÿ, ýêîíîìèêà è ò.ä. � âåçäå, ãäå ïîâåäåíèå ñèñòåìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïàðàëëåëüíîå
ôóíêöèîíèðîâàíèå ìíîæåñòâà àâòîìàòîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé.

Èìåÿ ïðîãðàììó ¾Ïîïóëÿöèÿ¿ äîñòàòî÷íî îïèñàòü ïîâåäåíèå îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ èñ-
ñëåäóåìîé ñèñòåìû â èõ ñâÿçè ñ äðóãèìè ýëåìåíòàìè è ïîëó÷àåòñÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ ëåãêî
ìîäèôèöèðóåòñÿ è áûñòðî äà¼ò íàãëÿäíûå ðåçóëüòàòû. Ïðè ýòîì áóäåò ïðåäñòàâëåíî è
ïîâåäåíèå ïîïóëÿöèè â ïåðåõîäíîì ðåæèìå. À ýòî óæå íå ìàëî â òåõ ïðåäìåòíûõ îáëà-
ñòÿõ, ãäå ãîñïîäñòâóþò êà÷åñòâåííûå ðàññóæäåíèÿ. Ýòî êàñàåòñÿ ãóìàíèòàðíûõ íàóê, è,
îñîáåííî, èñòîðèè. Ïðîáëåìà ìàòåìàòèçàöèè èñòîðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé äàâíî ñòîèò íà
ïîâåñòêå äíÿ [4-7].
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The population of automata is a model of the complex

systems

c⃝ V. A. Vorob'ev4, Yu. V. Berezovska 5, A. Yu. Kochnev 6

Abstract. The population of automata is a model of collective behavior of automata. Modeling
of population dynamics is implemented by Causal Petri Net. Net places represent the states
of automata. A net marking speci�es a number of automata that are in corresponding states.
Transitions represent events that result from the joint actions of the elements of a population.
For each transition of net some value is speci�ed, it de�nes probability (rate) of the transition
response so a system of di�erential equations can be built. These equations describe the dynamics
of the average number of automata in places while the logical conditions speci�ed by Petri net are
implemented. The numerical solution of the system is obtained using computer simulation.

Key Words: population of automata, causal net, Petri net, mean value dynamics, modeling.
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