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ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ ìàòðèöû êðàåâûõ óñëîâèé â

îáðàòíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å äëÿ òðóáû ñ

íåïðîòåêàþùåé æèäêîñòüþ

c⃝ Ã. Ô. Ñàôèíà1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðèâåäåí ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è äèàãíîñòèðîâàíèÿ ëþáûõ çàêðåïëå-
íèé óçêîé òðóáû ñ íåïðîòåêàþùåé æèäêîñòüþ. Ìåòîä ñâåäåí ê âîññòàíîâëåíèþ ïî ìèíîðàì
âûñùèõ ïîðÿäêîâ äâóõ ìàòðèö êðàåâûõ óñëîâèé îáðàòíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è. Ðåøåíèå çà-
äà÷è ðàññìîòðåíî ïðè èçâåñòíûõ òî÷íûõ è ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé ÷àñòîò èçãèáíûõ êîëåáà-
íèé òðóáû, íàïîëíåííîé æèäêîñòüþ. Ïî íàéäåííîìó ìåòîäó ðåøåíèÿ îáðàòíîé ñïåêòðàëüíîé
çàäà÷è äîêàçàíà íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû ñ íåïðîòåêà-
þùåé æèäêîñòüþ. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðóáà ñ íåïðîòåêàþùåé æèäêîñòüþ, ÷àñòîòû êîëåáàíèé, ìàòðèöà êðàå-
âûõ óñëîâèé, ìèíîðû ìàòðèöû, äèàãíîñòèðîâàíèå çàêðåïëåíèé, ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ìàòðèö

1. Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèÿ ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷ èçãèáíûõ êîëåáàíèé òðóáû ñ æèäêîñòüþ îò-
íîñÿòñÿ ê ñïåêòðàëüíûì çàäà÷àì, à èìåííî ê çàäà÷àì èäåíòåôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ìå-
õàíè÷åñêèõ ñèñòåì ïî èçâåñòíûì ÷àñòîòàì èõ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé. Ïîäîáíûì çàäà÷àì
äèàãíîñòèðîâàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ïî èõ çâó÷àíèþ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîñâÿùåíî
ìíîãî ðàáîò, â òîì ÷èñëå ðàáîòû [1] � [7].

Ïðÿìàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò èçãèáíûõ êîëåáàíèé òðóáû ñ æèäêî-
ñòüþ ðàññìîòðåíà ïðèáëèæåííûìè ìåòîäàìè â ðàáîòàõ [8], [9] ïðè òàêèõ çàêðåïëåíèÿõ
òðóáû, êàê çàäåëêà è ñâîáîäíîå îïèðàíèå. Îáðàòíàÿ çàäà÷à � çàäà÷à äèàãíîñòèðîâàíèÿ
ëþáûõ âèäîâ çàêðåïëåíèé òðóáû ïî èçâåñòíûì ÷àñòîòàì åå êîëåáàíèé èññëåäîâàíà â ðà-
áîòå [10].

Â ïðîäîëæåíèå èññëåäîâàíèé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâåäåí ìåòîä äèàãíîñòèðîâàíèÿ
çàêðåïëåíèé òðóáû ñ íåïðîòåêàþùåé æèäêîñòüþ ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì ÷àñòîò åå êîëå-
áàíèé, êîòîðûé ñâîäèòñÿ ê âîññòàíîâëåíèþ äâóõ ìàòðèö èç êîýôôèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëî-
âèé ïî ìèíîðàì âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ïîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü ìåòîäà â ñëó÷àÿõ èçâåñòíûõ
òî÷íûõ è ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû. Ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ äâóõ
ìàòðèö êðàåâûõ óñëîâèé èñïîëüçîâàí òàêæå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ
îáðàòíîé çàäà÷è äèàãíîñòèðîâàíèÿ çàêðåïëåíèé òðóáû ñ íåïðîòåêàþùåé æèäêîñòüþ.

2. Ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ èçãèáíûõ êîëå-

áàíèé òðóáû ñ íåïðîòåêàþùåé æèäêîñòüþ

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå èçâåñòíûå ñâåäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ. Çà-
äà÷à èçãèáíûõ êîëåáàíèé óçêîé òðóáû ñ íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
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óðàâíåíèÿ [8], [9]
X(4) + aX ′′ + 2b i ωX ′ − ω2X = 0 (2.1)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè [10]

U1(X) = a1X(0) + a4X
′′′(0) = 0, U2(X) = a2X

′(0) + a3X
′′(0) = 0,

U3(X) = b1X(1) + b4X
′′′(1) = 0, U4(X) = b2X

′(1) + b3X
′′(1) = 0.

(2.2)

Â óðàâíåíèè (2.1): ω � ÷àñòîòà êîëåáàíèé, êîýôôèöèåíòû a è b âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôè-
çè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñèñòåìû (òðóáà � æèäêîñòü).

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) ðàññìîòðåíî â âèäå

X = C1 e
λ1x̃ + C2 e

λ2x̃ + C3 e
λ3x̃ + C4 e

λ4x̃.

Çäåñü λj = λj(ω) (j = 1, 2, 3, 4) � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå óðàâíåíèþ (2.1).

Â çàâèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòîâ ak è bk (k = 1, 2, 3, 4) êðàåâûå óñëîâèÿ (2.2) îïðå-
äåëÿþò ðàçëè÷íûå âèäû óïðóãîãî çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ ó÷àñòêà òðóáû, à òàêæå çàäåëêó,
ñâîáîäíîå îïèðàíèå, ñâîáîäíûé êîíåö, ïëàâàþùóþ çàäåëêó.

×àñòîòíîå óðàâíåíèå äëÿ ïðÿìîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (2.1), (2.2) ïîëó÷åíî ñòàíäàðòíî
èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ: ∆(ω) = 0.

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè îáðàòíîé çàäà÷è äèàãíîñòèðîâàíèÿ çàêðåïëåíèé òðó-

áû ñ æèäêîñòüþ ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöà C ïîðÿäêà 4× 8 [10]: C =

∥∥∥∥ A 0
0 B

∥∥∥∥ ,
ñîñòàâëåííàÿ èç íóëåâûõ ìàòðèö 0 , à òàêæå ìàòðèö

A =

∥∥∥∥ a1 0 0 a4
0 a2 a3 0

∥∥∥∥ , B =

∥∥∥∥ b1 0 0 b4
0 b2 b3 0

∥∥∥∥
èç êîýôôèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé (2.2). Ðàññìîòðåíû M k1 k2 k3 k4 � ìèíîðû âûñøèõ ïî-
ðÿäêîâ ìàòðèöû C , îáðàçîâàííûå èç ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè k1, k2, k3, k4 .

Â äàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â âîññòàíîâëåíèè ìàò-
ðèöû C ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé åå ñòðîê. Â ðàáîòå [10] äîêàçàíà äâîé-
ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ òðóáû ñ íåïðîòåêàþùåé æèäêîñòüþ.

3. Ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ìàòðèö êðàåâûõ óñëîâèé îáðàòíîé ñïåê-

òðàëüíîé çàäà÷è ïî òî÷íûì çíà÷åíèÿì ÷àñòîò êîëåáàíèé

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìåòîä ðåøåíèÿ îáðàòíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è.
Â ñëó÷àå íåïðîòåêàíèÿ æèäêîñòè ïî òðóáå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû èçãèáíûõ êîëåáàíèé

òðóáû ωk óäîâëåòâîðÿþò ÷àñòîòíîìó óðàâíåíèþ

∆(ω k) = x1 f1257(ω k) + x2 f1268(ω k) + x3 f1368(ω k)+
+x4 f1278(ω k) + x5 f1378(ω k) + x6 f2478(ω k) + x7 f1357(ω k)+

+x8 f2468(ω k) + x9 f1256(ω k) + x10 f3478(ω k) = 0,
(3.1)

â êîòîðîì

x1 =M1257 −M1356, x2 =M1268 −M2456, x3 =M1368 +M2457,
x4 =M1278 +M3456, x5 =M1378 −M3457, x6 =M2478 −M3468,

x7 =M1357, x8 =M2468, x9 =M1256, x10 =M3478.
(3.2)
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Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ω k � 9 çíà÷åíèé èç âñåãî ñïåêòðà ÷àñòîò êîëåáàíèé çàäà÷è (2.1),
(2.2), òî ðàâåíñòâà (3.1) îáðàçóþò ñèñòåìó 9-òè ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îò-
íîñèòåëüíî 10-òè íåèçâåñòíûõ xj .

Ïðè ýòîì, åñëè rank∥f k1 k2 k3 k4(ω k)∥10×9 = 9 , òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé (3.1) èìååò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ðåøåíèå
x1, x2, . . . , x10 .

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïî çíà÷åíèÿì x1, x2, . . . , x10 íàõîäÿòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê) äâå ìàòðèöû C .

Òàê êàê rankC = 4 , òî õîòÿ áû îäèí èç ìèíîðîâ Mijkl íå ðàâåí íóëþ. Ïóñòü, íàïðè-
ìåð, M1256 ̸= 0 . Òîãäà ìàòðèöó C ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé åå ñòðîê ìîæíî
ïðèâåñòè ê âèäó ∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 a4 0 0 0 0
0 1 a3 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 b4
0 0 0 0 0 1 b3 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
èëè ∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 −b4 0 0 0 0
0 1 −b3 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 −a4
0 0 0 0 0 1 −a3 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Ìèíîðû ïîëó÷åííûõ ìàòðèö îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç Mijkl è M−

ijkl (i =
1, ..., 5; j = 2, ..., 6; k = 3, ..., 7; l = 4, ..., 8) . Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà C ìîæåò áûòü çàïè-
ñàíà ÷åðåç ìèíîðû â âèäå∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 −M2456

M1256
0 0 0 0

0 1 M1356

M1256
0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 −M1268

M1256

0 0 0 0 0 1 M1257

M1256
0

∥∥∥∥∥∥∥∥
èëè ∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0
−M−

2456

M−
1256

0 0 0 0

0 1
M−

1356

M−
1256

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0
−M−

1268

M−
1256

0 0 0 0 0 1
M−

1257

M−
1256

0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Äëÿ ïåðâîé ìàòðèöû èìååì

M1356 = a3, M2456 = −a4, M1256 = b3, M1268 = −b4,

äëÿ âòîðîé ìàòðèöû

M−
1356 = −b3, M−

2456 = b4, M−
1257 = −a3, M−

2468 = a4.

Ìèíîðû M1256 , M1356 , M1257 , M1268 , M2456 è M−
1256 , M

−
1256 , M

−
1356 , M

−
1257 , M

−
1268 , M

−
2456,

ó÷àñòâóþùèå ñîîòâåòñòâåííî â ïîñëåäíèõ äâóõ çàïèñÿõ ìàòðèöû C , ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè,
à íåíóëåâûå ìèíîðû M1256 è M−

1256 � öåíòðàëüíûìè. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå íåïðîòå-
êàíèÿ æèäêîñòè ïî òðóáå âåðíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 Åñëè ìàòðèöà ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.1) èìååò ðàíã 9, òî ðåøåíèå îáðàò-
íîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé (2.2) äâîéñòâåííî.
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4. Âîññòàíîâëåíèå ìàòðèö êðàåâûõ óñëîâèé îáðàòíîé ñïåêòðàëü-

íîé çàäà÷è ïî ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì ÷àñòîò êîëåáàíèé

Òàê êàê ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû çàäà÷è (2.1), (2.2) ÷àñòî çàäàþòñÿ ïðèáëèæåííî, òî ïîñòðîèì
òåïåðü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è.

Ïóñòü ðàíã ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.1) ðàâåí 9 è ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ω k èçâåñòíû ëèøü
ïðèáëèæåííî ω k ≈ µ k (k = 1, 2, ..., 9) . Ïîäñòàâèâ µ k â ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.1), íàéäåì
íåèçâåñòíûå x1 , x2 , . . . , x10 . Ñîãëàñíî òåîðåìå îïðåäåëèì äàëåå äâå ãðóïïû ìèíîðîâ
Mijkl è M−

ijkl .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû çíà÷åíèÿ Mijkl è M−
ijkl , íàéäåííûå ïî èñêàæåííûì µ k , ÿâëÿëèñü

ìèíîðàìè êàêîé-ëèáî ìàòðèöû, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé Ïëþêêåðà [11], êî-
òîðûå â äàííîì ñëó÷àå (ñ ó÷åòîì M1256 ̸= 0 è íóëåâûõ ìèíîðîâ ) èìåþò âèä:

M1278M1256 =M1257M1268,
M3456M1256 =M2456M1356,
M1357M1256 =M1356M1257,
M2468M1256 =M2456M1268,
M2457M1256 =M2456M1257,
M1368M1256 =M1356M1257,

M2478M1256 =M1278M2456 =M2457M1268,
M1378M1256 =M1356M1278 =M1357M1268,
M3457M1256 =M1356M2457 =M1357M2456,
M3468M1256 =M1356M2468 =M1368M2456,

M3478M1256 =M1278M3456 =M2457M1368 =M1357M2468 =
=M1356M2478 =M2456M1378 =M1268M3457 =M1257M3468.

(4.1)

Òàêèå æå ñîîòíîøåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ ìèíîðîâ M−
ijkl . Çíà÷èò, åñëè ÷èñëà Mijkl ,

M−
ijkl óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (4.1), òî îíè ÿâëÿþòñÿ ìèíîðàìè íåêîòîðîé ìàòðèöû,

è ïî íèì ìîæíî âîññòàíîâèòü êðàåâûå óñëîâèÿ çàäà÷è (2.1), (2.2).
Åñëè æå ÷èñëà Mijkl , M

−
ijkl íå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (4.1), òî ìèíîðû M1278,

M3456,M1357, M2468, M2457, M1368, M2478, M1378, M3457, M3468, M3478 è M−
1278, M−

3456,
M−

1357, M−
2468, M−

2457, M1368, M2478, M1378, M3457, M−
3468, M−

3478 ìîæíî âûðàçèòü ñîîò-
âåòñòâåííî ÷åðåç îñíîâíûå ìèíîðû M1256, M1356, M1257, M1268, M2456 è M−

1256, M−
1356,

M−
1257, M

−
1268, M

−
2456 . Óñëîâèÿ Ïëþêêåðà áóäóò âûïîëíÿòüñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Òàêèì îáðà-

çîì, â ñëó÷àå íåïðîòåêàíèÿ æèäêîñòè ïî òðóáå ìîæíî ñêîððåêòèðîâàòü çíà÷åíèÿ Mijkl ,
M−

ijkl , íàéäåííûå èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.1), òàê, ÷òîáû îíè ÿâëÿëèñü ìèíîðàìè îäíèõ
è òåõ æå ìàòðèö.

5. Íåïðåðûâíîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ïî ÷àñòîòàì êîëåáà-

íèé

Ñ ïîìîùüþ íàéäåííîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ äâóõ ìàòðèö êðàåâûõ óñëîâèé ïî èõ ìèíî-
ðàì âûñøèõ ïîðÿäêîâ èññëåäóåì âîïðîñ î íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ
òðóáû ñ íåïðîòåêàþùåé æèäêîñòüþ.

Âìåñòå ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2.2) ðàññìîòðèì òàêæå óñëîâèÿ:

U1(X) = ã1X(0) + ã4X
′′′(0) = 0, U2(X) = ã2X

′(0) + ã3X
′′(0) = 0,

U3(X) = b̃1X(1) + b̃4X
′′′(1) = 0, U4(X) = b̃2X

′(1) + b̃3X
′′(1) = 0.

(5.1)
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Ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ àíàëîãè÷íî ìàòðèöå C , íî èç êîýôôèöèåíòîâ êðàåâûõ
óñëîâèé (5.1), îáîçíà÷èì ÷åðåç C̃ . Ýëåìåíòû ìàòðèöû C̃ îáîçíà÷èì ÷åðåç

c̃ij , à ìèíîðû âûñøèõ ïîðÿäêîâ ýòîé ìàòðèöû � ÷åðåç M̃ijkl . Âìåñòå ñ

ìàòðèöàìè C è C̃ ðàññìîòðèì òàêæå ìàòðèöó C̃− , ñîñòàâëåííóþ èç âåêòîðîâ
c−i = (c̃i5, c̃i6, −c̃i7, −c̃i8, c̃i1, c̃i2, −c̃i3, −c̃i4)T , (i = 1, 2, 3, 4). Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû

C̃− � c̃ −
ij , à ìèíîðû âûñøèõ ïîðÿäêîâ � M̃−

ijkl .

Ðàññìîòðèì òàêæå êëàññû ìàòðèö C , C̃ , C̃− , êîòîðûå îáîçíà÷èì ÷åðåç [C] , [C̃] , [C̃−]
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2 (î íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è) Ïóñòü {ωk} ,
{ω̃k} (k = 1, ..., 9) � ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû çàäà÷ (2.1), (2.2) è (2.1), (5.1) ñîîòâåòñòâåí-

íî; rankC = rank C̃ = rank C̃− = 4 ; C ∈ [C] , C̃ ∈ [C̃] , C̃− ∈ [C̃−] . Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0 , ÷òî äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåí-
ñòâó

∑9
k=1 |ωk− ω̃k| < δ , âûïîëíÿþòñÿ

∑4
i=1

∑8
j=1 |cij− c̃ij| < ε ,

∑4
i=1

∑8
j=1 |cij− c̃

−
ij | < ε .

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïî íàéäåííîìó ìåòîäó ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ñèñòåìà óðàâíåíèé
(3.1) èìååò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ðåøåíèå x1, x2, . . . , x10 ,
ïî êîòîðîìó íàõîäÿòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê) äâå ìàòðèöû

C , à èìåííî C = C̃ èëè C = C̃− . Êàê ïîêàçàíî âûøå, ïî çíà÷åíèÿì x1, x2, . . . , x10
îïðåäåëÿþòñÿ äâå ãðóïïû ìèíîðîâ Mijkl , M

−
ijkl è ïî íèì âîññòàíàâëèâàþòñÿ äâå ìàòðèöû

C .
Íàéäåííûå ìèíîðû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Mijkl = Fn(ω1, ..., ω9), n = 1, ..., 10,

M−
ijkl = F−

n (ω1, ..., ω9), n = 1, ..., 10,

ãäå ôóíêöèè Fn(ω1, ..., ω9) , F
−
n (ω1, ..., ω9) ïîëó÷åíû èç ôóíêöèé fijkl ñ ïîìîùüþ êîíå÷-

íîãî ÷èñëà àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèé Xj = Xj(x, ω) =
eλjx (j = 1, 2, 3, 4) ïî ïàðàìåòðàì ωk , ôóíêöèè fijkl(ωk) êàê ôóíêöèè îò ñóììû, ðàçíî-
ñòè è ïðîèçâåäåíèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ïî
ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì êîëåáàíèé ωk . Çíà÷èò, ôóíêöèè Fn(ω1, ..., ω9) , F

−
n (ω1, ..., ω9) òàêæå

ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè ïî ïàðàìåòðàì ωk . Àíàëîãè÷íî, ñèñòåìà óðàâíåíèé

∆(ω̃ k) = x̃1 f1257(ω̃ k) + x̃2 f1268(ω̃ k)+
+x̃3 f1368(ω̃ k) + x̃4 f1278(ω̃ k)+
+x̃5 f1378(ω̃ k) + x̃6 f2478(ω̃ k)+

+x̃7 f1357(ω̃ k) + x̃8 f2468(ω̃ k) + x̃9 f1256(ω̃ k) + x̃10 f3478(ω̃ k) = 0,

â êîòîðîé

x̃1 = M̃1257 − M̃1356, x̃2 = M̃1268 − M̃2456,

x̃3 = M̃1368 + M̃2457, x̃4 = M̃1278 + M̃3456,

x̃5 = M̃1378 − M̃3457, x̃6 = M̃2478 − M̃3468,

x̃7 = M̃1357, x̃8 = M̃2468, x̃9 = M̃1256, x̃10 = M̃3478,

èìååò ðåøåíèå
M̃ijkl = Fn(ω̃1, ..., ω̃14), n = 1, ..., 10,

èëè
M̃−

ijkl = F−
n (ω̃1, ..., ω̃14), n = 1, ..., 10.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ôóíêöèè Fn(ω̃1, ..., ω̃9) è F−
n (ω̃1, ..., ω̃9)

òàêæå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè ïî ïàðàìåòðàì ω̃k .
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Òîãäà

|Mijkl(ω1, ..., ω9)− M̃ijkl(ω̃1, ..., ω̃9)| = |Fn(ω1, ..., ω9)− Fn(ω̃1, ..., ω̃9)| < ε1

è
|M−

ijkl(ω1, ..., ω9)− M̃−
ijkl(ω̃1, ..., ω̃9)| = |Fn(ω1, ..., ω9)− F−

n (ω̃1, ..., ω̃9)| < ε1,

êàê òîëüêî
∑9

k=1 |ωk − ω̃k| < δ .

Åñëè æå ìèíîðû Mijkl , M̃ijkl , M
−
ijkl , M̃

−
ijkl íå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (4.1), òî

ïîñëå êîððåêòèðîâêè ìèíîðîâ, íàïðèìåð, äëÿ ìèíîðîâ M1278 , M̃1278 , M
−
1278 , M̃

−
1278 , èìååì

|M1278 − M̃1278| = |M1257M1268/M1256 − M̃1257 M̃1268/M̃1256|,

|M−
1278 − M̃−

1278| = |M−
1257M

−
1268/M

−
1256 − M̃−

1257 M̃
−
1268/M̃

−
1256|.

Òàê êàê M1256 ̸= 0 , M−
1256 ̸= 0 , òî ôóíêöèè Gn(ω1, ..., ω9) = M1257M1268/M1256 è

Gn(ω̃1, ..., ω̃9) = M̃1257 M̃1268/M̃1256 , G
−
n (ω1, ..., ω9) = M−

1257M
−
1268/M

−
1256 è G−

n (ω̃1, ..., ω̃9) =

M̃−
1257 M̃

−
1268/M̃

−
1256 ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïî ïàðàìåòðàì ωk è ω̃ k ñîîòâåòñòâåííî, êàê

ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé Mijkl , M̃ijkl , M
−
ijkl , M̃

−
ijkl . Ñëåäîâàòåëüíî,

|M1256 − M̃1256| = |Gn(ω1, ..., ω9)−Gn(ω̃1, ..., ω̃9)| < ε2,

|M−
1256 − M̃−

1256| = |G−
n (ω1, ..., ω9)−G−

n (ω̃1, ..., ω̃9)| < ε2,

êàê òîëüêî
∑9

k=1 |ωk − ω̃k| < δ .

Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì è äëÿ îñòàëüíûõ ìèíîðîâ ìàòðèö C è C̃ , ïîëó÷àåì

|Mijkl − M̃ijkl| < ε2,

|M−
ijkl − M̃−

ijkl| < ε2,

êàê òîëüêî
∑9

k=1 |ωk− ω̃k| < δ . Òàê êàê êîýôôèöèåíòû êðàåâûõ óñëîâèé çàäà÷ (2.1), (2.2)

è (2.1), (5.1) ìîãóò áûòü âûïèñàíû ïî ìèíîðàì Mijkl , M̃ijkl , M̃
−
ijkl ìàòðèö C , C̃ , C̃−

ñîîòâåòñòâåííî, òî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèö C è C̃ âåðíî
∑4

i=1

∑8
j=1 |cij − c̃ij| < ε ,∑4

i=1

∑8
j=1 |cij − c̃ −

ij | < ε .
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî îáðàòíàÿ çàäà÷à ïî îïðåäåëåíèþ çàêðåïëåíèé òðóáû ñ æèäêî-

ñòüþ êîððåêòíî ïîñòàâëåíà. È â ñëó÷àå íåïðîòåêàíèÿ æèäêîñòè ïî òðóáå çàäà÷à îïðåäå-
ëåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàêðåïëåíèé òðóáû èìååò äâîéñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå íåïðåðûâíî
çàâèñèò îò ÷àñòîò ωk, (k = 1, ..., 9) .

6. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ìàòðèö êðàåâûõ óñëîâèé

îáðàòíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

Ïðèìåíåíèå íàéäåííîãî ìåòîäà ïîêàæåì íà ïðèìåðàõ.
Ïðèìåð 1. Óïðóãîå çàêðåïëåíèå
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (2.1), (2.2) ïðè ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ

r1 = 0, 0095ì, r = 0, 01ì, l = 5ì, ρ = 2, 7 · 103 êã/ì3,

ρ0 = 103 êã/ì3, V0 = 0ì/ñ, E = 6, 9 · 109H/ì2, p0 = 3 · 103H/ì2
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ñèñòåìû (òðóáà � æèäêîñòü). Ïóñòü èçâåñòíû çíà÷åíèÿ 9 ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ω k çàäà-
÷è (2.1), (2.2):

ω1 = 21.67, ω2 = 60.87 , ω3 = 120.06 , ω4 = 198.98 , ω5 = 297.66 , ω6 = 416.08 , ω7 =
712.15 , ω8 = 889.79 , ω9 = 1087.18 .

Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû íà ÝÂÌ ïîëó÷àåì, ÷òî ðàíã ñèñòåìû (3.1) ðàâåí 9, à åå ðåøåíèå
èìååò âèä:

x5 = −3K, x7 = K, x10 = −2K; îñòàëüíûå xi = 0.

Èç ðàâåíñòâà x7 = M1357 ̸= 0 èìååì a1 ̸= 0 , a3 ̸= 0 , b1 ̸= 0 , b3 ̸= 0 . Îòêóäà ïîëó÷àåì,
÷òî ìàòðèöà C (ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ åå ñòðîê) èìååò âèä:∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 a4 0 0 0 0
0 a2 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 b4
0 0 0 0 0 b2 1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ (K = 1).

Òîãäà ïîëó÷àåì a2 = 0 , b2 = 0 , a4 − b4 = −3 , a4 b4 = −2 . Îòêóäà èìååì a2 = 0 , b2 = 0 ,
a4 = −1 , b4 = 2 èëè a2 = 0 , b2 = 0 , a4 = −2 , b4 = 1 .

Çíà÷èò, ìàòðèöà C (ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè) èìååò âèä∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 2
0 0 0 0 0 0 1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ èëè

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0 −2 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Ñëåäîâàòåëüíî, êðàåâûå óñëîâèÿ òàêîâû:

X(0)−X ′′′(0) = 0, X ′′(0) = 0, X(1) + 2X ′′′(1) = 0, X ′′(1) = 0

èëè
X(0)− 2X ′′′(0) = 0, X ′′(0) = 0, X(1) +X ′′′(1) = 0, X ′′(1) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïî çàäàííûì ÷àñòîòàì êîëåáàíèé òðóáû ñ íåïðîòåêàþùåé æèäêîñòüþ,
ïîëó÷èëè, ÷òî ëåâûé êîíåö çàêðåïëåí ïðóæèíîé ñ îòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòüþ íà èçãèá,
ðàâíîé åäèíèöå, à ïðàâûé � ñ îòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòüþ íà èçãèá, ðàâíîé äâóì. Â òî
æå âðåìÿ èìååòñÿ åùå îäíî çàêðåïëåíèå ñ ïîäîáíûì ñïåêòðîì ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû,
à èìåííî çàêðåïëåíèå, ïðè êîòîðîì ëåâûé êîíåö çàêðåïëåí ïðóæèíîé ñ îòíîñèòåëüíîé
æåñòêîñòüþ íà èçãèá, ðàâíîé äâóì, à ïðàâûé � ñ îòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòüþ íà èçãèá,
ðàâíîé åäèíèöå.

Ïðèìåð 2. Ñâîáîäíàÿ îïîðà � çàäåëêà
Ðàññìîòðèì ñíîâà êðàåâóþ çàäà÷ó (2.1), (2.2) ïðè ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû (òðóáà � æèä-

êîñòü). Èçâåñòíû 9 ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ω k çàäà÷è: ω1 = 14.65 , ω2 = 49.10 , ω3 = 103.34 ,
ω4 = 177.34 , ω5 = 271.09 , ω6 = 384.58 , ω7 = 670.79 , ω8 = 843.504 , ω9 = 1035.96 .

Íàéäåì êðàåâûå óñëîâèÿ, êîòîðûå èì ñîîòâåòñòâóþò. Ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ ïîëó÷àåì ðå-
øåíèå ñèñòåìû (3.1): x1 = K ; xi = 0 , i = 2, 3, . . . , 10.

Èç ðàâåíñòâà x1 = M1257 −M1356 = K ñëåäóåò, ÷òî M1257 ̸= 0 èëè M1356 ̸= 0 (èíà÷å
ðàíãè ìàòðèö A è B áûëè áû ðàâíû íóëþ, ÷òî íåâîçìîæíî). Íàéäåì òåïåðü èñêîìûå
ìàòðèöû C , ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ñëó÷àÿì.

1. Ïóñòü M1257 ̸= 0 . Òîãäà a1 ̸= 0 , a2 ̸= 0 , b1 ̸= 0 , b3 ̸= 0 . Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî
ìàòðèöà C (ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè) èìååò âèä:∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 a4 0 0 0 0
0 1 a3 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 b4
0 0 0 0 0 b2 1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
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Èç ðàâåíñòâ M1357 = 0 , M1256 = 0 ïîëó÷àåì a3 = 0 , b2 = 0 , à èç ðàâåíñòâ x3 = M1368 +
M2457 = 0 , x4 =M1278 +M3456 = 0 èìååì a4 = 0 , b4 = 0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà C èìååò âèä:

C =

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
2. Ïóñòü M1356 ̸= 0 . Òîãäà òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è â ñëó÷àå M1257 ̸= 0 , ïîëó÷àåì, ÷òî

ìàòðèöà C èìååò âèä:

C =

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Çíà÷èò, â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ íàéäåííûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ äâóõ ìàòðèö ïî-

ëó÷àåì äâà ðåøåíèÿ (çàäåëêà)�(ñâîáîäíîå îïèðàíèå) è (ñâîáîäíîå îïèðàíèå)�(çàäåëêà):

X(0) = 0, X ′(0) = 0, X(1) = 0, X ′′(1) = 0;

X(0) = 0, X ′′(0) = 0, X(1) = 0, X ′(1) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ îïðåäåëåíû âåðíî, òàê êàê èìåííî ýòèì çàêðåïëåíèÿì ïî
ðåøåíèþ ïðÿìîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ñîîòâåòñòâóþò çàäàííûå çíà÷åíèÿ ÷àñòîò êîëåáà-
íèé.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íåïðîòåêàíèè æèäêîñòè ïî òðóáå çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ òðóáû âîñ-
ñòàíàâëèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê çàêðåïëåíèé ìåñòàìè.

7. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ïî èçãèáíûì êîëåáàíèÿì òðóáû
ñ æèäêîñòüþ. Ïðèâåäåí ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è äèàãíîñòèðîâàíèÿ çàêðåïëåíèé òðóáû ñ
íåïðîòåêàþùåé æèäêîñòüþ ïî èçâåñòíûì ÷àñòîòàì åå èçãèáíûõ êîëåáàíèé.

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ìåòîä ðåøåíèÿ ñâåäåí ê âîññòàíîâëåíèþ äâîéñòâåííûì
îáðàçîì ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé ïî ìèíîðàì ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ. Ðåøå-
íèå çàäà÷è ðàññìîòðåíî ïî èçâåñòíûì òî÷íûì è ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì ÷àñòîò èçãèá-
íûõ êîëåáàíèé òðóáû ñ æèäêîñòüþ. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà âîññòàíîâ-
ëåíèÿ äâóõ ìàòðèö.

Ïî íàéäåííîìó ìåòîäó ðåøåíèÿ îáðàòíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è äîêàçàíà íåïðåðûâíàÿ
çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû.
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Method of dual restoration on minors the senior orders of

a matrix of regional conditions in the return spectral task

for a pipe from not proceeding liquid

c⃝ G F. Sa�na2

Abstract. The decision method is given in work problems of diagnosing of any �xing of a narrow
pipe with not proceeding liquid. The method is reduced to restoration on minors the highest
orders of two matrixes of regional conditions of the return spectral tasks. The solution of a task
is considered at known exact and approximate values of frequencies of �exural �uctuations of the
pipe �lled liquid. On the found method of the solution of the return spectral task continuous
dependence of the decision on frequencies of �uctuations of a pipe is proved with not proceeding
liquid. Examples are given

Key Words: pipe from not proceeding liquid, frequencies of �uctuations, matrix of regional
conditions, minors matrixes, diagnosing of �xing, method of restoration of matrixes.
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