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ÓÄÊ 517.92

Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

ëèíåéíûõ ñèñòåì îòíîñèòåëüíî çàäàííîé ÷àñòè

ïåðåìåííûõ

c⃝ Â. È. Íèêîíîâ1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ
ñèñòåì îòíîñèòåëüíî çàäàííîé ÷àñòè ïåðåìåííûõ, âûðàæåííûå ÷åðåç ìàòðè÷íûå ìíîãî÷ëåíû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÷àñòè÷íàÿ óñòîé÷èâîñòü, ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí, ìàòðè÷íûé ìíîãî-
÷ëåí.

Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èññëåäîâàíèé ïî ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåé-
íûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðàññìîòðåííûõ â [3].

1. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü îòíîñèòåëüíî çàäàííîé ÷àñòè êîìïîíåíò ôàçîâîãî âåêòîðà
ñèñòåìû

dx

dt
= A∗x(t), (1.1)

ãäå x ∈ Rn, A∗ � ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïî ïåðâûì m êîìïîíåíòàì ôàçîâîãî âåê-

òîðà x ñèñòåìû (1.1). Îáîçíà÷èì ïåðâóþ ãðóïïó êîîðäèíàò ôàçîâîãî âåêòîðà ÷åðåç y ,
à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ñîñòàâÿò âåêòîð z . Â ñâÿçè ñ ýòèì, ñèñòåìó (1.1) ïðåäñòàâèì â
âèäå

dy

dt
= Ay(t) +Bz(t),

dz

dt
= Cy(t) +Dz(t),

(1.2)

ãäå y ∈ Rm, z ∈ Rp, A ∈ Rm×m, B ∈ Rm×p, C ∈ Rp×m, D ∈ Rp×p, n = m+ p, p ≥ 0 .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû

φi(λ) = λsi + γi1λ
si−1 + · · ·+ γi,si−1

λ+ γi,si , i = 1, . . . ,m,

ÿâëÿþòñÿ ïðàâûìè ìèíèìàëüíûìè àííóëèðóþùèìè ìíîãî÷ëåíàìè âåêòîð-ñòðîê ìàòðèöû
B îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé D . Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîò-
íîøåíèå

biD
si + γi1biD

si−1 + · · ·+ γi,si−1biD + γi,sibi = 0, i = 1, . . . ,m, (1.3)

êîòîðîå ìîæåò ïðåäñòàâëåíî â âèäå

biφi(D) = 0, i = 1, . . . ,m.

Ïóñòü
s = max

1≤i≤m
si.

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé àëãåáðû è ãåîìåòðèè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû

Γj = diag(γ1s1−j, γ2s2−j, . . . , γm,sm−j), j = 0, s.

Êðîìå ýòîãî, ïîëîæèì,

γi,si−j = 1, ïðè si = j, è γi,si−j = 0, ïðè si < j.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýëåìåíòû äàííûõ ìàòðèö ñîñòîÿò èç êîýôôèöèåíòîâ ìèíèìàëü-
íûõ àííóëèðóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ (1.3).

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî

ΓsBD
s + Γs−1BD

s−1 + · · ·+ Γ0B = 0. (1.4)

Äèôôåðåíöèðóÿ s ðàç ïåðâóþ ïîäñèñòåìó ñèñòåìû (1.2), â ñèëó âòîðîé åå ïîäñèñòå-
ìû è, èñïîëüçóÿ óñëîâèå (1.4) ïðèõîäèì ê ìàòðè÷íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ,
îòíîñèòåëüíî èññëåäóåìûõ êîìïîíåíò ôàçîâîãî âåêòîðà

Γs
ds+1y

dts+1
+ (Γs−1 − ΓsA)

dsy

dts
+ (Γs−2 − Γs−1A− ΓsBC)

ds−1y

dts−1
+ · · ·

+(Γ0 − Γ1A− Γ2BC − · · · − ΓsBD
s−2C)

dy

dt
−

−(Γ0A+ Γ1BC + Γ2BDC + · · ·+ Γs−1BD
s−2C + ΓsBD

s−1C)y = 0.

(1.5)

Íàïðèìåð, åñëè s = 2 , òî ïîëó÷àåì ìàòðè÷íîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

Γ2
d3y

dt3
+ (Γ1 − Γ2A)

d2y

dt2
+ (Γ0 − Γ1A− Γ2BC)

dy

dt
− (Γ0A+ Γ1BC + Γ2BDC)y = 0.

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå y -óñòîé÷èâîñòè èñõîäíîé ñèñòåìû ìîæíî ñâåñòè ê èñ-
ñëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (1.5)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà (1.2) áûëà y -óñòîé÷èâîé, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.5) áûëî óñòîé÷èâûì.

Ò å î ð å ì à 1.2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà (1.2) áûëà àñèìïòîòè÷åñêè y -
óñòîé÷èâîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìíîãî÷ëåí

P (λ) = det(Γsλ
s+1 + (Γs−1 − ΓsA)λ

s + (Γs−2 − Γs−1A− ΓsBC)λ
s−1 + · · ·

+(Γ0 − Γ1A− Γ2BC − · · · − ΓsBD
s−2C)λ−

−(Γ0A+ Γ1BC + Γ2BDC + · · ·+ Γs−1BD
s−2C + ΓsBD

s−1C))
(1.6)

áûë óñòîé÷èâûì.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.1. Åñëè ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà (1.6) ðàâíà n , òî ñèñòåìà (1.2)
ïðèâîäèìà ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ n -ãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé
y . Â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.2) ñîâïàäàåò ñ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.5), à, ñëåäîâàòåëüíî, y -
óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (1.2) âîçìîæíà ëèøü â ñëó÷àå óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ïî âñåì
êîîðäèíàòàì ôàçîâîãî âåêòîðà x .

Èòàê, ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä îá óñòîé÷èâîñòè
çàäàííîé ÷àñòè ïåðåìåííûõ ôàçîâîãî âåêòîðà èññëåäóåìîé ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòå-
ìû.
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2. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû èìåþò ìåñòî è äëÿ ëèíåéíóþ ðàçíîñòíûõ ñèñòåì âèäà

x(t+ 1) = A∗x(t), (2.1)

ãäå x ∈ Rn, A∗ � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ. Ïðåäñòàâèì ñèñòåìó
(2.1) â âèäå

y(t+ 1) = Ay(t) +Bz(t),
z(t+ 1) = Cy(t) +Dz(t),

(2.2)

è, ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèõîäèì ê ìàòðè÷íîìó äèñêðåòíîìó óðàâíåíèþ

Γsy(t+ s+ 1) + (Γs−1 − ΓsA)y(t+ s) + (Γs−2 − Γs−1A− ΓsBC)y(t+ s− 1) + · · ·
+(Γ0 − Γ1A− Γ2BC − · · · − ΓsBD

s−2C)y(t+ 1)−
−(Γ0A+ Γ1BC + Γ2BDC + · · ·+ Γs−1BD

s−2C + ΓsBD
s−1C)y(t) = 0.

(2.3)

Ïîäîáíûé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî è äëÿ äàííûõ ñèñòåì .

Ò å î ð å ì à 2.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà (2.2) áûëà y -óñòîé÷èâîé, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.3) áûëî óñòîé÷èâûì.

3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îòêëîíÿ-

þùèìñÿ àðãóìåíòîì

Äàííûé ïîäõîä ïðèìåíèì è ê èññëåäîâàíèþ y -óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì ëèíåéíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì.

Èññëåäóåì y -óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû âèäà

dx(t)

dt
= A∗x(t− τ), (3.1)

ãäå x ∈ Rn, τ = const, A∗ -ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ.
Ïðåäñòàâèì ñèñòåìó (3.1)) â âèäå

dy(t)

dt
= Ay(t− τ) +Bz(t− τ),

dz(t)

dt
= Cy(t− τ) +Dz(t− τ).

(3.2)

Ïðîâîäÿ òàêèå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ êàê â [3], ïðèõîäèì ê ìàòðè÷íîìó ëèíåéíîìó óðàâ-
íåíèþ

Γs
ds+1y(t+ sτ)

dts+1
+ (Γs−1 − ΓsA)

dsy(t+ (s− 1)τ)

dts
+

+(Γs−2 − Γs−1A− ΓsBC)
ds−1y(t+ (s− 2)τ)

dts−1
+ · · ·+

+(Γ0 − Γ1A− Γ2BC − · · · − ΓsBD
s−2C)

dy(t)

dt
−

−(Γ0A+ Γ1BC + Γ2BDC + · · ·+ Γs−1BD
s−2C + ΓsBD

s−1C)y(t− τ) = 0.

(3.3)

Ñëåäîâàòåëüíî, âîïðîñ y -óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (3.1) ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ óñòîé-
÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.3). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà.
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Ò å î ð å ì à 3.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà (3.1) áûëà y -óñòîé÷èâîé, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.3) áûëî óñòîé÷èâûì.
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A necessary and su�cient conditions for a partial stability

of linear systems

c⃝ V. I. Nikonov2

Abstract. In the paper necessary and su�cient conditions are obtained for a partial stability of
linear systems. It is expressed in term of matrix polynomial.
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