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1. Ââåäåíèå

Ïðè èçó÷åíèè äèíàìè÷åñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñëîæíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì
îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîâåäåíèå âçàèìîñâÿçíûõ ïîäñèñòåì èñõîäíîé ñèñòåìû, òàê
êàê íà îñíîâå ñîâîêóïíîñòè ñâîéñòâ è ïðèðîäû èõ âçàèìîäåéñòâèé ìîæíî îïðåäåëèòü
óñòîé÷èâîñòü ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû â öåëîì, à òàê æå ïðîãíîçèðîâàòü äèíàìèêó åå ðàç-
âèòèÿ. Â ðàáîòå [1] äëÿ àíàëèçà ïîäîáíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì èñïîëüçóåòñÿ ìàòåìà-
òè÷åñêèé ìåòîä ñðàâíåíèÿ è âåêòîð-ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Â äàííîé ðàáîòå ýòà æå çàäà÷à
ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, ðàçðàáîòàííîãî Å. Â. Âîñêðåñåíñêèì [2],
ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ëèøü âåêòîð-ôóíêöèé Ëÿïóíîâà, ÷òî îáåñïå÷èâàåò
ñíÿòèå ÷àñòè îãðàíè÷åíèé, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì ïîäõîäîì ê ýòîìó âîïðîñó.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ýêîíîìè÷åñêóþ ñèñòåìó S , êîòîðàÿ ñîñòîèò èç âçàèìîñâÿçíûõ è âçàèìî-
çàâèñèìûõ ìåæäó ñîáîé ïîäñèñòåì si, i = 1, n . Óñòîé÷èâîñòü âñåé ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû
îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå óñòîé÷èâîñòè åå ïîäñèñòåì. Ïóñòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ẋ = f(t, x) (2.1)

îïèñûâàåò ýêîíîìè÷åñêóþ ñèñòåìó S , ãäå x ∈ Rn � åñòü ñîñòîÿíèå ýêîíîìèêè, f(t, x) �
ôóíêöèÿ ñïðîñà è f(t, x) ∈ C(0,1) (T × Rn,Rn) . Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ðåøåíèå x(t : t0, x0)
óðàâíåíèÿ (2.1) ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (t0, x0) ∈ T ×Rn è t ∈ T0 . Çäåñü
T � âðåìåííîé èíòåðâàë è T0 = [t0,+∞) . Êðîìå ýòîãî êîìïîíåíòû âåêòîðà x ñèñòåìû S
íåîòðèöàòåëüíû, ò.å. x ∈ Rn

+ = {x ∈ Rn : xi ≥ 0, i = 1, n} . Ïðåäïîëîæèì òàê æå, ÷òî

f(t, 0) = 0,∀t ∈ T (2.2)

è x = 0 � åäèíñòâåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû S , îïèñûâàåìîé
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì(2.1).
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Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ ñïðîñà f(t, x) èìååò êîìïîíåíòû fi(t, x) ≡
fi (t, di1x1, di2x2, ..., dinxn) , i = 1, n , ãäå ýëåìåíòû dij : T → [0, 1] , dij (t) ∈ C (T ) îò-
ðàæàþò ñèëó âçàèìîçàâèñèìîñòè ïîäñèñòåì si â ñèñòåìå S . Òîãäà îáîçíà÷èì ÷åðåç
D = (dij) � ìàòðèöó âçàèìîäåéñòâèÿ ðàçìåðíîñòè (n × n) . Ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó
âçàèìîäåéñòâèÿ Df � îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âñå ýëåìåíòû dij ïðèíèìàþò
äâîè÷íûå çíà÷åíèÿ: 1 � åñëè j -àÿ ïîäñèñòåìà âëèÿåò íà i -óþ, 0 � åñëè j -àÿ ïîäñèñòåìà
íå âëèÿåò íà i -þ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñòðóêòóðà ìíîãî÷èñëåííûõ ýêîíîìè÷åñêèõ
ñèñòåì òàêîâà, ÷òî ýëåìåíòû dij , îòðàæàþùèå âçàèìîäåéñòâèå i -îé è j -îé ïîäñèñòåì,
ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè dij(t), t ∈ T0 . Î÷åâèäíî, ÷òî ïîä
äåéñòâèåì ñòðóêòóðíûõ âîçìóùåíèé ãðóïïû ñèñòåì ëèáî ïåðåñòàþò âçàèìîäåéñòâîâàòü,
ëèáî âçàèìîäåéñòâóþò â òå÷åíèå îïðåäåëåííîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ïðîöåññà.

Íàéäåì óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû S , îïèñûâàå-
ìîé äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (2.1).

3. Îá àñèìïòîòè÷åñêîì ðàâíîâåñèèè

Àäàïòèðóåì îïðåäåëåíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ×åçàðè [3] ê íàøåé çàäà÷å.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2.1)
èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå â ñòðóêòóðå S , åñëè êàæäîå åãî ðåøåíèå x(t) èìå-
åò ïðåäåë x(t) → c , c ∈ Rn , ïðè t → +∞ è äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî c ∈ Rn ñóùåñòâóåò
ðåøåíèå x(t) , êîòîðîå ïðè t → +∞ èìååò ñâîèì ïðåäåëîì ýòîò âåêòîð äëÿ ëþáîé
ìàòðèöû âçàèìîäåéñòâèÿ D .

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñè-
ñòåìû (2.1) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì â ñòðóêòóðå S , åñëè îíî óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó
äëÿ ëþáîé ìàòðèöû âçàèìîäåéñòâèÿ D .

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.3. [5] Ðåøåíèÿ x(t; t0, x0) äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
(2.1) íàçûâàþòñÿ àáñîëþòíî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûìè äëÿ ∥ x0 ∥≤ r, t ≥ T , åñëè
∥ x (t; t0, x0) ∥≤ c0 (r) äëÿ âñåõ T ≤ t, t0 < +∞ .

Ò å î ð å ì à 3.1. [5] Äëÿ àáñîëþòíî ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ (2.1) ïðè ∥ x0 ∥≤ r, t ≥ T , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèé
V,W : [T,+∞)× Rn → (0,+∞) òàêèõ, ÷òî:

a) V (t, x),W (t, x) → +∞ ïðè ∥ x ∥→ +∞ ðàâíîìåðíî ïî t ;
b) V (t, x) ≤ ρ1(r),W (t, x) ≤ ρ2(r) äëÿ ∥ x ∥≤ r ;
c) V (t, x(t)),W (t, x(t)) � ñîîòâåòñòâåííî íåâîçðàñòàþùàÿ è íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèè,

ãäå x(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Íåîáõîäèìîñòü è äîñòàòî÷íîñòü ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ôóíêöèè V ïðè t ≥ T äëÿ àáñîëþòíî ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (2.1) ïðîâåäåíî Èîøèçàâîé [4]. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè W .

Äîñòàòî÷íîñòü.
Ïóñòü T ≤ t ≤ t0. Ñîãëàñíî óñëîâèþ b) W (t, x) ≤ ρ2(r) ïðè ∥ x ∥≤ r . Èñõîäÿ èç

óñëîâèÿ a) ìîæíî ïîäîáðàòü íåîòðèöàòåëüíóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ β2(r) òàêóþ, ÷òî
β2(r) ≤ W (t, x) ïðè ∥ x ∥≤ r, ïðè÷åì β2(r) → +∞ ïðè r → +∞ . Ïîýòîìó ìîæíî
âûáðàòü òàêîå k2(k2 > p2) , ÷òî β2(k2) > ρ2(p2).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ x = x(t : t0, x0) , èñõîäÿùåãî èç òî÷êè
(x0, t0) , ìû èìååì

∥ x(t1 : t0, x0) ∥= k2, ∥ x(t2 : t0, x0) ∥= p2

è p2 <∥ x(t : t0, x0) ∥< k2 äëÿ t1 < t < t2 . Ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèþ W (t, x(t : t0, x0))
èìååì, W (t1, x(t1 : t0, x0)) ≥ β2(k2) è W (t2, x(t2 : t0, x0)) ≤ ρ2(p2).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû â ñèëó óñëîâèÿ c) íàõîäèì

W (t1, x(t1 : t0, x0)) ≤ W (t2, x(t2 : t0, x0)).

Îòñþäà ïîëó÷èì β2(k2) < ρ2(p2). Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Òàêèì îáðàçîì ∥ x(t : x0, t0) ∥6 ρ2(p2) , òî åñòü ðåøåíèå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî ïðè

T ≤ t ≤ t0 .
Íåîáõîäèìîñòü.
Ïóñòü T ≤ t ≤ t0 . Ðàññìîòðèì àáñîëþòíî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ (2.1) x = x(t : t0, x0) ïðè T ≤ t ≤ t0. Ïîëîæèì W (t, x) = min{∥ x(t̄ : t, x) ∥: T ≤ t̄ ≤
t0} . Òàêóþ ôóíêöèþ ìîæíî îïðåäåëèòü äëÿ êàæäîé òî÷êè (t, x) âçÿòîé èç [T,+∞)×Rn .
Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè W âèäíî, ÷òî W (t, x) ≤∥ x ∥ ïðè r =∥ x ∥ , òî åñòü èìååò ìåñòî
óñëîâèå b).

Â ñèëó àáñîëþòíî ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé èìååì

∥ x(t : t0, x0) ∥≤ A(R),

è ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî A(R) � íåïðåðûâíàÿ ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíê-
öèÿ îò R . Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ R(∥x∥) òàêàÿ, ÷òî 0 < R(∥x∥) ≤ V (t, x) , ãäå R(A)
� îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ îò A(R) , ïðè÷åì R(A) ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ îò
A è R(A) → +∞ ïðè A → +∞ îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî W (t, x) → +∞ ïðè ∥ x ∥→ +∞ .
Òàêèì îáðàçîì äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè W (t, x) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Èòàê, äëÿ àáñîëþòíî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) ñóùåñòâó-
þò ôóíêöèè Ëÿïóíîâà V (t, x),W (t, x) óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåìû 3.1. Â ðàáîòå
[2] ïðèâåäåíû òåîðåìû îá àáñîëþòíîé ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé, êîãäà íåïî-
ñðåäñòâåííî ïî ôóíêöèè f ñòðîÿòñÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà V è W .

Â ðàáîòå [5] ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (+∞, x0) è
ïðèâåäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ âèäà x(t) = x(t; +∞, x0) .
Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó, óñëîâèÿ êîòîðîé ãàðàíòèðóþò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå óðàâ-
íåíèÿ (2.1).

Ò å î ð å ì à 3.2. Ðàññìîòðèì ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîå ïî t è t0 ìíîæåñòâî
E = {x (t; t0, x0) : T ≤ t, t0 < +∞, x0 ∈ Rn} è àáñîëþòíî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå ðå-
øåíèÿ x (t; t0, x0) , ∀x0 ∈ Rn . Åñëè ïðåäåëû lim

t→+∞
x (t; t0, x0) ñóùåñòâóþò è êîíå÷íû

∀t0 ≥ T, x0 ∈ Rn, òî óðàâíåíèå (2.1) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2. ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ x(t) = x(t; +∞, x0) ,
∀x0 , òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåë lim

t→+∞
x (t; t0, x0) ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè äëÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.1) âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1., òî ïî òåîðåìå 3.2. ýêîíîìè÷åñêàÿ ñèñòåìà S , îïèñûâàåìàÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (2.1) ñ ìàòðèöåé âçàèìîäåéñòâèÿ ïîäñèñòåì D , áóäåò èìåòü
àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå.
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About asymptotic equilibrium of some economic sistem
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Abstract. In this article the existence of asymptotic equilibrium of some economic systemsis
investigated. This problem is solving with the usage E.V. Voskresensky's results.
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