
52 Å. Â. Æóæîìà, Í. Â. Èñàåíêîâà

ÓÄÊ 517.938

Î âíóòðåííåé äèíàìèêå äèôôåîìîðôèçìîâ

Ñìåéëà-Âèåòîðèñà

c⃝ Å. Â. Æóæîìà1, Í. Â. Èñàåíêîâà2

Àííîòàöèÿ. Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âíóòðåííåé äèíàìèêè íîâîãî êëàññà äèôôåîìîð-
ôèçìîâ Ñìåéëà-Âèåòîðèñà çàìêíóòûõ n -ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé. Äîêàçàíî, ÷òî îãðàíè÷åíèå
äèôôåîìîðôèçìà Ñìåéëà-Âèåòîðèñà íà ìíîæåñòâå T k ×N ⊂ Mn , ãäå T k � k -ìåðíûé òîð,
k ≥ 1 , N - ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n − k ñ íåïóñòîé ãðàíèöåé, ñîïðÿæåíî îáðàòíîìó
ïðåäåëó d -íàêðûòèÿ k -ìåðíîãî òîðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæåííîñòü, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî, îáðàòíûé
ïðåäåë

Îäíîé èç ãëàâíûõ çàäà÷ êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à
òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè, à èìåííî, íàõîæäåíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëî-
âèé ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìåîìîðôèçìà ìíîãîîáðàçèÿ, ïåðåâîäÿùåãî îðáèòû îäíîãî äèôôåî-
ìîðôèçìà â îðáèòû äðóãîãî äèôôåîìîðôèçìà, ñ íàëè÷èåì êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû
îòîáðàæåíèé.

Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèé, êîòîðûå èñïîëüçó-
þòñÿ â äàííîé ñòàòüå. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ f : M → M , g : N → N èìåþò èíâàðèàíò-
íûå ìíîæåñòâà Λf , Λg ñîîòâåòñòâåííî. Îãðàíè÷åíèÿ f |Λf

, g|Λg ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé íà
èõ èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì
φ : Λf → Λg , òàêîé, ÷òî φ◦f |Λf

= g◦φ|Λf
, òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ êîììóòàòèâíàÿ

äèàãðàììà

Λf
f−→ Λf

↓ φ ↓ φ
Λg

g−→ Λg

Ïóñòü T k = S1 × · · · × S1︸ ︷︷ ︸
k

, k ≥ 2 � k -ìåðíûé òîð. d-íàêðûòèåì ( d ≥ 2 ) íàçûâàåòñÿ

ñîõðàíÿþùåå îðèåíòàöèþ d-ëèñòíîå íàêðûòèå k -ìåðíîãî òîðà g : T k → T k òàêîå, ÷òî
äëÿ ëþáîé òî÷êè t ∈ T k ïîëíûé ïðîîáðàç g−1(t) ñîñòîèò èç d ðàçëè÷íûõ òî÷åê t1 , t2 ,
. . . , td ∈ T k , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà g(t1) = . . . = g(td) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
∏

i∈Z+
0
T k
i ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà k -ìåðíûõ òîðîâ

T k
i = T k , íàäåëåííîå òèõîíîâñêîé òîïîëîãèåé, ãäå Z+

0 = N ∪ {0} - ìíîæåñòâî öåëûõ
íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Â ýòîé òîïîëîãèè áàçà îáðàçîâàíà ìíîæåñòâàìè

∏
i∈Z+

0
Vi , ãäå Vi

îòêðûòû â T k
i , è òîëüêî äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ i ìíîæåñòâà Vi îòëè÷íû îò

T k
i , ñì. [2], ñòð. 155. Òî÷êàìè ìíîæåñòâà

∏
i∈N T

k
i ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ti}∞0 ,

ãäå ti ∈ T k
i .

Ïóñòü
∏

g ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà
∏

i∈Z+
0
T k
i , ñîñòîÿùåå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

{ti}∞0 , ãäå ti = g(ti+1) ïðè âñåõ i ≥ 0 . Òîïîëîãèÿ íà
∏

g èíäóöèðóåòñÿ òîïîëîãèåé íà
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∏
i∈Z+

0
T k
i . Îïðåäåëèì íà

∏
g îòîáðàæåíèå ĝ :

∏
g →

∏
g , ïîëîæèâ

ĝ ({t0, . . . , ti, . . .}) = {g(t0), t0, . . . , ti . . .}.

Ñëåäóÿ [4] (ñì. òàêæå [3]), ïðîñòðàíñòâî
∏

g ñ îòîáðàæåíèåì ĝ íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì
ïðåäåëîì ïðåîáðàçîâàíèÿ g .

Äèôôåîìîðôèçì f : Mn → Mn çàìêíóòîãî îðèåíòèðîâàííîãî n -ìåðíîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ Mn íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ñìåéëà-Âèåòîðèñà (ñì. [1]), åñëè ñóùåñòâóåò
n -ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå T k × N ⊂ Mn , ãäå T k � k -ìåðíûé òîð, k ≥ 1 , N ìíîãî-

îáðàçèå ðàçìåðíîñòè n − k ñ íåïóñòîé ãðàíèöåé, è îãðàíè÷åíèå f |Tk×N
def
= F ÿâëÿåòñÿ

äèôôåîìîðôèçìîì F : T k × N → F (T k × N) ⊂ T k × N íà ñâîé îáðàç, êîòîðûé óäîâëå-
òâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

• F èìååò âèä
F (t, z) = (g(t), w(t, z)), t ∈ T k, z ∈ N, (1.1)

ãäå g : T k → T k � d -íàêðûòèå êëàññà, ãîìîòîïíîå ðàñòÿãèâàþùåìóñÿ îòîáðàæåíèþ
Ed : T

k → T k ñòåïåíè d ≥ 2 ;

• ïðè ôèêñèðîâàííîì t ∈ T k ïðåîáðàçîâàíèå w|{t}×N : {t} × N → T k × N ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîìåðíî ñæèìàþùèì âëîæåíèåì

{t} ×N → int ({g(t)} ×N) , (1.2)

ò.å. ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû 0 < λ < 1 , C > 0 òàêèå, ÷òî

diam (F n({t} ×N)) ≤ Cλndiam ({t} ×N), ∀n ∈ N. (1.3)

Ïóñòü äèôôåîìîðôèçì f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1.1-1.3, ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå

∩l≥0F
l(T k ×N)

def
= M.

Îñíîâíàÿ öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè � èññëåäîâàòü âíóòðåííþþ äèíàìèêó äèôôåîìîð-
ôèçìîâ Ñìåéëà-Âèåòîðèñà, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 1.1-1.3, íà ìíîæåñòâå M .

Ë å ì ì à 1.1. Ìíîæåñòâî M èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî F .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (1.3), ïîëó÷àåì F l(T k×N) ⊃ F l+1(T k×N) .
Òîãäà

F (M) = F (
∩
l≥0

F l(T k ×N)=
∩
l≥0

F l+1(T k ×N)=M.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, M =
∩

l≥0 F
l(T k ×N) =

∩
l≥1 F

l(T k ×N) è ïîëó÷àåì

F−1(M) = F−1(
∩
l≥0

F l(T k ×N) =
∩
l≥1

F l(T k ×N) = M.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ìíîæåñòâî {t} × N
def
= Nt íàçîâåì t -ñëîåì, ãäå t ∈ T k . Êàæäûé ñëîé åñòåñòâåííûì

îáðàçîì îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ N ïîñðåäñòâîì ïðîåêöèè p2 : T k × N → N . Ñîãëàñíî (1.2),
äèôôåîìîðôèçì F ïåðåâîäèò t -ñëîé â g(t) -ñëîé, êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü îáðàçîì èñ-
õîäíîãî ñëîÿ. Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê g - d -íàêðûòèå è èìååò ñòåïåíü d ≥ 2 , òî äëÿ ëþáîé
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òî÷êè t ∈ T k ïîëíûé ïðîîáðàç g−1(t) ñîñòîèò èç d ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Ïóñòü t1 , t2 , . . . ,
td ∈ T k ïîïàðíî ðàçëè÷íû è g(t1) = . . . = g(td) . Òîãäà

F (Nti) ∩ F (Ntj) = ∅, i ̸= j, 1 ≤ i, j ≤ d, (1.4)

ò.å. îáðàçû ñëîåâ F (Nt1) , . . . , F (Ntd) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó, íåîáõîäèìóþ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèìâîëè÷åñêîé ìîäåëè îãðà-

íè÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ F íà ìíîæåñòâå M .

Ë å ì ì à 1.2. Êàæäîé òî÷êå p ∈ M ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü òî÷åê {ti}∞0 , ti ∈ T k , è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàçîâ ñëî-
åâ F i({ti} ×N) = F i(Nti) òàêèõ, ÷òî

• p ∈ · · · ⊂ F i(Nti) ⊂ · · · ⊂ F (Nt1) ⊂ Nt0 , p = ∩i≥0F
i(Nti) ;

• ti = g(ti+1) , i ≥ 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëåììà òðèâèàëüíà äëÿ i = 0 è i = 1 . Äëÿ ôèêñèðîâàííîé
òî÷êè p ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà t0 ∈ T k òàêàÿ, ÷òî p ∈ {t0}×N . Ïîëîæèì Nt0 =
{t0} × N . Èç (1.1) ñóùåñòâóþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå s1 , . . . , sd ∈ T k òàêèå, ÷òî g(s1) =
g(s2) = . . . = g(sd) = t0 , à îáðàçû ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëîåâ F ({si} × N) ïðèíàäëåæàò
ñëîþ Nt0 , F ({si} × N) ⊂ Nt0 , i = 1 , . . . , d . Ñîãëàñíî (1.4), ìíîæåñòâà F ({si} × N) ,
i = 1 , . . . , d , ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå sj òàêîå, ÷òî
p ∈ F ({sj} × N) . Ïîëîæèì t1 = sj , Nt1 = {t1} × N . Èç 1.2 ïîëó÷àåì {t1} × N →
int ({g(t1)} ×N) . Òàêèì îáðàçîì, p ∈ F (Nt1) ⊂ Nt0 è t0 = g(t1) .

Àíàëîãè÷íî, èç (1.1) äëÿ òî÷êè t1 ñóùåñòâóþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå s
′
1 , . . . , s

′

d ∈ T k

òàêèå, ÷òî g(s
′
1) = g(s

′
2) = . . . = g(s

′

d) = t1 è F 2({s′j}×N) ⊂ F ({t1}×N) . Îáðàçû F 2({s′i}×
N) ñëîåâ Ns

′
i
, i = 1 , . . . , d , ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

s
′
j òàêîå, ÷òî p ∈ F 2({s′j}×N) . Îáîçíà÷èì t2 = s

′
j , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ {t2}×N →

int ({g(t2)} ×N) , è Nt2 = {t2}×N . Òîãäà p ∈ F 2(Nt2) ⊂ F (Nt1) ⊂ Nt0 è âåðíû ðàâåíñòâà
t0 = g(t1) , t1 = g(t2) .

Ïóñòü ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî-
÷åê {tl}l−1

0 , tl ∈ T k , è l ñëîåâ F l({tl} ×N) = F l(Ntl) òàêèõ, ÷òî p ∈ F l−1(Ntl−1
) ⊂ · · · ⊂

F (Nt1) ⊂ Nt0 , ãäå Nti = {ti}×N . Òàêèì îáðàçîì, p ∈
∩l−1

i≥0 F
i(Nti) . Èç (1.1) îçíà÷àåò, ÷òî

ñóùåñòâóþò

s
′′

1 , s
′′

2 . . . , s
′′

d ∈ T k òàêèå, ÷òî g(s
′′

1) = g(s
′′

2) = . . . = g(s
′′

d) = tl−1,

è âåðíû ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ F l({s′′i }×N) ⊂ F l−1(Ntl−1
) , i = 1 , . . . , d . Ñîãëàñíî (1.4),

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå s
′′
j òàêîå, ÷òî p ∈ F l({s′′j }×N) . Ïîëîæèì tl = s

′′
j , Ntl = {tl}×N .

Òîãäà p ∈ F l(Ntl) ⊂ F l−1(Ntl−1
) ⊂ · · · ⊂ Nt0 . Èç ïîñòðîåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ti = g(ti+1) äëÿ

âñåõ i ≥ 0 . Èç (1.3) ñëåäóåò, ÷òî diam F i(Nti) = diam (F i({ti} × N)) → 0 ïðè i → ∞ .
Ïîýòîìó ïåðåñå÷åíèå ∩i≥0F

i(Nti) åñòü îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî, ñîâïàäàþùåå ñ p .
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ M ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {ti}∞0 , ti ∈ T k

îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Äîïóñòèì, äëÿ òî÷êè p ñóùåñòâóþò äâå ðàçëè÷íûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {ti}∞0 , ti ∈ T k è {t′i}∞0 , t

′
i ∈ T k , ò.å. íàéäåòñÿ i , äëÿ êîòîðîãî

ti ̸= t
′
i . Ýòî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ìíîæåñòâ F

i({ti}×N) = F i(Nti) è F
i({t′i}×N) =

F i(Nt
′
i
) , òàêèõ ÷òî p ∈ F i(Nti) è p ∈ F i(Nti

′ ) , íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (1.4), òàê

êàê îáðàçû ñëîåâ Nti è Nti
′ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ F (Nti) ∩ F (Nt

′
i
) = ∅ , à ïîñêîëüêó

F �äèôôåîìîðôèçì, òî F i(Nti) ∩ F i(Nt
′
i
) = ∅ .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ĝ :

∏
g →

∏
g , ÿâëÿþùååñÿ îáðàòíûì ïðåäåëîì d -ëèñòíîãî

íàêðûòèÿ k -ìåðíîãî òîðà T k → T k , ãäå
∏

g - ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {ti}∞0
âèäà ti = g(ti+1) äëÿ âñåõ i ≥ 0 , è ĝ ({t0, . . . , ti, . . .}) = {g(t0), t0, . . . , ti . . .} .

Ë å ì ì à 1.3. ĝ � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óñòàíîâèì èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ĝ . Äëÿ ýòîãî
âîçüìåì äâå ðàçëè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ti}∞0 , {t

′
i}∞0 ∈

∏
g , ò.å. ñóùåñòâóþò òàêèå

i, j , ÷òî ti ̸= t
′
j . Îòñþäà è ñïîñîáà çàäàíèÿ îòîáðàæåíèÿ ĝ ñëåäóåò, ÷òî îáðàçû ýòèõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ĝ ({ti}∞0 ) ̸= ĝ
(
{t′i}∞0

)
.

Ïóñòü {ti}∞0 = {t0, t1, . . . , ti, . . .} ∈
∏

g , ãäå ti = g(ti+1) ïðè âñåõ i ≥ 0 . Ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {t1, . . . , ti, . . .} ∈

∏
g êîòîðàÿ ïðè äåéñòâèè îòîáðàæåíèÿ ĝ , ñ ó÷åòîì

ðàâåíñòâà t0 = g(t1) , ïåðåõîäèò â èñõîäíóþ ĝ ({t1, . . . , ti, . . .}) = {g(t1), t1, . . . , ti, . . .} =
{t0, t1 . . . , ti, . . .} , ÷òî è äîêàçûâàåò ñþðúåêòèâíîñòü ýòîãî îòîáðàæåíèÿ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ë å ì ì à 1.4. Îòîáðàæåíèå ĝ íåïðåðûâíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {r0, . . . , ri, . . .} ∈
∏

g , è ïóñòü Uε � îêðåñòíîñòü òî÷êè

ĝ ({r0, . . . , ri, . . .}) = {g(r0), r0, . . . , ri . . .}.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ òèõîíîâñêîé òîïîëîãèè, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ñóùåñòâóþò íåêîòîðûå k ∈ Z+ è ñêîëü óãîäíî ìàëîå ε > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé
òî÷êè ĝ(r′) = {g(r′0), r′0, . . . , r′i . . .} ∈ Uε âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

|g(r0)− g(r′0)| < ε, |ri − r′i| < ε äëÿ ëþáîãî i = 0, . . . , k − 2.

Òàê êàê g íåïðåðûâíî, òî ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî |r0 − r′0| < δ âëå÷åò |g(r0) −
g(r′0)| < ε . ßñíî ÷òî, ìîæíî ñ÷èòàòü δ ≤ ε . Çàäàäèì îêðåñòíîñòü Uδ òî÷êè {r0, . . . , ri, . . .} ,
ïîëîæèâ r′ = {r′0, . . . , r′i . . .} ∈ Uδ , åñëè |ri − r′i| < δ äëÿ ëþáîãî i = 0, . . . , k − 1 . Òîãäà
ĝ (Uδ) ⊂ Uε .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå θ : M →
∏

g ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñîãëàñíî ëåììå 1.2., ëþ-
áîé òî÷êå p ∈ M ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {t0, t1, . . . , ti, . . .}
òàêàÿ, ÷òî ti = g(ti+1) , i ≥ 0 . Ïîëîæèì θ(p) = {t0, t1, . . . , ti, . . .} .

Ë å ì ì à 1.5. Îòîáðàæåíèå θ � ãîìåîìîðôèçì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óñòàíîâèì ñïåðâà èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ θ . Âîçüìåì
ðàçëè÷íûå p1, p2 ∈ M . Ñîãëàñíî ëåììå 1.2., êàæäîé òî÷êå pi , i = 1, 2 , ñîîòâåòñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàçîâ F j(N i

tj
) ñëîåâ N i

tj
= {tij} × N òàêèõ, ÷òî pi = ∩j≥0F

j(N i
tj
) ,

ãäå i = 1, 2 . Ïîñêîëüêó p1 ̸= p2 è äèàìåòðû ñëîåâ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, òî ñóùåñòâóåò k
òàêîå, ÷òî

N1
t0
= N2

t0
, F (N1

t1
) = F (N2

t1
), . . . , F k−1(N1

tk−1
) = F k−1(N2

tk−1
), F k(N1

tk
) ̸= F k(N2

tk
),

ãäå N1
tk
= {t1k} ×N è N2

tk
= {t2k} ×N , ïîýòîìó t1k ̸= t2k è, ñëåäîâàòåëüíî, θ(p1) ̸= θ(p2) .
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Äîêàæåì ñþðúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ θ . Âîçüìåì {t0, t1, . . .} ∈
∏

g . Èç ti = g(ti+1)
è óñëîâèÿ (1.3) âûòåêàåò ÷òî

{t0} ×N ⊃ F ({t1} ×N) ⊃ . . . ⊃ F i({ti} ×N) ⊃ . . . .

Òàê êàê diam (F i({ti} × N)) → 0 ïðè i → ∞ , òî ïåðåñå÷åíèå
∩

i≥0 F
i({ti} × N) ñîñòîèò

ðîâíî èç îäíîé òî÷êè, ñêàæåì p . Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà M ñëåäóåò, ÷òî p ∈ M .
Òàêèì îáðàçîì, θ(p) = (t0, t1, . . . , ti, . . .) .

Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ θ . Çàôèêñèðóåì ε > 0 , r ∈ N è ðàññìîòðèì
îêðåñòíîñòü òî÷êè θ(p) . Ñîãëàñíî òîïîëîãèè íà ìíîæåñòâå

∏
g îêðåñòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ

ïî ïðàâèëó U
′
(θ(p)) = {{xi}∞0 ∈

∏
g : |xi − ti| < ε , äëÿ i = 0 , . . . , r} .

Òàê êàê θ(p) = {t0, t1, . . . , ti, . . .} ∈
∏

g , ãäå t0 = g(t1) , t1 = g(t2) , t2 = g(t3) , . . .

ti = g(ti+1) , i ≥ 0 , òî t0 = g(t1) = g2(t2) = . . . = gi(ti) , t1 = g(t2) = g2(t3) = . . . = gi−1(ti) ,
t2 = g(t3) = g2(t4) = . . . = gi−2(ti), . . . , tj = gi−j(ti) äëÿ âñåõ 1 ≤ j ≤ i è íåêîòîðîãî i .
Ïîýòîìó θ(p) = {t0, t1, . . . , ti−1, ti, . . .} = {gi(ti), gi−1(ti), . . . , g(ti), ti, . . .} .

Ïîñêîëüêó äëÿ òî÷êè θ(p) â åå îêðåñòíîñòè U
′
, çàäàííîé ÷èñëàìè r ∈ N è ε > 0 ,

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî tr−j = gj(tr) äëÿ âñåõ 1 ≤ j ≤ r , à îòîáðàæåíèå g íåïðåðûâíîå,
òî ñóùåñòâóåò òàêîå 0 < δ ≤ ε , ÷òî |xr − tr| < δ âëå÷åò |xi − ti| < ε äëÿ âñåõ i = 0 , . . . ,
r .

Îáîçíà÷èì Nt,δ
def
= [t − δ, t + δ] × Nt , ãäå Nt - t -ñëîé, t ∈ T k . Ïóñòü U(p) îêðåñò-

íîñòü òî÷êè p ∈ M . Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ U(p) ∩ M , â ñèëó ëåììû 1.1.,
θ(q) = {x0, x1, . . . , xi, . . .} ∈

∏
g è

q =
∩
i≥0

F i(Nxi
) = Nx0 ∩F (Nx1)∩F 2(Nx2)∩ . . . = {x0}×N ∩F ({x1}×N)∩F 2({x2}×N)∩ . . . .

Äîêàæåì ñíà÷àëà íåïðåðûâíîñòü äëÿ ïåðâûõ äâóõ êîîðäèíàò, ò.å. ðàññìîòðèì q ∈ Nx0∩
F (Nx1) . Ïîñêîëüêó äèôôåîìîðôèçì F èìååò âèä F (t, z) = (g(t), w(t, z)) , ãäå g : T k → T k

� d -íàêðûòèå ñòåïåíè d ≥ 2 , ñóùåñòâóþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå s1, s2, . . . , sd ∈ T k è δ1 > 0 ,
δ1 ≤ ε òàêèå, ÷òî F (Ns1,δ1)∩F (Ns2,δ1)∩. . .∩F (Nsd,δ1) = Ø è F (Nsi,δ1) ⊂ Nt0,ε ïðè i = 1, d .
Òàê êàê θ(p) = {t0, t1, . . . , ti, . . .} , òîãäà ñîãëàñíî (1.4) ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå si òàêîå, ÷òî
F (Nsi,δ1) = F (Nt1,δ1) . Èç òîãî, ÷òî q ∈ U(p)∩M ñëåäóåò q ∈ Nx0 ∩F (Nx1)∩F (Nt1,δ1) . Ýòî
îçíà÷àåò F (Nx1)∩ F (Nt1,δ1) ̸= Ø è Nx1 ∩Nt1,δ1 ̸= Ø , òîãäà |x1 − t1| < δ1 . Èç ðàâíîìåðíîé
íåïðåðûâíîñòè d -íàêðûòèÿ g âûòåêàåò íåðàâåíñòâî |g(x1) − g(t1)| < ε , ò.å. |x0 − t0| <
ε . Òàêèì îáðàçîì, èç âêëþ÷åíèÿ q ∈ U(p) ∩ M äëÿ äâóõ ïåðâûõ êîîðäèíàò x0 è x1
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè θ(q) = {x0, x1, . . . , xi, . . .} äîêàçàëè, ÷òî θ(q) ∈ U

′
(θ(p)) .

Ïóñòü òåïåðü q ∈ Nx0 ∩ F (Nx1) ∩ F 2(Nx2) . Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, êàê â
ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ñóùåñòâóþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå s

′
1, s

′
2, . . . , s

′

d ∈ T k è δ2 > 0 , δ2 ≤
δ1 ≤ ε òàêèå, ÷òî F 2

(
Ns

′
1,δ2

)
∩F 2

(
Ns

′
2,δ2

)
∩. . .∩F 2

(
Ns

′
d,δ2

)
= Ø è F 2

(
Ns

′
i,δ2

)
⊂ F (Nt1,δ1) ⊂

Nt0,ε ïðè i = 1, d . Èç (1.4) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå s
′
i äëÿ êîòîðîãî F 2

(
Ns

′
i,δ2

)
=

F 2 (Nt2,δ2) . Ïîñêîëüêó q ∈ U(p)∩M , òî q ∈ Nx0∩F (Nx1)∩F 2(Nx2)∩F 2 (Nt2,δ2) . Òàêèì îáðà-
çîì, F 2(Nx2)∩F 2 (Nt2,δ2) ̸= Ø è Nx2∩Nt2,δ2 ̸= Ø , ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |x2−t2| < δ2 . Â ñèëó ðàâ-
íîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè g ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà |g(x1)−g(t1)| < ε è |g2(x1)−g2(t1)| < ε ,
ò.å. |x1−t1)| < ε è |x0−t0| < ε . Ñëåäîâàòåëüíî, óñòàíîâëåíà íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ θ
äëÿ ïåðâûõ òðåõ êîîðäèíàò x0, x1 è x2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè θ(q) = {x0, x1, x2, . . . , xi, . . .} .

Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóåò δr > 0 , δr ≤ . . . ≤ δ2 ≤ δ1 ≤ ε òàêîå, ÷òî q ∈ Nx0 ∩ F (Nx1) ∩
F 2(Nx2)∩ . . .∩F r(Nxr)∩F r (Ntr,δr) . Ïîýòîìó F r(Nxr)∩F r (Ntr,δr) ̸= Ø , Nxr ∩Ntr,δr ̸= Ø è
|xr − tr| < δr . Èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè g ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà |g(xr)− g(tr)| < ε ,
|g2(xr)− g2(tr)| < ε , . . . , |gr(xr)− gr(tr)| < ε , ò.å. |xr−1 − tr−1| < ε , |xr−2 − tr−2| < ε , . . . ,
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|x0− t0| < ε . Èòàê, èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèé F è θ âûòåêàåò, ÷òî θ(q) ∈ U
′
(θ(p)) äëÿ

ëþáîé òî÷êè q ∈ U(p) . Ñëåäîâàòåëüíî, θ � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ θ−1 . Òàêèì îáðàçîì, θ �

ãîìåîìîðôèçì.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.1. Îãðàíè÷åíèå f |M ñîïðÿæåíî îáðàòíîìó ïðåäåëó îòîáðàæåíèÿ
g .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óñòàíîâèì ðàâåíñòâî θ ◦ F |M = ĝ ◦ θ|M , êîòîðîå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû

M
F−→ M

↓ θ ↓ θ∏
g

ĝ−→
∏

g

Ñîãëàñíî ëåììå 1.2., ëþáîé òî÷êå p ∈ M ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü θ(p) = {t0, t1, . . . , ti, . . .} , ãäå ti = g(ti+1) , i ≥ 0 . Îáðàç òî÷êè θ(p) îòíîñèòåëüíî
îòîáðàæåíèÿ ĝ :

∏
g →

∏
g åñòü, ïî îïðåäåëåíèþ

ĝ ({t0, t1, . . . , ti, . . .}) = {g(t0), t0, t1, . . . , ti . . .}.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ òî÷êè p ∈ M èç óñëîâèÿ (1.2) âûòåêàåò, ÷òî F (p) ∈ F ({t0} ×
N) ⊂ Ng(t0) . Èç ëåììû 1.2. ñëåäóåò, ÷òî êàæäîé òî÷êå p ∈ M ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåí-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàçîâ ñëîåâ F i(Nti) è p = ∩i≥0F

i(Nti) . Ðàññìîòðèì F (p) =
F (∩i≥0F

i({ti} ×N)) = ∩i≥0F
i+1({ti} ×N) = ∩i≥0F

i+1({ti} ×N)∩Ng(t0) = Ng(t0) ∩ F ({t0} ×
N)∩F 2({t1}×N)∩ . . .∩F i+1({ti}×N)∩ . . . = Ng(t0)∩F (Nt0)∩F 2(Nt1)∩ . . .∩F i+1(Nti)∩ . . . .
Òîãäà â ñèëó ëåììû 1.2., îáðàçîì òî÷êè F (p) îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ θ ÿâëÿåòñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {g(t0), t0, t1, . . . , ti . . .} . Ñëåäîâàòåëüíî, ĝ [θ(p)] = θ [F (p)] .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Òàê êàê ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì ïåðåâîäèò íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî â íåáëóæ-
äàþùåå ìíîæåñòâî, òî èç ëåììû 1.5. è òåîðåìû 1.1. âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå. Íàïîì-
íèì, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ
òî÷åê è ÿâëÿåòñÿ f -èíâàðèàíòíûì è çàìêíóòûì. Òî÷êà x ∈M ÿâëÿåòñÿ íåáëóæäàþùåé,
åñëè äëÿ ëþáîé åå îêðåñòíîñòè U ïåðåñå÷åíèå fn(U)∩U ̸= ∅ äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
öåëûõ n .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî θ [NW (F )] = NW (ĝ).
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On interior dynamics of Smale-Vietoris di�eomorphisms
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Abstract. The paper concerns to the study of interior dynamics of new class of Smale-Vietoris
di�eomorphisms of closed n -manifolds Mn . One proved that the restriction of Smale-Vietoris
di�eomorphism on the set T k × N ⊂ Mn is conjugate to the inverse limit of d -cover of k -
dimensional torus T k , where k ≥ 1 , and N is a (n− k) -manifold with a non-empty boundary.
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