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Àííîòàöèÿ. Â ðàìêàõ àòîìíîé òåîðèè Ðóòàíà�Õàðòðè�Ôîêà âûïîëíåíû âûñîêîòî÷íûå
ðàñ÷åòû àíàëèòè÷åñêèõ õàðòðè-ôîêîâñêèõ îðáèòàëåé è ýíåðãèè àòîìîâ îò He äî Xe. Íåëèíåé-
íûå ïàðàìåòðû àòîìíûõ îðáèòàëåé îïòèìèçèðîâàëèñü ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ
âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Áëàãîäàðÿ ýòîìó óäàëîñü äîñòè÷ü òî÷íîñòè âûïîëíåíèÿ âèðèàëüíîãî îò-
íîøåíèÿ 10−15 � 10−17 , à âû÷èñëåííûå ýíåðãèè òåðìîâ àòîìîâ áëèçêè ê õàðòðè-ôîêîâñêîìó
ïðåäåëó.
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1. Ââåäåíèå

Â ðàñ÷åòàõ ýíåðãèè è âîëíîâûõ ôóíêöèé àòîìîâ ñ ëþáûì ÷èñëîì çàïîëíåííûõ è îò-
êðûòûõ îáîëî÷åê â àëãåáðàè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëà
àòîìíàÿ òåîðèÿ Ðóòàíà�Õàðòðè�Ôîêà (ÐÕÔ) [1], â êîòîðîé îäíîýëåêòðîííûå ôóíêöèè
èùóòñÿ â óäîáíîì äëÿ ïîñëåäóþùåãî èñïîëüçîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêîì âèäå â ôîðìå ðàç-
ëîæåíèÿ ïî áàçèñíûì ôóíêöèÿì çàäàííîãî âèäà � àòîìíûì îðáèòàëÿì (ÀÎ). Â òàêîì
ïîäõîäå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìèíèìóìà ýíåðãèè ( δE = 0 ) àòîìà êàê ôóíêöèè
ìíîãèõ íåèçâåñòíûõ � îðáèòàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ è íåëèíåéíûõ ïàðàìåòðîâ ÀÎ (îðáè-
òàëüíûõ ýêñïîíåíò ζi ). Âìåñòå ñ òåì, çàäà÷ó ïîèñêà ìèíèìóìà ýíåðãèè ìîæíî ðàçäåëèòü
íà äâå çàäà÷è � ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ (ÑÑÏ) äëÿ
îðáèòàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ è íàõîæäåíèå îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé íåëèíåéíûõ ïàðàìåò-
ðîâ ÀÎ, äàþùèõ ìèíèìóì ýíåðãèè. Òî÷íîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ÐÕÔ ìîæíî îöåíèòü ñ
ïîìîùüþ, êàê ìèíèìóì, äâóõ êðèòåðèåâ. Âî-ïåðâûõ, äîñòèæåíèåì ìèíèìàëüíî âîçìîæ-
íîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè, êîòîðîå óæå íåëüçÿ ïîíèçèòü. Ýòîãî ìîæíî äîñòè÷ü ïóòåì âûáîðà
îïòèìàëüíîãî áàçèñíîãî íàáîðà. Âî-âòîðûõ, òî÷íîñòüþ, ñ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà
âèðèàëà, ïîçâîëÿþùàÿ îöåíèòü ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè âû÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè.
Òî÷íîñòü âûïîëíåíèÿ òåîðåìû âèðèàëà íàïðÿìóþ çàâèñèò îò ãëóáèíû îïòèìèçàöèè îðáè-
òàëüíûõ ýêñïîíåíò, ÷òî ÿâëÿåòñÿ, íà íàø âçãëÿä, ñëàáûì çâåíîì áîëüøèíñòâà èçâåñòíûõ
íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ðàñ÷åòîâ àòîìîâ íà îñíîâå ìåòîäà Õàðòðè�Ôîêà (ÐÕÔ).
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2. Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Ðóòàíà�Õàðòðè�Ôîêà

Îáøèðíûå ðàñ÷åòû àòîìîâ è èîíîâ ïî ïðîãðàììå, îïèñàííîé â [1], âûïîëíåííûå Êëå-
ìåíòè è Ðîåòòè [2] è íåñêîëüêî óòî÷íåííûå â ðàáîòàõ Ò. Êîãà è äð. [3],[4], íå óäîâëåòâîðÿ-
þò çàïðîñîâ èññëåäîâàòåëåé èç-çà èñïîëüçîâàíèÿ óçêèõ áàçèñíûõ íàáîðîâ è îãðàíè÷åííîé
òî÷íîñòè îïòèìèçàöèè ýêñïîíåíò ÀÎ. Íåñêîëüêî áîëåå òî÷íûå ðàñ÷åòû âûïîëíåíû Áóíãå
è äð. [5],[6], â êîòîðûõ òåîðåìà âèðèàëà âûïîëíÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ 10−8� 10−9 . Êîãà è äð.
[7],[8] óëó÷øèëè òî÷íîñòü âèðèàëüíîãî îòíîøåíèÿ äî 10−9� 10−10 , èñïîëüçóÿ èíîé ïî ñî-
ñòàâó áàçèñíûé íàáîð, ÷åì â [5],[6]. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîâðåìåííûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ìîæíî ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü òî÷íîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ÕÔ
äëÿ àòîìîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè ðàñ÷åòàìè.

Ïîëó÷åííûå â [9] óðàâíåíèÿ ÑÑÏ ìîæíî ðåøàòü öèêëè÷åñêèì ìåòîäîì Ðóòàíà, êîòî-
ðûé â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èìååò áûñòðóþ ñõîäèìîñòü [10]. Îäíàêî óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè
öèêëè÷åñêîãî ìåòîäà òåîðåòè÷åñêè íå äîêàçàíû, è íà ïðàêòèêå èìåþò ìåñòî ñëó÷àè, êîãäà
ýòà ïðîöåäóðà íå ñõîäèòñÿ, è íóæíî ïðèìåíèòü äðóãîé ìåòîä ðåøåíèÿ. Óðàâíåíèÿ ÑÑÏ
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ îðáèòàëüíûõ ýêñïîíåíò, êîòîðûå
ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè. Â ïðîãðàììå äëÿ ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèé ÑÑÏ èñïîëüçóåòñÿ öèêëè÷åñêèé ìåòîä Ðóòàíà, à â ñëó÷àå ðàñõîäèìîñòè ïðîöåññà
ñîãëàñîâàíèÿ ïîäêëþ÷àåòñÿ ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà, èìåþùèé áîëåå
øèðîêóþ îáëàñòü ñõîäèìîñòè. Äëÿ îïòèìèçàöèè îðáèòàëüíûõ ýêñïîíåíò îáû÷íî èñïîëü-
çóþòñÿ ìåòîäû ïðÿìîé ìèíèìèçàöèè (ìåòîäû íóëåâîãî ïîðÿäêà), íàïðèìåð, ìåòîä ñîïðÿ-
æåííûõ íàïðàâëåíèé Ïàóýëëà [3]�[8]. Îäíàêî ýòè ìåòîäû èìåþò ìåäëåííóþ ñõîäèìîñòü
è äàþò îãðàíè÷åííóþ òî÷íîñòü îïòèìèçèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ. Áîëåå ïåðñïåêòèâíûì ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà, îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèè
âåëè÷èí dE/dζi è d2E/dζidζj . Â òàêèõ àëãîðèòìàõ èìååòñÿ ñòðîãèé êðèòåðèé îêîí÷àíèÿ
ñ÷åòà � íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà ýíåðãèè dE/dζi = 0 .

Â ïðîãðàììå èñïîëüçîâàíà ìíîãîñòóïåí÷àòàÿ ñõåìà îïòèìèçàöèè ýêñïîíåíò, ïîçâîëÿþ-
ùàÿ âûïîëíèòü îïòèìèçàöèþ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Ñ ïîìîùüþ ïðÿìîãî ìåòîäà (Íåëäåðà
è Ìèäà [11]) äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíî âûáðàííûå ýêñïîíåíòû îïòèìèçèðóþòñÿ ñ òî÷íî-
ñòüþ 10−2� 10−4 . Ñ ýòèìè ýêñïîíåíòàìè çàïóñêàåòñÿ êâàçèíüþòîíîâñêèé ìåòîä Ìóðòàãà�
Ñàäæåíòà [11], èñïîëüçóþùèé çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ dE/dζi , êîòîðûå äîâîäÿòñÿ äî òî÷-
íîñòè 10−9� 10−10 a. e. Íà ñëåäóþùåì ýòàïå ïîäêëþ÷àåòñÿ ìåòîä Íüþòîíà, â êîòîðîì ìàò-
ðèöà Ãåññå íàõîäèòñÿ ïðèáëèæåííî ÷èñëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì òî÷íî âû÷èñëåííûõ
dE/dζi , è ãðàäèåíò äîâîäèòñÿ äî âåëè÷èíû 10−12� 10−15 a. e.

3. Ðåçóëüòàòû è âûâîäû

Èçëîæåííàÿ âûøå ñõåìà âûñîêîòî÷íûõ ðàñ÷åòîâ àíàëèòè÷åñêèõ ÕÔ-îðáèòàëåé è ýíåð-
ãèè áûëà ðåàëèçîâàíà äëÿ îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé íåéòðàëüíûõ àòîìîâ îò He äî Xe. Ðàñ÷åòû
âûïîëíåíû â áàçèñå îðáèòàëåé ñëýòåðîâñêîãî òèïà íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå. Áûë èñ-
ïîëüçîâàí äîñòàòî÷íî øèðîêèé áàçèñíûé íàáîð, äàëüíåéøåå ðàñøèðåíèå êîòîðîãî ïðàê-
òè÷åñêè íå ñêàçûâàåòñÿ íà çíà÷åíèè ýíåðãèè. Ïî ñîñòàâó èñïîëüçîâàííûé íàìè áàçèñíûé
íàáîð íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò áàçèñîâ [6],[7] íàëè÷èåì àòîìíûõ îðáèòàëåé ñ áîëüøèìè
çíà÷åíèÿ ãëàâíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà "n ". Â òàáë. 1 â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåíû âû-
÷èñëåííûå íàìè çíà÷åíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè è òî÷íîñòü âûïîëíåíèÿ òåîðåìû Âèðèàëà äëÿ
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àòîìîâ ñ çàïîëíÿåìîé 3dN ( 0 ≤ N ≤ 10 ) îáîëî÷êîé. Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî åñëè òåîðåìà
âèðèàëà âûïîëíÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ 10−k , òî ÷èñëî äîñòîâåðíûõ çíà÷àùèõ öèôð â ýíåðãèè
ïî îïðåäåëåíèþ íå ìîæåò ïðåâûøàòü ÷èñëà " k ". Íàìè äîñòèãíóòà òî÷íîñòü 10−15� 10−17 ,
ñ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà âèðèàëà, à ÷èñëî äîñòîâåðíûõ çíà÷àùèõ öèôð â ýíåðãèè
ñîñòàâëÿåò 13�16. Äëÿ ñðàâíåíèÿ â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, âûïîëíåííûå
â ðàìêàõ ìåòîäà ÐÕÔ [7]. Â ýòèõ ðàñ÷åòàõ âèðèàëüíîå îòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ ñ òî÷íî-
ñòüþ 10−8� 10−10 , è ÷èñëî äîñòîâåðíûõ çíà÷àùèõ öèôð íå ïðåâûøàåò 10. Èç äàííûõ,
ïîìåùåííûõ â òàáëèöå, âèäíî, ÷òî â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè âûïîëíåíèÿ òåîðåìû âèðèàëà,
íàøè ðàñ÷åòû ïî çíà÷åíèþ ýíåðãèè è äîñòîâåðíîñòè çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿò èçâåñòíûå
ðàñ÷åòû [7].

Ò à á ë è ö à 1. Ýíåðãèè (â a. e.) îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé àòîìîâ,
âû÷èñëåííûå íà îïòèìèçèðîâàííîì áàçèñíîì íàáîðå

Àòîì −Ea −Eb [7]
Sc 759.735716991446098 (−16) 759.735714460 (−10)
Ti 848.405995780275858 (−17) 848.405993236 (−10)
V 942.884336293985705 (−16) 942.884333744 (−9)
Cr 1043.35637438105112 (−15) 1043.356371004 (−8)
Mn 1149.86624957918803 (−15) 1149.866247084 (−9)
Fe 1262.44366242037395 (−16) 1262.443660250 (−9)
Co 1381.41454992027885 (−15) 1381.414547210 (−9)
Ni 1506.87090455938460 (−16) 1506.870901660 (−10)
Cu 1638.96373672376829 (−15) 1638.963729081 (−8)
Zn 1777.84811016128697 (−16) 1777.848107862 (−10)

Ï ð è ì å ÷ à í è å: aÍàø ðàñ÷åò; bÝíåðãèÿ, ðàññ÷èòàííàÿ â ìåòîäå

Ðóòàíà�Õàðòðè�Ôîêà [7]; Â ñêîáêàõ óêàçàí ïîðÿäîê âåëè÷èíû,

ñ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà âèðèàëà.

Àíàëèç íàøèõ ðàñ÷åòîâ è ðàñ÷åòîâ äðóãèõ àâòîðîâ ïîêàçàë, ÷òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ àòîìà
è ýíåðãèè îðáèòàëåé íàïðÿìóþ çàâèñÿò îò ðàçìåðà áàçèñíîãî íàáîðà è â ìåíüøåé ñòåïåíè
îò åãî ñîñòàâà. Ïîýòîìó ñîñòàâ áàçèñà ìîæíî âûáèðàòü â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíûõ ïðè-
ëîæåíèé âû÷èñëåííûõ îðáèòàëåé. Âû÷èñëåííûå àíàëèòè÷åñêèå ÷àñòè îðáèòàëåé ìîæíî
äîìíîæèòü íà ñîîòâåòñòâóþùèå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè, è ïîëó÷åííûå îðáèòàëè èñïîëü-
çîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òåîðèè âîçìóùåíèé â ïðèáëèæåíèè ÕÔ. Èìåííî òàêîé
ïîäõîä áûë ðåàëèçîâàí â ðàñ÷åòàõ ïîëÿðèçóåìîñòåé [12].
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High-precision calculation energies of atoms in the

Roothaan�Hartree�Fock approximation.

c⃝ Yu. B. Malykhanov6, I. N. Eryomkin7, M. V. Gorshunov8, S. V. Evseev9,
R. M. Chadin10

Abstract. Within limits of the Roothaan�Hartree�Fock atomic theory, high-precision
calculations of analytical Hartree�Fock orbitals and energies have been performed for atoms from
He to Xe. Nonlinear parameters (orbital exponents) of AOs were optimized by methods of the
second order with exceptional accuracy. As a result, it was possible to exactly satisfy the virial
relation ( 10−15 � 10−17 ), with calculated atomic term energies being close to the Hartree�Fock
limit.
Key Words: atomic orbital, Roothaan�Hartree�Fock method, energy, atom.
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