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Àííîòàöèÿ. Èçó÷àåòñÿ ñâÿçü ìåæäó âíóòðåííåé è îêðåñòíîñòíîé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåí-
íîñòüþ àòòðàêòîðîâ íåêîòîðîãî êëàññà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Âíóòðåííÿÿ ñîïðÿæåííîñòü, îêðåñòíîñòíàÿ ñîïðÿæåííîñòü, òîïîëîãè÷å-
ñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

Â êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì èìååòñÿ äâà îñíîâíûõ òèïà êëàññèôè-
êàöèè ïðåîáðàçîâàíèé ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè: âíóòðåííÿÿ è âíåøíÿÿ. Ïðèâåäåì
òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ f : M → M , g : N → N èìåþò èíâàðè-
àíòíûå ìíîæåñòâà Λf , Λg ñîîòâåòñòâåííî. Îãðàíè÷åíèÿ f |Λf

, g|Λg ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé
íà èõ èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ âíóòðåííå ñîïðÿæåííûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
ãîìåîìîðôèçì φ : Λf → Λg , òàêîé, ÷òî φ ◦ f |Λf

= g ◦ φ|Λf
. Åñëè φ ìîæíî ïðîäîëæèòü

äî ãîìåîìîðôèçìà φ : M → N èëè φ : U(Λf ) → U(Λg) íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòåé U(Λf ) ,
U(Λg) ìíîæåñòâ Λf , Λg ñîîòâåòñòâåííî, ñîõðàíèâ ñîîòíîøåíèå φ ◦ f |Λf

= g ◦ φ|Λf
, òî

f |Λf
, g|Λg íàçûâàþòñÿ îêðåñòíîñòíî ñîïðÿæåííûìè. ßñíî, ÷òî èç îêðåñòíîñòíîé ñîïðÿ-

æåííîñòè ñëåäóåò âíóòðåííÿÿ ñîïðÿæåííîñòü. Ñîîòâåòñòâóþùóþ êëàññèôèêàöèþ áóäåì
íàçûâàòü âíóòðåííåé è îêðåñòíîñòíîé.

Ïóñòü M - êîìïàêòíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñ íåïóñòîé ãðàíèöåé, è ïóñòü f : M →
f(M) ⊂M - äèôôåîìîðôèçì íà ñâîé îáðàç, ïðè÷åì âêëþ÷åíèå f(M) ⊂M ñîáñòâåííîå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f èìååò èíâàðèàíòíîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Λ (îñíîâíûå ïîíÿòèÿ
è ôàêòû ñì. â [1], [2]). Ñëåäóÿ [23], [25], áóäåì íàçûâàòü Λ ðàñòÿãèâàþùèìñÿ àòòðàê-
òîðîì, åñëè Λ åñòü ïðèòÿãèâàþùåå, ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî, â êîòîðîì ïëîòíû ïå-
ðèîäè÷åñêèå òî÷êè, è ðàçìåðíîñòü íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ ëþáîé òî÷êè èç Λ ðàâíà
òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè d = dimΛ ìíîæåñòâà Λ . Ñîãëàñíî [15] è [25], ðàñòÿãèâàþùè-
åñÿ àòòðàêòîðû ëîêàëüíî óñòðîåíû êàê ïðîèçâåäåíèå êàíòîðîâà ìíîæåñòâà íà åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî Rd .

Èç ðàáîò Ãðèíåñà Â. Ç. [3]-[7], Æèðîâà À.Þ. [10]-[12], Ïëûêèíà Ð. Â.[17], ìîæíî èç-
âëå÷ü, ÷òî èç âíóòðåííåé ñîïðÿæåííîñòè îäíîìåðíûõ ðàñòÿãèâàþùèõñÿ àòòðàêòîðîâ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ äâóìåðíûõ êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé ñëåäóåò èõ îêðåñòíîñòíàÿ ñîïðÿ-
æåííîñòü. Íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè íå ìåíüøå òðåõ îêðåñòíîñòíàÿ êëàññèôèêàöèÿ
ðàñòÿãèâàþùèõñÿ àòòðàêòîðîâ êîðàçìåðíîñòè îäèí áûëà ïîëó÷åíà Ãðèíåñîì Â.Ç., Æóæî-
ìîé Å.Â., Ïëûêèíûì Ð.Â. â ðàáîòàõ [8], [9], [16].

Âíóòðåííÿÿ êëàññèôèêàöèÿ îãðàíè÷åíèé äèôôåîìîðôèçìîâ íà èõ ðàñòÿãèâàþùèåñÿ
àòòðàêòîðû ïîëó÷åíà Âèëüÿìñîì [23] - [25]. Ïîýòîìó åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò âî-
ïðîñ: âëå÷åò ëè âíóòðåííÿÿ êëàññèôèêàöèÿ îêðåñòíîñòíóþ. Â ðàáîòå [21] áûëî äîêàçàíî,
÷òî îòâåò, âîîáùå ãîâîðÿ, îòðèöàòåëüíûé. Èìåííî, Ðîáèíñîí è Âèëüÿìñ [21] ïîñòðîèëè
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äâà äèôôåîìîðôèçìà f : M → f(M) ⊂ M , g : N → g(N) ⊂ N ïÿòèìåðíûõ êîìïàêò-
íûõ ìíîãîîáðàçèé M , N â ñåáÿ ñ äâóìåðíûìè ðàñòÿãèâàþùèìèñÿ àòòðàêòîðàìè Λf , Λg

ñîîòâåòñòâåííî òàêèìè, ÷òî f |Λf
, g|Λg âíóòðåííå ñîïðÿæåíû, íî îêðåñòíîñòíî íå ñîïðÿ-

æåíû. ×òî êàñàåòñÿ äðóãèõ ðàçìåðíîñòåé, òî ýòîò âîïðîñ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè îñòàâàëñÿ
îòêðûòûì.

Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ ðàñøè-
ðÿåò íàáîð ðàçìåðíîñòåé, â êîòîðûõ âíóòðåííÿÿ êëàññèôèêàöèÿ îòëè÷àåòñÿ îò îêðåñò-
íîñòíîé:

Ò å î ð å ì à 1.1. Ñóùåñòâóþò ÷åòûðåõìåðíûå êîìïàêòíûå ìíîãîîáðàçèÿ M , N
è äèôôåîìîðôèçìû f : M → f(M) ⊂ M , g : N → g(N) ⊂ N ñ îäíîìåðíûìè ðàñòÿãè-
âàþùèìè àòòðàêòîðàìè Λf , Λg ñîîòâåòñòâåííî òàêèå, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ f |Λf

, g|Λg

âíóòðåííå ñîïðÿæåíû, íî îêðåñòíîñòíî íå ñîïðÿæåíû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà ïîñòðîèì ñïåðâà îáùóþ êîíñòðóêöèþ äèôôåîìîð-
ôèçìà ñ îäíîìåðíûì ðàñòÿãèâàþùèìñÿ àòòðàêòîðîì.

Ïóñòü Mn = M - êîìïàêòíîå ãëàäêîå n -ìíîãîîáðàçèå ñ íåïóñòûì êðàåì, íàäåëåííîå
ðèìàíîâîé ñòðóêòóðîé, êîòîðàÿ èíäóöèðóåò íà M ìåòðèêó ρ . Äëÿ ãëàäêîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ψ : M → M áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Dψ : TM → TM äèôôåðåíöèàë ψ , êîòîðûé
îïðåäåëåí íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè TM . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìîòîïíàÿ
òîæäåñòâåííîìó ïåðèîäè÷åñêàÿ èçîìåòðèÿ R :M →M òàêàÿ, ÷òî

Rk ≡ id, k ≥ 2, DRi = id, i ≥ 1. (1.1)

Ïóñòü e : M → e(M) ⊂ M - ãëàäêîå âëîæåíèå M â ñåáÿ, ÿâëÿþùååñÿ ðàâíîìåðíî
ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì e(M) ⊂ int M , ò.å. ñóùåñòâóåò 0 < λ < 1 òàêîå, ÷òî

diam (en(M)) ≤ λn · diam (M), diam (M) = max
(p,q)∈M×M

ρ(p, q) (1.2)

è ìíîæåñòâà

e(M), R (e(M)) , . . . , Rk−1 (e(M)) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. (1.3)

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå fi : [
i
k
; i+1

k
]×M → [0; 1]×M , i ∈ {0, . . . , k − 1} , ïîëîæèâ

fi(t, z) =
(
kt− i, Ri ◦ e(z)

)
, t ∈

[
i

k
,
i+ 1

k

]
, z ∈M. (1.4)

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíà èëëþñòðàöèÿ äëÿ k = 3 .
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî fi ÿâëÿåòñÿ ñþðüêòèâíûì îòîáðàæåíèåì ìíîæåñòâà [ i

k
; i+1

k
]×

M íà ìíîæåñòâî [0; 1]×M , ãäå i ∈ {0, . . . , k − 1} .
Ðàññìîòðèì ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèå M1 , ïîëó÷àåìîå èç ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ [0; 1]×M

îòîæäåñòâëåíèåì òî÷åê (1, z) , (0, R(z)) ,

M1 = [0; 1]×M/ ((1, z) ≃ (0, R(z))) , z ∈M.

Ñîãëàñíî (1.4),

fi

(
i+ 1

k
, z

)
= (1, Ri ◦ e(z)), fi+1

(
i+ 1

k
, z

)
= (0, Ri+1 ◦ e(z)) ≃ (1, Ri ◦ e(z)).

Ïîýòîìó ñîâîêóïíîñòü îòîáðàæåíèé f0 , . . . , fk−1 ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå F : M1 →
M1 , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç, M1 → F (M1) ⊂ M1 . Òàê êàê R
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Ðèñ. 1:

ãîìîòîïíî òîæäåñòâåííîìó, òî M1 ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ S1×M . Èç (1.4)
ïîëó÷àåì

Dfi(t, z) = Dfi+1(t, z) =

(
k 0
0 De(z)

)
,

ïîñêîëüêó
DRi ◦ e(z) = DR(Ri−1 ◦ e(z)) · . . . ·DR ◦ e(z) ·De(z) = De(z).

Îòñþäà è (1.4) âûòåêàåò, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç, ïðè÷åì
äèôôåðåíöèàë DF ñîõðàíÿåò åñòåñòâåííîå ðàçëîæåíèå T (M1) = T (S1 ×M) = T (S1) ⊕
T (M) ,

DF = (k,De) : T (S1)⊕ T (M) → T (S1)⊕ T (M). (1.5)

Òàê êàê âêëþ÷åíèå F (M1) ⊂ M1 ñîáñòâåííîå è îòîáðàæåíèå M1 → F (M1) ÿâëÿåò-
ñÿ äèôôåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç, òî ïîëó÷àåì öåïî÷êó ïîñëåäîâàòåëüíî âëîæåííûõ
ìíîæåñòâ

· · · ⊂ Nj+1 ⊂ Nj ⊂ · · · ⊂ N1 ⊂M1, ãäå Nj =

j∩
i=0

F i(M1). (1.6)

Ïîëîæèì ∩
j≥0

Nj =
∩
i≥0

F i(M1)
def
= Sol(F ).

Òàê êàê ìíîæåñòâà Nj çàìêíóòûå, òî èç (1.6) ñëåäóåò, ÷òî Sol(F ) åñòü çàìêíóòîå è
ïðèòÿãèâàþùåå ìíîæåñòâî.

Ë å ì ì à 1.1. Ìíîæåñòâî Sol (F ) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî F è F−1 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî (1.6), F i(M1) ⊃ F i+1(M1) . Òîãäà

F (Sol (F )) = F (
∩
n≥0

F n(M1)) =
∩
n≥0

F n+1(M1) = Sol (F ).

F−1(Sol (F )) = F−1(
∩
n≥0

F n(M1)) =
∩
n≥0

F n−1(M1) = Sol (F ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ìíîæåñòâî {t} ×M
def
= Mt íàçîâåì t - ñå÷åíèåì, ãäå t ∈ S1 . Êàæäîå ñå÷åíèå åñòå-

ñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ M ïîñðåäñòâîì ïðîåêöèè p2 : S1 ×M → M . Ñî-
ãëàñíî (1.4), äèôôåîìîðôèçì F ïåðåâîäèò t -ñå÷åíèå â (kt mod 1) - ñå÷åíèå. Ïîýòîìó
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åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ äèàìåòð ìíîæåñòâà F n(Mt) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó
diam F n(Mt) = diam p2(F

n(Mt)) .
Cëåäóþùèå äâå ëåììû îïèñûâàþò ëîêàëüíóþ ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà Sol(F ) .

Ë å ì ì à 1.2. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî t ∈ S1 , diam F n(Mt) → 0 ïðè n→ ∞ ,
ïðè÷åì ñòðåìëåíèå âåëè÷èíû diam F n(Mt) ê íóëþ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó R - èçîìåòðèÿ, à îòîáðàæåíèå F ïåðåâîäèò
t -ñå÷åíèå â (kt mod 1) -ñå÷åíèå, òî diam F n(Mt) = diam en(M) . Îòñþäà è 1.2 ñëåäóåò
òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ë å ì ì à 1.3. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî t ∈ S1 ïåðåñå÷åíèå Mt ∩ Sol(F ) = Ct -
ìíîæåñòâî êàíòîðîâñêîãî òèïà. Sol(F ) ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ
Ct íà R .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìíîæåñòâî Mt ∩ Sol(F ) çàìêíóòî, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ
ïåðåñå÷åíèåì çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

Ñïåðâà ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî n , ÷òî ïåðåñå÷åíèå Nn ∩Mt ñîñòîèò èç kn ñâÿçíûõ
êîìïîíåíò. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ F âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî
Mt∩F (M1) ñîñòîèò èç k ñâÿçíûõ êîìïîíåíò. Òàê êàê èìååòñÿ k ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé t1 ,
. . . , tk ∈ S1 òàêèõ, ÷òî t = kt1 mod 1 = · · · = ktk mod 1 , òî

Mt ∩Nn =
k∪

i=1

F (Nn−1 ∩Mti).

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, êàæäîå ìíîæåñòâî Nn−1∩Mti ñîñòîèò èç k
n−1 ñâÿç-

íûõ êîìïîíåíò. Îòñþäà âûòåêàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
Ñîãëàñíî ëåììå 1.2., äèàìåòð êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè

n → ∞ . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Mt ∩ Sol(F ) ñîâåðøåííîå è íèãäå íå ïëîòíîå. Ïîýòîìó
Sol(F ) ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ìíîæåñòâà êàíòîðîâñêîãî òèïà íà
R .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ñëåäóÿ [23], [25], ïîñòðîèì ñèìâîëè÷åñêóþ ìîäåëü îãðàíè÷åíèÿ F |Sol(F ) îòîáðàæåíèÿ
F íà Sol(F ) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç

∏
i∈Z+

0
S1
i ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà îêðóæ-

íîñòåé S1
i = S1 , íàäåëåííîå òèõîíîâñêîé òîïîëîãèåé (â ýòîé òîïîëîãèè áàçà îáðàçîâàíà

ìíîæåñòâàìè
∏

i∈Z+
0
Vi , ãäå Vi îòêðûòû â S1

i , è òîëüêî äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ

i ìíîæåñòâà Vi îòëè÷íû îò S1
i , ñì., íàïðèìåð, [14], ñòð. 155). Òî÷êàìè ìíîæåñòâà

∏
i∈N S

1
i

ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ti}∞i=0 , ãäå ti ∈ S1
i . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ−

k ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà

∏
i∈Z+

0
S1
i , ñîñòîÿùåå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {ti}∞0 , ãäå ti = kti+1 mod 1 ïðè

âñåõ i ≥ 0 . Îïðåäåëèì íà Σ−
k îòîáðàæåíèå Êk : Σ

−
k → Σ−

k , ïîëîæèâ

Êk ({t0, . . . , ti, . . .}) = {kt0 mod 1, t0, . . . , ti . . .}.

Ïàðà (Σ−
k , Êk) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ïðåäåëîì ëèíåéíîãî ðàñòÿãèâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ

îêðóæíîñòè Ek : S
1 → S1 , Ek(x) = kx mod 1 , ñòåïåíè k .

Âàæíîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèìâîëè÷åñêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ë å ì ì à 1.4. Êàæäîé òî÷êå p ∈ Sol (F ) ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü òî÷åê {ti}∞0 , ti ∈ S1 , è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ti -ñå÷åíèé
Mti òàêèõ, ÷òî

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2012. Ò. 14, � 2



Î âíóòðåííåé è îêðåñòíîñòíîé êëàññèôèêàöèè àòòðàêòîðîâ 61

• p ∈ · · · ⊂ F i+1(Mti+1
) ⊂ F i(Mti) ⊂ · · · ⊂Mt0 ;

• p = ∩i≥0F
i(Mti) ;

• ti = Ek(ti+1) , i ≥ 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ òî÷êè p ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà t0 ∈ S1

òàêàÿ, ÷òî p ∈ Mt0 . Èç (1.4) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò s1 , . . . , sk ∈ S1 òàêèå, ÷òî
Ek(s1) = Ek(s2) = . . . = Ek(sk) = t0 , è ìíîæåñòâà F (Ms1) , . . . , F (Msk) ïðèíàäëåæàò
t0 -ñå÷åíèþ Mt0 . Èç (1.3) ñëåäóåò, ÷òî F (Ms1) , . . . , F (Msk) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïî-
ýòîìó ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå sj òàêîå, ÷òî p ∈ F (Msj) . Ïîëîæèì t1 = sj . Àíàëîãè÷íî,
ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ t2 , t3 , . . . è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìíîæåñòâà F 2(Mt2) , F

3(Mt3) , . . . .
Èç ïîñòðîåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ti = Ek(ti+1) äëÿ âñåõ i ≥ 0 . Èç ëåììû 1.2. ñëåäóåò, ÷òî
p = ∩i≥0F

i(Mti) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå h : Sol (F ) → Σ−
k ïî ïðàâèëó h(p) = {ti}∞0 , p ∈ Sol (F ) ,

ti ∈ S1 . Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîðôèçìà F |Sol (F ) ñî-
ïðÿæåíî ñïåöèàëüíîìó ñäâèãó íà îáðàòíîì ïðåäåëå ëèíåéíîãî ðàñòÿãèâàþùåãî îòîáðàæå-
íèÿ îêðóæíîñòè Êk .

Ë å ì ì à 1.5. h ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì òàêèì, ÷òî h◦F |Sol (F ) = Êk◦h|Sol (F )

.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó ïåðåñå÷åíèå ïîñëåäîâàòåëüíî âëîæåííûõ äðóã
â äðóãà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ íåïóñòîå, òî ïåðåñå÷åíèå ∩i≥0F

i(Mti) íåïóñòîå äëÿ ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ti}∞0 ∈ Σ−

k . Èç ëåììû 1.2. ñëåäóåò, ÷òî ýòî ïåðåñå÷åíèå ñîñòîèò èç
îäíîé òî÷êè. Ïîýòîìó h � ñþðüåêòèâíîå îòîáðàæåíèå.

Äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê z , z′ ∈ Sol (F ) íàéäóòñÿ äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ êîìïîíåí-
òû F i(Mti) , F

i(Mt′i
) èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìïîíåíò, óäîâëåòâîðÿ-

þùèõ ëåììå 1.4., òàê êàê èõ äèàìåòðû ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî h âçàèìíî
îäíîçíà÷íî.

Çàôèêñèðóåì ε > 0 , r ∈ N è ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü òî÷êè h(p) . Ñîãëàñíî îïðåäå-
ëåíèþ òîïîëîãèè íà ìíîæåñòâå Σ−

k , îêðåñòíîñòüþ ýòîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âèäà
U(h(p)) = {{xi}∞0 ∈ Σ−

k : |xi − ti| < ε , äëÿ i = 0 , . . . , r} . Ïîñêîëüêó äëÿ òî÷êè h(p)
â åå îêðåñòíîñòè U(h(p)) , çàäàííîé ÷èñëàìè r ∈ N è ε > 0 , âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
tr−j = Ej

k(tr) äëÿ âñåõ 1 ≤ j ≤ r , à îòîáðàæåíèå Ek íåïðåðûâíîå, òî ñóùåñòâóåò òàêîå
0 < δ ≤ ε , ÷òî |xr − tr| < δ âëå÷åò |xi − ti| < ε äëÿ âñåõ i = 0 , . . . , r .

Îáîçíà÷èì Mt,δ
def
= [t−δ, t+δ]×Mt . Ïóñòü U(p) îêðåñòíîñòü òî÷êè p ∈ Sol (F ) . Òîãäà

äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ U(p)∩ Sol (F ) , â ñèëó ëåììû 1.4., h(q) = {x0, x1, . . . , xi, . . .} ∈ Σ−
k è

q ∈ F r(Mxr) ⊂ F r−1(Mxr−1) ⊂ · · · ⊂ F (Mx1) ⊂Mx0 .
Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ F âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî Mt∩F (M1)

ñîñòîèò èç k ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, òàê êàê èìååòñÿ k ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé t1 , . . . , tk ∈ S1

òàêèõ, ÷òî t = kt1 mod 1 = · · · = ktk mod 1 . Ïîñêîëüêó F äèôôåîìîðôèçì, ñóùåñòâóåò

δ1 > 0 , δ1 ≤ ε òàêîå, ÷òî F
(
Mt11,δ1

)
∩ F

(
Mt21,δ1

)
∩ . . . ∩ F

(
Mtk1 ,δ1

)
= ∅ è F

(
Mti1,δ1

)
⊂

F (Mt0,ε) ïðè i = 1, k . Òîãäà òî÷êà q ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ìíîæåñòâ F
(
Mti1,δ1

)
, ïóñòü

äëÿ îïðåäåëåííîñòè q ∈ F (Mt1,δ1) . Ðàññìîòðèì ñïåðâà, ÷òî q ∈Mx0∩F (Mx1) . Òàê êàê q ∈
U(p)∩Sol (F ) , òîãäà q ∈Mx0∩F (Mx1)∩F (Mt1,δ1) . Ñëåäîâàòåëüíî F (Mx1)∩F (Mt1,δ1) ̸= ∅
è Mx1∩Mt1,δ1 ̸= ∅ , òîãäà |x1−t1| < δ1 . Èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ýíäîìîðôèçìà Ek

âûòåêàåò íåðàâåíñòâî |Ek(x1) − Ek(t1)| < ε , ò.å. |x0 − t0)| < ε . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äâóõ
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ïåðâûõ êîîðäèíàò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè h(q) = {x0, x1, . . . , xi, . . .} äîêàçàëè, ÷òî h(q) ∈
U(h(p)) . Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóåò δr > 0 , δr ≤ . . . ≤ δ1 ≤ ε òàêîå, ÷òî |xr−1 −
tr−1| < ε , . . . , |x0 − t0| < ε .

Èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèé F è h âûòåêàåò, ÷òî h(q) ∈ U(h(p)) äëÿ ëþáîé òî÷êè
q ∈ U(p) . Çíà÷èò, h � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. h−1 � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, êàê
ïðîîáðàç íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ íà êîìïàêòå. Òàêèì îáðàçîì, h - ãîìåîìîðôèçì.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ ðàâåíñòâî h ◦ F |Sol (F ) = Êk ◦ h|Sol (F ) , òî åñòü íàëè÷èå
êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû

Sol (F )
F−→ Sol (F )

↓ h ↓ h

Σ−
k

Êk−→ Σ−
k .

Ëåììà äîêàçàíà.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ë å ì ì à 1.6. Êk èìååò âñþäó ïëîòíóþ ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîðáèòó â Σ−
k .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü U(q) - îêðåñòíîñòü ïðîèçâîëüíîé òî÷êè q =
{t0, t1, . . . , ti, . . .} ∈ Σ−

k . Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî U(q) ÿâëÿåòñÿ (ε, r)
� îêðåñòíîñòüþ, ò.å. {t′0, t′1, . . . , t′i, . . .} ∈ U(q) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |t0− t′0| < ε , . . . ,
|tr−1− t′r−1| < ε . Èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ëèíåéíîãî ðàñòÿãèâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ
îêðóæíîñòè Ek(t) = kt mod 1 , ñòåïåíè k ≥ 2 âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî
|tr−1− t′r−1| < δ âëå÷åò |tj − t′j| < ε äëÿ âñåõ 0 ≤ j ≤ r− 2 , òàê êàê tj = kr−1−jtr−1 mod 1 ,
t′j = kr−1−jt′r−1 mod 1 . Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî δ ≤ ε . Òîãäà èç
|tr−1 − t′r−1| < δ ñëåäóåò, ÷òî q′ = {t′0, t′1, . . . , t′r−1, . . .} ∈ U(q) . Òàê êàê îòîáðàæåíèå Ek

ñîäåðæèò âñþäó ïëîòíóþ ïîëóîðáèòó O+(x0) = {kn(x0) mod 1 : n ≥ 0} , x0 ∈ S1 , òîãäà
q0 = {x0, x1, . . . , xi, . . .} ∈ Σ−

k . Ñóùåñòâóåò l ∈ N òàêîå, ÷òî |kl(x0) − tr−1| < δ , kl(x0) ∈
S1 . Ïîýòîìó Êr+l

k (q0) = {kl+r(x0), . . . , k
l(x0), . . .} ∈ U(q) . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæèòåëüíàÿ

ïîëóîðáèòà òî÷êè q0 âñþäó ïëîòíà â Σ−
k .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ìíîæåñòâî Sol (F ) ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì ðàñòÿãèâàþùèìñÿ
àòòðàêòîðîì îòîáðàæåíèÿ F , ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíûì ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ìíîæå-
ñòâà êàíòîðîâñêîãî òèïà íà R .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ëåììû 1.1. ñëåäóåò, ÷òî Sol (F ) åñòü èíâàðèàíòíîå ìíîæå-
ñòâî òàêîå, ÷òî îãðàíè÷åíèå F |Sol (F ) åñòü äèôôåîìîðôèçì. ßñíî, ÷òî Sol (F ) ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì. Èç ëåììû 1.2. ñëåäóåò, ÷òî Sol (F ) ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì
ìíîæåñòâîì.

Â ñèëó ëåììû 1.6., Êk èìååò âñþäó ïëîòíóþ ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîðáèòó â ìíîæåñòâå
Σ−

k , òàêèì îáðàçîì Sol (F ) ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì ìíîæåñòâîì. Èç ñîïðÿæåííîñòè F |Sol (F ) è

Êk , ñîãëàñíî ëåììå 1.5., âûòåêàåò, ÷òî Sol (F ) ñîñòîèò èç íåáëóæäàþùèõ òî÷åê äèôôåî-
ìîðôèçìà F |Sol (F ) ñî âñþäó ïëîòíûì ìíîæåñòâîì ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Èç (1.2), (1.4) è
(1.5), ìíîæåñòâî Sol (F ) ãèïåðáîëè÷åñêîå ñ îäíîìåðíûì ðàñòÿãèâàþùèìñÿ ðàññëîåíèåì.
Ñëåäîâàòåëüíî, Sol (F ) � ðàñòÿãèâàþùèéñÿ àòòðàêòîð. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû
î òîì, ÷òî ìíîæåñòâî Sol (F ) ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ìíîæåñòâà
êàíòîðîâñêîãî òèïà íà R âûòåêàåò èç ëåììû 1.3..
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. ïðîâîäèòñÿ ïðåäîñòàâëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèìåðîâ
äèôôåîìîðôèçìîâ f , g , â ðàìêàõ ðàññìîòðåííîé âûøå êîíñòðóêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì (1.1) � (1.4).

Ïîñòðîèì ïåðâûé ïðèìåð äèôôåîìîðôèçìà. Ïóñòü M = S1 ×D3 , ãäå S1 = [0; 1]/(0 ∼
1) � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü, D3 ⊂ R3 � åäèíè÷íûé øàð â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3 .
Îïðåäåëèì íà D3 êîîðäèíàòû (x, y, z) , ðàññìîòðèì âëîæåíèå e : D3 → e(D3) ⊂ D3 òàêîå,
÷òî e(x, y, z) = ( 1

10
x, 1

10
y + 1

2
, 1
10
z) è ïîâîðîò íà 90◦ âîêðóã îñè OZ R90◦ : D

3 → D3 âèäà

R90◦(x, y, z) =


x′ = x cos π

2
− y sin π

2

y′ = x sin π
2
+ y cos π

2

z′ = z

ò.å R4 ≡ id è k = 4 , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (1.1) � (1.3).
Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 1.2. äèôôåîìîðôèçì f = fSm : S1 × D3 → f(S1 × D3) ⊂ S1 ×

D3 èìååò îäíîìåðíûé ðàñòÿãèâàþùèéñÿ àòòðàêòîð Sol (f) = ΛSm , êîòîðûé ëîêàëüíî
ãîìåîìîðôåí ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ñòàíäàðòíîãî êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà K â D3 íà
R . Êàæäàÿ òî÷êà èç K åñòü ïåðåñå÷åíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíî âëîæåííûõ
òðåõìåðíûõ øàðîâ. Îòñþäà è çàìêíóòîñòè K âûòåêàåò, ÷òî ëþáàÿ ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ
êðèâàÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó D3 − K , ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó â ìíîæåñòâå D3 − K .
Ïîñêîëüêó äèôôåîìîðôèçìû ïîäîáíîãî òèïà fSm áûëè ââåäåíû â òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì Ñìåéëîì [22], òî åñòåñòâåííî íàçâàòü ΛSm îäíîìåðíûì ñîëåíîèäîì Ñìåéëà.

f

Ðèñ. 2: f = fSm äëÿ k = 2 è n = 3 .

Äèôôåîìîðôèçì fSm ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåí íà ðèñ. 2 äëÿ k = 2 è n = 3 . Ñëåäóÿ [19],
áóäåì ÷èñëî k íàçûâàòü ïîðÿäêîì ñîëåíîèäà ΛSm . Èç ëåììû 1.5. âûòåêàåò, ÷òî ïîðÿäîê
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíâàðèàíòîì âíóòðåííåé ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ fSm|ΛSm

.
Â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ âòîðîãî ïðèìåðà äèôôåîìîðôèçìà ñ îäíîìåðíûì ðàñòÿãèâàþ-

ùèì àòòðàêòîðîì äëÿ n = 3 ëåæèò êîíñòðóêöèÿ Àíòóàíà [18]. Ïóñòü T1 = S1 × D2 -
òðåõìåðíûé çàìêíóòûé ïîëíîòîðèé. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî T2 öèêëè÷åñêè çàöåïëåííûõ
ïîëíîòîðèåâ âíóòðè T1 , ñì. ðèñ. 3. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîìïîíåíò ñåìåéñòâà T2
ðàâíî k ≥ 4 . Äàëåå ïî èíäóêöèè îïðåäåëèì ñåìåéñòâî Tn+1 , n ≥ 2 , kn ïîïàðíî íå ïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ïîëíîòîðèåâ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà Cn

i êîíôèãóðàöèè
Tn åñòü ïîëíîòîðèé. Äëÿ êàæäîé Cn

i , 1 ≤ i ≤ kn−1 , îáîçíà÷èì ÷åðåç φn
i îòîáðàæå-

íèå ïîäîáèÿ T1 → Cn
i . Ïîä äåéñòâèåì φn

i êîíôèãóðàöèÿ T2 îòîáðàæàåòñÿ â êîíôèãó-
ðàöèþ φn

i (T2) , êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåìåéñòâî k ïîëíîòîðèåâ â Cn
i . Ïîëîæèì

Tn+1 = ∪φn
i (T2) . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü T1 , T2 , . . . âëîæåí-

íûõ äðóã â äðóãà êîíôèãóðàöèé. Ìíîæåñòâî C =
∩
Tn íàçûâàåòñÿ îæåðåëüåì Àíòóàíà.

Èçâåñòíî, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðàçðûâíûì ìíîæåñòâîì êàíòîðîâñêîãî òèïà òàêèì, ÷òî
ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(R3 − C) ̸= 0 . ßñíî, ÷òî åñëè K - êëàññè÷åñêîå êàíòîðîâî
ìíîæåñòâî, ëåæàùåå íà íåêîòîðîé ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå R3 , òî π1(R3 −K) = 0 . Ïîýòî-
ìó, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìíîæåñòâà K è C ãîìåîìîðôíû, íå ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçìà
R3 → R3 , ïåðåâîäÿùåãî K â C .
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Ðèñ. 3: Ñåìåéñòâî T2 .

Ïåðåîáîçíà÷èì M = S1 × T1 , φ
1
1 = e . Íåìíîãî ìîäèôèöèðóåì êîíñòðóêöèþ Àí-

òóàíà òàê, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë ñäâèã R : T1 → T1 âäîëü îñè {0} × D2 òàêîé, ÷òî
R(x, y, z) = (x + 1

4
mod 1, y, z) , ãäå x ∈ S1 è (y, z) ∈ D2 , ïåðåâîäÿùèé T2 â ñåáÿ, è

÷èñëî k = 4 , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1.1) - (1.3) è R4 ≡ id . Íàïðèìåð, ìîæíî
êàæäóþ êîìïîíåíòó C1

i çàìåíèòü ïîëíîòîðèåì, ó êîòîðîãî îäíà ÷àñòü ïîäîáíà êîìïî-
íåíòå C1

1 , à âòîðàÿ ÷àñòü - êîìïîíåíòå C
1
2 èç îðèãèíàëüíîé êîíñòðóêöèè Àíòóàíà. ßñíî,

÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ìíîæåñòâî ñî ñâîéñòâàìè îæåðåëüÿ Àíòóàíà. Äèôôåîìîð-
ôèçì g = gNRW : S1 ×M → g(S1 ×M) ⊂ S1 ×M èìååò îäíîìåðíûé ðàñòÿãèâàþùèéñÿ
àòòðàêòîð Sol (g) = ΛNRW , êîòîðûé ëîêàëüíî ãîìåîìîðôåí ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ R
íà îæåðåëüå Àíòóàíà C â R3 . Ïîñêîëüêó âïåðâûå áàçèñíûå ìíîæåñòâà ïîäîáíîãî òèïà
áûëè ââåäåíû â ðàáîòàõ [20], [21], òî åñòåñòâåííî íàçâàòü ΛNRW îäíîìåðíûì ñîëåíîèäîì
Íüþõàóñà-Ðîáèíñîíà-Âèëüÿìñà (ÍÐÂ).

Èç ëåììû 1.5. âûòåêàåò, ÷òî äèôôåîìîðôèçìû fSm|ΛSm
, gNRW |ΛNRW

ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì k = 4 âíóòðåííå ñîïðÿæåíû.

Ë å ì ì à 1.7. Äèôôåîìîðôèçìû fSm|ΛSm
è gNRW |ΛNRW

îêðåñòíîñòíî íå ñîïðÿ-
æåíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîð-
ôèçì φ : U(ΛSm) → U(ΛNRW ) íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòåé U(ΛSm) , U(ΛNRW ) ìíîæåñòâ
ΛSm , ΛNRW ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûé îñóùåñòâëÿåò ñîïðÿæåííîñòü äèôôåîìîðôèçìîâ
fSm|ΛSm

, fNRW |ΛNRW
. Â ñèëó êîíñòðóêöèè, ëþáàÿ òî÷êà ΛSm èìååò îêðåñòíîñòü U0 ëî-

êàëüíî ãîìåîìîðôíóþ ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ (t0 − ε, t0 + ε)×D3 äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 ,
ïðè÷åì ïåðåñå÷åíèå ΛSm ñ U0 ñîâïàäàåò ñ (t0−ε, t0+ε)×K , ãäå K - ñòàíäàðòíîå êàíòîðîâî
ìíîæåñòâîì â D3 . Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî U0 ⊂ U(ΛSm) .

Ñîãëàñíî [18], â U(ΛNRW )−ΛNRW ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ C ïðîèçâîëü-
íî ìàëîãî äèàìåòðà, êîòîðàÿ íå ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó â ìíîæåñòâå U(ΛNRW )−ΛNRW . Òàê
êàê φ - ãîìåîìîðôèçì, òî ñóùåñòâóåò C òàêàÿ, ÷òî φ−1(C) ∈ (t0−ε, t0+ε)×D3 . Ïîñêîëü-
êó φ(ΛSm) = ΛNRW , òî φ−1(C) ∈ U(ΛSm)−ΛSm . Ñëåäîâàòåëüíî, φ−1(C) äåôîðìèðóåòñÿ â
ñå÷åíèå {t0}×D3 âäîëü ñëîåâ òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ (t0− ε, t0+ ε)×D3 → {t0}×D3 â
íåêîòîðóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ, ïðèíàäëåæàùóþ ìíîæåñòâó {t0} × (D3 − K) . Ýòà êðè-
âàÿ ãîìîòîïíà íóëþ â ìíîæåñòâå D3 − K . Ñëåäîâàòåëüíî, φ−1(C) ãîìîòîïíà íóëþ â
U(ΛSm)−ΛSm . Òîãäà C äîëæíà áûòü ãîìîòîïíà íóëþ â U(ΛNRW )−−ΛNRW . Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî äèôôåîìîðôèçìû fSm|ΛSm

, fNRW |ΛNRW
îêðåñòíîñòíî íå

ñîïðÿæåíû.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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