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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåì äèíàìè÷åñêîãî

êîíòðîëÿ çà èçìåíåíèåì äàâëåíèÿ

c⃝ Ï.À. Âåëüìèñîâ,1Þ.Â. Ïîêëàäîâà,2Å.Ñ. Ñåðåáðÿííèêîâà3

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, âêëþ÷àþùåé
â ñåáÿ òðóáîïðîâîä ñ ðàáî÷åé ñðåäîé è äàò÷èê, ñîñòàâíîé ÷àñòüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ óïðóãèé
ýëåìåíò. Äàò÷èê ïðåäíàçíà÷åí äëÿ îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ðàáî÷åé ñðåäû (íàïðèìåð, íà âûõî-
äå èç êàìåðû ñãîðàíèÿ äâèãàòåëÿ), çàêîí èçìåíåíèÿ êîòîðîãî ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì. Ïîëó÷åíû
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå êîëåáàíèÿ óïðóãîãî ýëåìåíòà, è íà èõ îñíîâå
ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïî èññëåäîâàíèþ åãî äèíàìèêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðóáîïðîâîä, äàò÷èê äàâëåíèÿ, äåôîðìàöèÿ, óïðóãèé ýëåìåíò, èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, äèíàìèêà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàä-
ðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ íà 2009-2013 ã.ã. (ÃÊ 14.740.12.0837).

1. Ââåäåíèå

Íåçàâèñèìî îò ïðèíöèïà ïðåîáðàçîâàíèÿ âñå äàò÷èêè äàâëåíèÿ â òîé èëè èíîé ñòåïåíè
êðèòè÷íû ê âîçäåéñòâèþ âûñîêèõ òåìïåðàòóð è ïîâûøåííûõ âèáðîóñêîðåíèé. Ðàçìåùå-
íèå äàò÷èêà äàâëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî íà êîðïóñå äâèãàòåëÿ ïðèíöèïèàëüíî îáåñïå÷èâàåò
áîëåå âûñîêóþ äîñòîâåðíîñòü èçìåðåíèÿ, íî, êàê ïðàâèëî, ñîïðîâîæäàåòñÿ âîçäåéñòâèåì
íà íåãî òåìïåðàòóð è âèáðîóñêîðåíèé, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé, à â ðÿäå
ñëó÷àåâ ê ðàçðóøåíèþ óïðóãîãî ÷óâñòâèòåëüíîãî ýëåìåíòà äàò÷èêà. Ïðè÷åì âî ìíîãèõ
ðåàëüíûõ ñëó÷àÿõ (íàïðèìåð, ïðè âçëåòå è ïîñàäêå àïïàðàòà) âîçäåéñòâèå èìååò íåñòàöè-
îíàðíûé õàðàêòåð. Â ñâÿçè ñ âûøåèçëîæåííûì, âîçíèêàåò çàäà÷à ïðîåêòèðîâàíèÿ ìåõà-
íè÷åñêîé ñèñòåìû ¾òðóáîïðîâîä - äàò÷èê äàâëåíèÿ¿. Â òàêîé ñèñòåìå äàò÷èê ðàñïîëîæåí
íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò äâèãàòåëÿ è ñîåäèíåí ñ íèì ñ ïîìîùüþ òðóáîïðîâîäà, ÷òî
ïîçâîëÿåò îñëàáèòü âîçäåéñòâèå òåìïåðàòóð è âèáðîóñêîðåíèé. Çàäà÷à ñîñòîèò â ïîëó-
÷åíèè óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ çàêîí èçìåíåíèÿ ðàáî÷åé ñðåäû íà âõîäå â òðóáîïðîâîä
(íà âûõîäå èç êàìåðû ñãîðàíèÿ äâèãàòåëÿ) è äåôîðìàöèþ óïðóãîãî ýëåìåíòà äàò÷èêà,
è ïðåäíàçíà÷åííûõ ïî âåëè÷èíå äåôîðìàöèè ýëåìåíòà ðàññ÷èòàòü äàâëåíèå â äâèãàòåëå.
Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñèñòåìû ¾òðóáîïðîâîä - äàò÷èê äàâëåíèÿ¿ ðàññìàòðèâàëèñü â [1]
� [8]. Èññëåäîâàëèñü êàê ëèíåéíûå ìîäåëè (äâèæåíèå ðàáî÷åé ñðåäû, à òàêæå äèíàìèêà
÷óâñòâèòåëüíîãî ýëåìåíòà äàò÷èêà îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè), òàê è íåëè-
íåéíûå (äèíàìèêà ýëåìåíòà îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè). Â äàííîé ñòàòüå
ïðåäëîæåíà íîâàÿ íåëèíåéíàÿ ìîäåëü ñèñòåìû ¾òðóáîïðîâîä - äàò÷èê äàâëåíèÿ¿, ó÷èòû-
âàþùàÿ êàê ïîïåðå÷íóþ, òàê è ïðîäîëüíóþ äåôîðìàöèè óïðóãîãî ýëåìåíòà äàò÷èêà.

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåð-
ñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê

2 Äîöåíò êàôåäðû ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
ã. Óëüÿíîâñê

3 Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé
óíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê
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2. Ëèíåéíûå ìîäåëè ñèñòåìû ¾òðóáîïðîâîä - äàò÷èê äàâëåíèÿ¿

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïëîñêèå ìîäåëè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ¾òðóáîïðîâîä - äàò÷èê äàâ-
ëåíèÿ¿ äëÿ òðóáîïðîâîäà êîíå÷íîé äëèíû (ðèñ.2.1,2.2) è áåñêîíå÷íî äëèííîãî òðóáîïðî-
âîäà (ðèñ.2.3,2.4) ñ äàò÷èêîì, çàêðåïëåííûì íà òîðöåâîé è íà áîêîâîé ñòåíêàõ, à òàêæå
áåñêîíå÷íî äëèííîãî òðóáîïðîâîäà ñ äàò÷èêîì, ðàñïîëîæåííûì íà ñòåíêå ïîëîñòè òðóáî-
ïðîâîäà (ðèñ.2.5).

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ð è ñ ó í î ê 2.2

Íà ðèñ.2.1, 2.2 èçîáðàæåíà ñõåìà ñèñòåìû äëÿ òðóáîïðîâîäà êîíå÷íîé äëèíû ñ óïðóãèì
ýëåìåíòîì íà òîðöåâîé (2.1) è áîêîâîé (2.2) ñòåíêàõ.

Ð è ñ ó í î ê 2.3

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2012. Ò. 14, � 2



24 Ï.À. Âåëüìèñîâ, Þ.Â. Ïîêëàäîâà, Å.Ñ. Ñåðåáðÿííèêîâà

Ð è ñ ó í î ê 2.4

Íà ðèñ.2.3, 2.4 ïðåäñòàâëåíà ñõåìà ñèñòåìû äëÿ áåñêîíå÷íî äëèííîãî òðóáîïðîâîäà ñ
óïðóãèì ýëåìåíòîì íà òîðöåâîé (ðèñ. 2.3) è áîêîâîé (ðèñ. 2.4) ñòåíêàõ.

Ð è ñ ó í î ê 2.5

Äëÿ ìîäåëè, ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñõåìà êîòîðîé èçîáðàæåíà íà ðèñ.2.5, äàò÷èê ðàñïîëîæåí
íà ñòåíêå ïîëîñòè áåñêîíå÷íî äëèííîãî òðóáîïðîâîäà.

Íà ðèñ. 2.1-2.5: 1 - äâèãàòåëü, 2 - òðóáîïðîâîä, 3 - äàò÷èê, 4 - ðàáî÷àÿ ñðåäà, 5 - ïëàñòèíà
(óïðóãèé ýëåìåíò äàò÷èêà).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î äèíàìèêå óïðóãîãî ýëåìåíòà (óïðóãîé ïëàñòèíû) äàò÷èêà äàâ-
ëåíèÿ ðàáî÷åé ñðåäû, ðàñïîëîæåííîãî íà òîðöåâîé ñòåíêå òðóáîïðîâîäà êîíå÷íîé äëèíû
(ðèñ.2.1).

Ïðåäëàãàåìàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè è ãðà-
íè÷íûìè óñëîâèÿìè:

φxx + φyy = 0, (x, y) ∈ G = {(x, y) : 0 < x < x0, 0 < y < y0}; (2.1)

φy(x, 0, t) = φy(x, y0, t) = 0, x ∈ (0, x0); (2.2)

φx(0, y, t) = ẇ(y, t), y ∈ (a, b), 0 < a < b < y0; (2.3)

φx(0, y, t) = 0, y ∈ (0, a) ∪ (b, y0); (2.4)

P̃ − ρφt(x0, y, t) = P∗(y, t), y ∈ (0, y0); (2.5)

L(w) ≡Mẅ +Dw′′′′ +Nw′′ + αẇ′′′′ + βẇ − δẅ′′ =

= P0(y, t)− P̃ + ρφt(0, y, t), y ∈ (a, b). (2.6)

Çäåñü (2.1) - óðàâíåíèå Ëàïëàñà, îïèñûâàþùåå äâèæåíèå ðàáî÷åé ñðåäû â òðóáîïðî-
âîäå; (2.2)-(2.4) - óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ; óñëîâèå (2.5) çàäàåò çàêîí èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ
íà âõîäå â òðóáîïðîâîä; (2.6) - óðàâíåíèå äèíàìèêè ýëåìåíòà; φ(x, y, t) - ïîòåíöèàë ñêîðî-
ñòè ñðåäû;w(y, t) - ïðîãèá óïðóãîãî ýëåìåíòà; x0, y0 - ïðîäîëüíûé è ïîïåðå÷íûé ðàçìåðû
òðóáîïðîâîäà; a, b - êîîðäèíàòû êîíöîâ óïðóãîãî ýëåìåíòà; P̃ - äàâëåíèå ðàáî÷åé ñðåäû
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â òðóáîïðîâîäå â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ; ρ - ïëîòíîñòü ñðåäû;M - ïîãîííàÿ ìàññà;D - èçãèáíàÿ
æåñòêîñòü; N - ñæèìàþùåå (ðàñòÿãèâàþùåå) óñèëèå;α, β - êîýôôèöèåíòû âíóòðåííåãî è
âíåøíåãî äåìïôèðîâàíèÿ; δ - êîýôôèöèåíò, ó÷èòûâàþùèé èíåðöèþ âðàùåíèÿ; òî÷êà è
øòðèõ, òàêæå êàê è èíäåêñû t è y ñíèçó, îáîçíà÷àþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî t è y ñî-
îòâåòñòâåííî; P∗(y, t) - çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ñðåäû â ñå÷åíèè x = x0 (íà âûõîäå
èç äâèãàòåëÿ);P0(y, t) - ðàñïðåäåëåííàÿ âíåøíÿÿ íàãðóçêà, äåéñòóþùàÿ íà ýëåìåíò.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (2.1)-(2.6) ðàññìàòðèâàëàñü â [1] � [5]. Íà îñíîâå ìåòîäà Ôóðüå
çàäà÷à ñâîäèëàñü ê èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè äåôîðìàöèè óïðóãîãî ýëåìåíòà.
Óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå çàêîí èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ ðàáî÷åé ñðåäû íà âõîäå â òðóáîïðîâîä
(íà âûõîäå èç äâèãàòåëÿ) è ôóíêöèþ ïðîãèáà óïðóãîãî ýëåìåíòà äàò÷èêà äàâëåíèÿ èìååò
âèä:

L(w) = P0(y, t)−
ρx0
y0

b∫
a

ẅ(y, t)dy − 1

y0

y0∫
0

P∗(y, t)dy−

−2ρ

y0

∞∑
s=1

cos(λsy)

ch(λsx0)

 y0∫
0

P∗(y, t)

ρ
cos(λsy)dy +

sh(λsx0)

λs

b∫
a

ẅ(y, t) cos(λsy)dy

 , (2.7)

ãäå îïåðàòîð L(w) îïðåäåëÿåòñÿ, ñîãëàñíî (2.6), âûðàæåíèåì

L(w) ≡Mẅ +Dw′′′′ +Nw′′ + αẇ′′′′ + βẇ − δẅ′′. (2.8)

Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íî äëèííîãî òðóáîïðîâîäà (ðèñ.2.3-2.5) íà îñíîâå ìåòîäîâ òåîðèè
ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî (ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Êðèñòîôåëÿ-Øâàðöà, ôîðìóë
Øâàðöà è Ñîõîöêîãî) ïîëó÷åíî óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå çàêîí èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ P (t)
íà âõîäå â òðóáîïðîâîä è äåôîðìàöèþ w óïðóãîãî ýëåìåíòà äàò÷èêà. Íàïðèìåð, äëÿ
ìîäåëè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ.2.4, èìååì:

L(w) = P∗(t)− P0(x, t) +
ρ

π

b∫
a

ẅ(s, t) ln

∣∣∣∣chπsy0 − ch
πx

y0

∣∣∣∣ ds, (2.9)

à äëÿ ìîäåëè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ.2.5 -

L(w) = P (t)− P0(x, t) +
ρ

π

b∫
a

ẅ(τ, t) ln

∣∣∣∣ ξ(τ)− n

ξ(τ)− ξ(x)

∣∣∣∣ dτ, x ∈ (a, b), (2.10)

ãäå ξ(x) - ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè x(ξ) = C0

ξ∫
0

√
m−s
s(1−s)

ds
n−s

, ξ ∈ [0, 1] . Êîíöû

èíòåðâàëà (α, β ) îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé: x(α) = a , x(β) = b . Ïàðàìåòðû C0 , m , n
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû l , y0 , H [6].

3. Íåëèíåéíûå ìîäåëè ñèñòåìû ¾òðóáîïðîâîä - äàò÷èê äàâëåíèÿ¿

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è (2.1)-(2.6) ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîé òåîðèè àýðîãèäðîóïðóãîñòè, êî-
ãäà äèíàìèêà æèäêîñòè (ãàçà), à òàêæå äèíàìèêà ÷óâñòâèòåëüíîãî ýëåìåíòà äàò÷èêà, îïè-
ñûâàþòñÿ ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè.
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Àâòîðàìè áûëà ïðåäëîæåíà ðàíåå â [7] òàêæå íåëèíåéíàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò-
ñÿ ïðèâåäåííûìè âûøå óðàâíåíèÿìè (2.1)-(2.6), ïðè ýòîì â óðàâíåíèè (2.6), îïèñûâàþùåì
äèíàìèêó ïëàñòèíû, äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L(w) çàìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì:

L(w) ≡Mẅ +

(
Dw′′

[1 + (w′)2]
3
2

)′′

+Nw′′ + αẇ′′′′ + βẇ − δẅ′′. (3.1)

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî w′ ìàëî, ïðîèçâîäèëàñü çàìåíà 1

[1+(w′)2]
3
2
íà

[
1− 3

2
(w′)2

]
. Â

ðåçóëüòàòå âûðàæåíèå äëÿ L(w) ïðèíèìàëî âèä

L(w) ≡Mẅ+Dw′′′′ − 3

2
Dw′′′′(w′)2 − 9Dw′′′w′′′ − 3D(w′′)3 +Nw′′ + αẇ′′′′ + βẇ− δẅ′′. (3.2)

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ íåëèíåéíàÿ ìîäåëü ñèñòåìû ¾òðóáîïðîâîä - äàò-
÷èê äàâëåíèÿ¿, ó÷èòûâàþùàÿ êàê ïîïåðå÷íóþ, òàê è ïðîäîëüíóþ äåôîðìàöèè óïðóãîãî
ýëåìåíòà äàò÷èêà. Óðàâíåíèå (2.6), îïèñûâàþùåå äèíàìèêó ïëàñòèíû, çàìåíÿåòñÿ ñèñòå-
ìîé äâóõ óðàâíåíèé:


−EF

[
u′ + 1

2
(w′)2

]′
+Mü+ α∗u̇

′′ = 0,

−EF
[
w′(u′ + 1

2
(w′)2)

]′
+

(
Dw′′

[1+(w′)2]
3
2

)′′

+Mẅ + αẇ′′′′ − δẅ′′ + βẇ +Nw′′ =

= P0(y, t)− P̃ + ρφt(0, y, t), y ∈ (a, b).

(3.3)

Ïðàâàÿ ÷àñòü âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.3) èìååò òàêîé æå âèä, êàê è ïðàâûå ÷à-
ñòè óðàâíåíèé (2.7), (2.9), (2.10) â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííîé ìîäåëè. Çäåñü u(y, t), w(y, t) -
ïðîäîëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ äåôîðìàöèè óïðóãîãî ýëåìåíòà â íàïðàâëåíèè îñåé x è y ñî-
îòâåòñòâåííî; E -ìîäóëü óïðóãîñòè; F -ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî w′ ìàëî, ïðîèçâîäèëàñü çàìåíà 1

[1+(w′)2]
3
2
íà
[
1− 3

2
(w′)2

]
.

4. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ äåôîðìàöèè

Äëÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ìîäåëåé, ãåîìåòðè÷åñêèå ñõåìû êîòîðûõ èçîáðàæåíû íà
ðèñ.2.1-2.5, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ äåôîðìàöèè ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ãàëåðêèíà.

Äëÿ ëèíåéíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (2.1)-(2.6) è íåëèíåéíîé ìîäåëè (2.1)-(2.5),

(3.2) ðåøåíèå w(y, t) óðàâíåíèÿ (2.7) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå w(y, t) =
n∑

k=1

wk(t)gk(y) , ãäå

{gk(y)}∞k=1 - ïîëíàÿ íà [a, b] ñèñòåìà áàçèñíûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì, ñîîòâåòñòâóþùèì óñëîâèÿì çàêðåïëåíèÿ ïëàñòèíû.

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå æåñòêîãî çàùåìëåíèÿ êîíöîâ ïëàñòèíû (w = 0, w′ = 0 ïðè y =

a, y = b ) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ îòûñêèâàåòñÿ â âèäå w(y, t) =
n∑

k=1

wk(t)ψk(y) , ãäå

ψk(y) = ch(µk(y − a))− cos(µk(y − a))−

−ch(µk(b− a))− cos(µk(b− a))

sh(µk(b− a))− sin(µk(b− a))
(sh(µk(y − a))− sin(µk(y − a))),
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ïðè ýòîì µk íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ ch(µk(y − a)) · cos(µk(y − a)) = 1 ( k = 1, ..., n ).

Ôóíêöèè {ψk(y)}∞k=1 îðòîãîíàëüíû íà [a, b] , ò.å.
b∫
a

ψi(y)ψj(y)dy = 0 ïðè i ̸= j . Ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî
b∫
a

ψ2
i (y)dy = b− a .

Äëÿ øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ ïëàñòèíû (w = 0 , w′′ = 0 ïðè y = a , y = b )
ìîæíî ïîëîæèòü

w(y, t) =
m∑
k=1

wk(t) sin βk(y − a),

ãäå βk =
πk
b−a

.
Èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè íåâÿçêè óðàâíåíèÿ (2.7) ê ñèñòåìå áàçèñíûõ ôóíêöèé

{gk(y)}nk=1 ïîëó÷èì ñèñòåìó èç n îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ
wk(t) .

Äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè, ó÷èòûâàþùåé êàê ïðîäîëüíóþ, òàê è ïîïåðå÷íóþ äåôîðìà-
öèè, ñîãëàñíî ìåòîäó Ãàëåðêèíà, èñêîìûå ôóíêöèè äåôîðìàöèè u(y, t), w(y, t) èùåì â

âèäå u(y, t) =
n∑

k=1

uk(t)hk(y) , w(y, t) =
n∑

k=1

wk(t)gk(y) , ãäå {hk(y)}∞k=1 , {gk(y)}∞k=1 - ïîëíûå

íà [a, b] ñèñòåìû áàçèñíûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, ñîîòâåò-
ñòâóþùèì óñëîâèÿì çàêðåïëåíèÿ ïëàñòèíû.

Èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè íåâÿçîê ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèé (3.3) ê ñèñòåìàì
áàçèñíûõ ôóíêöèé {hk(y)}∞k=1 , {gk(y)}∞k=1 ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷èì ñèñòåìó èç 2n îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ uk(t), wk(t) .

Íàïðèìåð, äëÿ n = 2 â ñëó÷àå øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ ïëàñòèíû è a = 0, b =
y0 , hk(y) = sin βk(y− a) , gk(y) = sin βk(y− a) ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé èìååò âèä:

1. Ëèíåéíàÿ ìîäåëü (2.1)-(2.6){
A1ẅ1(t) +B1ẇ1(t) + C1w1(t) = F1(t),
A2ẅ2(t) +B2ẇ2(t) + C2w2(t) = F2(t)

2. Íåëèíåéíàÿ ìîäåëü (2.1)-(2.5), (3.2){
N1ẅ1(t) +M1ẇ1(t) +D1w1(t) +G1w

3
1(t) +H1w1(t)w

2
2(t) = P1(t),

N2ẅ2(t) +M2ẇ2(t) +D2w2(t) +G2w
3
2(t) +H2w2(t)w

2
1(t) = P2(t).

3. Íåëèíåéíàÿ ìîäåëü (2.1)-(2.5), (3.3)

a11ü1 + a12u̇1 + a13u1 + a14w1w2 = 0,
a21ü2 + a22u̇2 + a23u2 + a24w

2
1 = 0,

a31ẅ1 + a32ẇ1 + a33w1 + a34w
3
1 + a35w1w

2
2 + a36u1w2 + a37w1u2 = f1(t),

a41ẅ2 + a42ẇ2 + a43w2 + a44w
3
2 + a45w2w

2
1 + a46u1w2 = 0.

Êîýôôèöèåíòû A1, B1... ,N1,M1, ... a11, a12, ... âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû çàäà÷è.
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5. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

Äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àåìûõ â ðåçóëüòàòå ïðîöåäóðû îðòîãîíàëèçàöèè, ðåøàåòñÿ ñ
ïîìîùüþ ñèñòåìû Mathematica. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íà ÝÂÌ äèíàìè-
êè óïðóãîãî ýëåìåíòà äàò÷èêà â çàâèñèìîñòè îò çàêîíà èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ â äâèãàòåëå.
Èññëåäîâàëàñü äåôîðìàöèÿ ýëåìåíòà êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè (â ôèêñèðîâàííûõ òî÷êàõ ýëå-
ìåíòà) è êàê ôóíêöèÿ êîîðäèíàòû (â ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè) äëÿ ðàçëè÷íûõ
ïàðàìåòðîâ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ï ð è ì å ð 5.1. Ðàññìîòðèì ìîäåëü, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 2.1, â ñëó÷àå øàðíèð-
íîãî çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ óïðóãîãî ýëåìåíòà. Ðàáî÷àÿ ñðåäà - âîäà ( ρ0 = 103 ), ïëàñòèíà
èçãîòîâëåíà èç ñòàëè (E = 2 · 1011, ρ0 = 7, 8 · 103, h = 3 · 10−4 ).

Äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (âñå çíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â ñèñòåìå ÑÈ) x0 = 2 ,
y0 = 0, 02 , a = 0 , b = y0 , M = 2, 34 , D = 0, 495 , N = 103 , α =
0, 01 , β = 0, 3 , δ = 0 , w(y, 0) = 0 , ẇ(y, 0) = 0, 5 , P0(x, t) = 0 , P0(y, t) =
105(20 + cos(10t) ïîëó÷åíî ðåøåíèå äëÿ ôóíêöèè w(y, t) â òî÷êå y∗ = a+b

2.5
(ðèñ.5.1):

Ð è ñ ó í î ê 5.1

Ãðàôèê äåôîðìàöèè w(y, t) äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè (2.1)-(2.6).

Ð è ñ ó í î ê 5.2

Ãðàôèê äåôîðìàöèè w(y, t) äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè (2.1)-(2.5), (3.2).
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Ð è ñ ó í î ê 5.3

Ãðàôèê äåôîðìàöèè w(y, t) äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè (2.1)-(2.5), (3.3).

Ïðîãèáû óïðóãîãî ýëåìåíòà â ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè t = t0 äëÿ ëèíåéíîé è
íåëèíåéíûõ ìîäåëåé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ.5.4,5.5.

Ð è ñ ó í î ê 5.4

Ð è ñ ó í î ê 5.5

Ðèñ. 5.4, 5.5. Ãðàôèêè äåôîðìàöèè w(y, t0) äëÿ à)ëèíåéíîé (2.1)-(2.6), á)íåëèíåéíîé (2.1)-
(2.5),(3.2) è â)íåëèíåéíîé (2.1)-(2.5), (3.3) â ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè t0 .

Äëÿ óêàçàííûõ âûøå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, óâåëè÷èì òîëùèíó ïëàñòèíêè h = 4·10−4

(M = 3, 12 ;D = 1, 172 ;EF = 8 · 107 ).
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Ð è ñ ó í î ê 5.6

Ãðàôèê äåôîðìàöèè w(y, t) äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè (2.1)-(2.6).

Ð è ñ ó í î ê 5.7

Ãðàôèê äåôîðìàöèè w(y, t) äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè (2.1)-(2.5), (3.2).

Ð è ñ ó í î ê 5.8

Ãðàôèê äåôîðìàöèè w(y, t) äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè (2.1)-(2.5), (3.3).

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2012. Ò. 14, � 2



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåì äèíàìè÷åñêîãî êîíòðîëÿ çà . . . 31

Äëÿ h = 9 · 10−4(M = 7, 02;D = 3, 365;EF = 18 · 107) ïîëó÷èì ãðàôèêè äåôîðìàöèè
w(y∗, t) .

Ð è ñ ó í î ê 5.9

Ãðàôèê äåôîðìàöèè w(y, t) äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè (2.1)-(2.6).

Ð è ñ ó í î ê 5.10

Ãðàôèê äåôîðìàöèè w(y, t) äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè (2.1)-(2.5), (3.2).

Ð è ñ ó í î ê 5.11
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Ãðàôèê äåôîðìàöèè w(y, t) äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè (2.1)-(2.5), (3.3).

Ñðàâíèâàÿ ãðàôèêè 5.1-5.11 ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè òîëùèíû ïëà-
ñòèíêè ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå äåôîðìàöèè óïðóãîãî ýëåìåíòà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ôè-
çè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèÿì. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë òàêæå, ÷òî äëÿ îäèíàêîâûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ãðàôèêè äåôîðìàöèé ïëàñòèíû äëÿ íåëèíåéíûõ è ëèíåé-
íîé ìîäåëåé ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ, îòêóäà ñëåäóåò âûâîä, ÷òî ó÷åò íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ
â óðàâíåíèè, îïèñûâàþùåì äèíàìèêó ïëàñòèíû, èìååò âàæíîå çíà÷åíèå ïðè èññëåäîâàíèè
äèíàìèêè ÷óâñòâèòåëüíîãî ýëåìåíòà.

6. Çàêëþ÷åíèå

Ðàçâèòèå àâèàöèîííîé, êîñìè÷åñêîé è äðóãîé òåõíèêè òðåáóåò ïîñòîÿííîãî ñîâåðøåíñòâî-
âàíèÿ è ðàçðàáîòêè íîâûõ òèïîâ ïåðâè÷íûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé, â ÷àñòíîñòè, äàò÷èêîâ äàâ-
ëåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, âîçíèêàåò àêòóàëüíàÿ çàäà÷à ðàçðàáîòêè ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ èñ-
ñëåäîâàíèÿ äèíàìèêè è óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ýëåìåíòîâ äàò÷èêîâ äàâëåíèÿ, âçàèìîäåé-
ñòâóþùèõ ñ æèäêîñòüþ. Ïðåäëîæåííûå àâòîðàìè íîâûå ìîäåëè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû
¾òðóáîïðîâîä - äàò÷èê äàâëåíèÿ¿, ìåòîäèêà ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ àýðîãèäðî-
óïðóãîñòè ïîçâîëÿþò äîïîëíèòü áàçó ñîâðåìåííîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ äàò÷èêîâ äàâëåíèÿ è
óñîâåðøåíñòâîâàòü åå.
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An investigation of dynamic of an elastic element of a

pressure sensor.

c⃝ P.A. Velmisov,4 Yu.V. Pokladova,5 E. S. Serebryannikova6

Abstract. Mathematical models of mechanical system, including a pipeline with the work-area
and a sensor with an elastic element as a part, are considered. The sensor is used for pressure
de�nition of the work-area, whose law of change is considered set. The di�erential equations,
describing �uctuations of an elastic element make a base for the numerical experiment on research
of dynamics of the element.

Key Words: elastic element, pressure sensor, pipeline, deformation, integro-di�erential equations,
dynamics.

4 Professor, Head of High Mathematic Chair, Ulyanovsk State Technical University, Ulyanovsk,
velmisov@ulstu.ru

5 Docent of High Mathematic Chair, Ulyanovsk State Technical University, Ulyanovsk, pokladovau@inbox.ru
6 Teacher of High Mathematic Chair, Ulyanovsk State Technical University, Ulyanovsk

MVMS journal. 2012. V. 14, No. 2


