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Òðåõ÷àñòè÷íûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå âçàèìîäåéñòâèÿ

c⃝ À.Î. Ñûðîìÿñîâ1

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè ñôåðè÷åñêèå ÷àñòèöû ïðîèçâîëüíûõ ðàäèóñîâ è òåïëî-
ïðîâîäíîñòåé, ïîìåùåííûå â áåçãðàíè÷íóþ ñðåäó. Âäàëè îò ÷àñòèö çàäàí ïîñòîÿííûé ãðàäè-
åíò òåìïåðàòóðû. Èññëåäóåòñÿ òåìïåðàòóðíîå ïîëå âíå è âíóòðè ÷àñòèö. Óêàçàíû åãî îáùèå
ñâîéñòâà, ðàññìîòðåíû ÷àñòíûå ñëó÷àè è ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû ê äâóõ÷àñòè÷íîé çàäà÷å.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, ñôåðè÷åñêàÿ ÷àñòèöà, ìåæ÷àñòè÷íîå âçà-
èìîäåéñòâèå, ñèììåòðèÿ ðåøåíèÿ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î êîíå÷íîì ÷èñëå ÷àñòèö

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñðåäó (íàïðèìåð, æèäêîñòü) ñ òåïëîïðîâîäíîñòüþ κf , â êîòîðóþ
ïîìåùåíû N0 ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö Ω(N) . Èõ ðàäèóñû è òåïëîïðîâîäíîñòè ðàâíû aN è
κN , èíäåêñ N íóìåðóåò ÷àñòèöû. Ââåäåì ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Ox1x2x3 è
áóäåì çàäàâàòü ïîëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà âåêòîðîì x⃗ = (x1, x2, x3) .
Ðàäèóñ-âåêòîðû öåíòðîâ ñôåð îòíîñèòåëüíî òî÷êè O ðàâíû r⃗N .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tf (x⃗) è Tp(N, y⃗) òåìïåðàòóðû â íåïðåðûâíîé ñðåäå è âíóòðè N -é
÷àñòèöû; çäåñü è äàëåå y⃗ = x⃗ − r⃗N . Ïóñòü â ñðåäå è ÷àñòèöàõ íåò èñòî÷íèêîâ òåïëà, à
âäàëè îò ÷àñòèö çàäàíî ñòàöèîíàðíîå ïîëå òåìïåðàòóðû T∞(x⃗) . Òîãäà Tf è Tp íå çàâèñÿò
îò âðåìåíè, à çíà÷èò, âñå óïîìÿíóòûå ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà:

∆T∞(x⃗) = 0, ∆Tf (x⃗) = 0, ∆Tp(N, y⃗) = 0 (1.1)

Ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû òàêîâû. Âäàëè îò âçâåøåííûõ ñôåð âîçìóùåíèÿ,
âûçâàííûå èìè, çàòóõàþò, à âíóòðè ñôåð Tp(N) íå èìååò îñîáåííîñòåé:

Tf (x⃗) → T∞(x⃗), |x⃗| → ∞, (1.2)

|Tp(N, y⃗)| <∞, y⃗ ∈ Ω(N) (1.3)

Íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà �æèäêîñòü-÷àñòèöà� òåìïåðàòóðà è òåïëîâîé ïîòîê íåïðåðûâíû:

Tp = Tf , κN
∂Tp(N)

∂n
= κf

∂Tf
∂n

, y⃗ ∈ ∂Ω(N) (1.4)

Çäåñü n⃗ � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ñôåðû ∂Ω(N) .
Èòàê, òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèè Tf è Tp , óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì (1.1)�(1.4).

2. Îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è î òåðìîäèíàìè÷åñêîì âçàèìîäåéñòâèè

Áóäåì èñêàòü íåèçâåñòíûå ôóíêöèè â ñëåäóþùåì âèäå:

Tf (x⃗) = T∞(x⃗) +

N0∑
N=1

[
Hext

j (N)Lj(x⃗− r⃗N) + F ext
jk (N)Ljk(x⃗− r⃗N) +

+Gext
jkl(N)Ljkl(x⃗− r⃗N) +Dext

jklm(N)Ljklm(x⃗− r⃗N) + . . .
]
,

(2.1)
Tp(N, y⃗) = T∞(r⃗N) + Aint

0 (N) +H int
j (N)Lj(y⃗)|y⃗|3 + F int

jk Ljk(y⃗)|y⃗|5 +
+Gint

jkl(N)Ljkl(y⃗)|y⃗|7 +Dint
jklm(N)Ljklm(y⃗)|y⃗|9 + . . .

1 Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; syal1@yandex.ru.
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Ãàðìîíè÷åñêèå ìóëüòèïîëè Lj···k çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè:

L0(x⃗) =
1

|x⃗|
, Lj···k(x⃗) =

∂

∂xj
· · · ∂

∂xk

( 1

|x⃗|

)
Î÷åâèäíî, Lj···k(x⃗) → 0 ïðè |x⃗| → ∞ ; ôóíêöèÿ Lj1···jn(y⃗)|y⃗|2n+1 ðåãóëÿðíà ïðè y⃗ = 0⃗ .

Â çàâèñèìîñòè îò òî÷íîñòè, ñ êîòîðîé òðåáóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó, â ðàçëîæåíèå (2.1)
ìîãóò âõîäèòü ìóëüòèïîëè ñêîëü óãîäíî âûñîêîãî ïîðÿäêà.

Êîýôôèöèåíòû A0 , Hj , Fjk ,... íå çàâèñÿò îò x⃗ è y⃗ , ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì
ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå â ïðåäåëàõ îò 1 äî 3. Îáîçíà÷åíèÿ �ext� èëè �int� óêàçûâàþò,
÷òî êîýôôèöèåíò îòíîñèòñÿ ê ïðåäñòàâëåíèþ òåìïåðàòóðû âíå èëè âíóòðè ÷àñòèöû.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè (2.1) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1.1)�(1.3). Îñòàåòñÿ ïîäîáðàòü
âåëè÷èíû A0 , Hj , Fjk ...., ÷òîáû íà ïîâåðõíîñòè âñåõ ÷àñòèö âûïîëíÿëèñü ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ (1.4). Ýòè êîýôôèöèåíòû ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè íåêîòîðûõ òåíçîðîâ H⃗ , F⃗ , G⃗
è ò.ä. Ñ ó÷åòîì ñâîåé ñèììåòðèè, óêàçàííûå òåíçîðû (âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, îïèñûâàþò
îíè ïîëå Tf èëè Tp ) èìåþò òàêîé îáùèé âèä:

H⃗ = H1e⃗1 +H2e⃗2 +H3e⃗3,

F⃗ = F11e⃗
2
1 + F22e⃗

2
2 + F12(e⃗1e⃗2 + e⃗2e⃗1) + F13(e⃗1e⃗3 + e⃗3e⃗1) + F23(e⃗2e⃗3 + e⃗3e⃗2),

G⃗ = G111e⃗
3
1 +G222e⃗

3
2 +G112(e⃗

2
1 e⃗2 + e⃗1e⃗2e⃗1 + e⃗2e⃗

2
1 ) +G113(e⃗

2
1 e⃗3 + e⃗1e⃗3e⃗1 + (2.2)

+e⃗3e⃗
2
1 ) +G221(e⃗

2
2 e⃗1 + e⃗2e⃗1e⃗2 + e⃗1e⃗

2
2 ) +G223(e⃗

2
2 e⃗3 + e⃗2e⃗3e⃗2 + e⃗3e⃗

2
2 ) +

+G123(e⃗1e⃗2e⃗3 + e⃗1e⃗3e⃗2 + e⃗2e⃗1e⃗3 + e⃗2e⃗3e⃗1 + e⃗3e⃗1e⃗2 + e⃗3e⃗2e⃗1)

Çäåñü è äàëåå e⃗i � åäèíè÷íûé âåêòîð, ñîíàïðàâëåííûé ñ îñüþ Oxi . Ñèììåòðèÿ F⃗ , G⃗ è
ò.ä. îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ñâåðòêà ñèììåòðè÷íîãî ïî ñâîèì èíäåêñàì ìóëüòèïîëÿ Lj···k ñ
ëþáûì àíòèñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì áûëà áû ðàâíà íóëþ.

Â âûðàæåíèÿ (2.2) íå âêëþ÷åíû ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà e⃗3 íà ñåáÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,

÷òî â ñèëó ãàðìîíè÷íîñòè ìóëüòèïîëåé ñâåðòêà èõ ñ ñèìâîëîì Êðîíåêåðà δ⃗ = e⃗ 21 + e⃗
2
2 + e⃗

2
3

ðàâíà íóëþ: δjkLjkl1···lm = 0 . Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ìóëüòèïîëÿ Ljkl1···lm íà e⃗ 23
ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç åãî ñâåðòêè ñ e⃗ 21 è e⃗ 22 . Òàêîå ñîîáðàæåíèå ñîêðàùàåò ÷èñëî
íåèçâåñòíûõ êîìïîíåíò òåíçîðîâ è óïðîùàåò ðåøåíèå çàäà÷è.

Îòìåòèì, ÷òî Aint
0 (N) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíèé íàãðåâ N -é ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî

ñðåäû �áåç ÷àñòèö�. Äåéñòâèòåëüíî, îñðåäíèì âûðàæåíèå Tp(N, y⃗)−T∞(r⃗N) ïî ïîâåðõíîñòè
∂Ω(N) . Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê [1], ïîëó÷èì, ÷òî∮

S

Lj1···jn(x⃗)dS = 0

äëÿ ëþáîé ñôåðû S ñ öåíòðîì â òî÷êå O , îò êîòîðîé îòêëàäûâàåòñÿ âåêòîð x⃗ . Ïîñêîëüêó
íà ïîâåðõíîñòè N -é ÷àñòèöû |y⃗| = aN = const , òî, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (2.1), íàéäåì

⟨Tp(N, y⃗)− T∞(r⃗N)⟩∂Ω(N) =
1

4πa2N

∮
∂Ω(N)

[Tp(N, y⃗)− T∞(r⃗N)]dS = Aint
0 (N)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îñðåäíèòü âûðàæåíèå Tp(N, y⃗)− T∞(r⃗N) è ïî îáúåìó Ω(N) :

⟨Tp(N, y⃗)− T∞(r⃗N)⟩Ω(N) =
1

4πa3N/3

∫
Ω(N)

[Tp(N, y⃗)− T∞(r⃗N)]dV = Aint
0 (N),

ò.å. è ïðè îñðåäíåíèè ïî îáúåìó N -ÿ ÷àñòèöà íàãðåâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî æèäêîñòè, íå
ñîäåðæàùåé âêëþ÷åíèé, íà âåëè÷èíó Aint

0 (N) .
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Äàëåå îãðàíè÷èìñÿ èçó÷åíèåì òðåõ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö. Ïîìèìî ýòîãî, áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû íà áåñêîíå÷íîñòè T⃗ = (T1, T2, T3) ïîñòîÿíåí:

T∞(x⃗) = Tjxj + T0 (2.3)

Òàêèì îáðàçîì, T0 åñòü òåìïåðàòóðà â íà÷àëå êîîðäèíàò.

3. Ðåøåíèå çàäà÷è îá îäèíî÷íîé ÷àñòèöå è ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå
àíàëîãèè

Â ñëó÷àå, êîãäà â íåîãðàíè÷åííîé ñðåäå íàõîäèòñÿ îäèíî÷íàÿ ÷àñòèöà ñ òåïëîïðîâîä-
íîñòüþ κ1 è ðàäèóñîì a1 , à âíåøíåå ïîëå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (2.3), çàäà÷à ðåøåíà â [2]:

Tf (x⃗) = T0 + Tjxj +
κ1 − κf
κ1 + 2κf

a31TjLj(x⃗),

(3.1)

Tp(1, y⃗) = T0 +
3κf

κ1 + 2κf
Tjyj

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ñôåðû. Òåì ñàìûì,

Hext
j (1) =

κ1 − κf
κ1 + 2κf

a31Tj, H
int
j (1) = − 3κf

κ1 + 2κf
Tj, (3.2)

îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ. Ïîñêîëüêó Aint
0 (1) = 0 , òî îäèíî÷íàÿ ÷àñòèöà,

âçâåøåííàÿ â æèäêîñòè ñ çàäàííûì íà áåñêîíå÷íîñòè ïîñòîÿííûì ãðàäèåíòîì òåìïåðà-
òóðû, íå íàãðåâàåòñÿ è íå îõëàæäàåòñÿ îòíîñèòåëüíî îêðóæàþùåé ñðåäû.

Ïðîàíàëèçèðóåì ïðåäåëüíûå ñëó÷àè (3.1). Ïðè κ1 = κf ýòè ðàâåíñòâà ïðèíèìàþò âèä
Tp = Tf = T∞ . Òàêèì îáðàçîì, êîãäà ÷àñòèöà ñ òî÷êè çðåíèÿ òåðìîäèíàìèêè íåîòëè÷èìà
îò îêðóæàþùåé åå ñðåäû, îíà íå âíîñèò âîçìóùåíèé â ïîëå òåìïåðàòóðû. Ïðè a1 → 0
âîçìóùåíèå âíå ñôåðû ñòðåìèòñÿ ê íóëþ � èç-çà ñâîèõ ìàëûõ ðàçìåðîâ îíà íå âëèÿåò íà
ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû. Ïîëå âíóòðè ñôåðû îïðåäåëÿåòñÿ ïðåæíèì âûðàæåíèåì.

Â [3] èçó÷åí äèýëåêòðè÷åñêèé ýëëèïñîèä, ïîìåùåííûé â îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷åñêîå
ïîëå. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòà çàäà÷à àíàëîãè÷íà çàäà÷å î ðàñïðåäåëåíèè òåì-
ïåðàòóðû â ñðåäå ñ îäèíî÷íûì ýëëèïñîèäàëüíûì âêëþ÷åíèåì è çàäàííûì íà áåñêîíå÷íî-
ñòè ãðàäèåíòîì òåìïåðàòóðû. Äåéñòâèòåëüíî, ðîëü òåìïåðàòóðû èãðàåò ïîòåíöèàë ïîëÿ,
âìåñòî òåïëîïðîâîäíîñòåé ðàññìàòðèâàþòñÿ äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàåìîñòè ÷àñòèöû è
ñðåäû. Íà óäàëåíèè îò ÷àñòèöû çàäàåòñÿ íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ (ãðàäèåíò ïîòåíöèàëà),
íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè íà ïîâåðõíîñòè ÷àñòèöû íåïðåðûâíà.

Â [3] ïîëó÷åíî, ÷òî ïîëå âíóòðè ýëëèïñîèäà îäíîðîäíî è íå çàâèñèò îò åãî ðàçìåðîâ.
Îáðàùàÿñü ê ðàâåíñòâó (3.1), ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷è îá-
ëàäàåò àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè: âíóòðè ñôåðû ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû ïîñòîÿíåí è íå
çàâèñèò îò ðàäèóñà a1 .

4. Ðåøåíèå çàäà÷è î òðåõ ÷àñòèöàõ è åãî îáùèå ñâîéñòâà

Âûøå áûëî ñêàçàíî, ÷òî òåíçîðíûå êîýôôèöèåíòû, âõîäÿùèå â ðàâåíñòâî (2.1), äîëæ-
íû áûòü íàéäåíû èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (1.4). Ïîñêîëüêó ýòè óñëîâèÿ ëèíåéíû îòíîñè-

òåëüíî òåìïåðàòóðû, òî çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ îò T⃗ òàêæå äîëæíà áûòü ëèíåéíîé.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç r⃗ij = r⃗j − r⃗i âåêòîð, íà÷àëîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ öåíòð i -é ÷àñòèöû,
à êîíöîì � öåíòð j -é ÷àñòèöû. Ïîñêîëüêó èíîðîäíûå ÷àñòèöû, ïîìåùåííûå â ñðåäó, íå
ïåðåêðûâàþòñÿ, òî äëÿ ëþáûõ i è j äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

|r⃗ij| ≤ ai + aj (4.1)

Äëÿ óäîáñòâà âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òî öåíòðû âñåõ òðåõ ÷àñòèö ëåæàò â
ïëîñêîñòè Ox1x2 , à öåíòð ïåðâîé ÷àñòèöû íàõîäèòñÿ â òî÷êå O . Äàëåå, áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî âåêòîð r⃗12 ñîíàïðàâëåí ñ îñüþ Ox1 , à âåêòîð r⃗13 îáðàçóåò ñ íåé óãîë φ (ðèñ. 4.1).

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Âìåñòî |r⃗12| áóäåì ïèñàòü r è îáîçíà÷èì îòíîøåíèå |r⃗13|/|r⃗12| ÷åðåç ρ23 . Òîãäà

r⃗12 = re⃗1, r⃗13 = ρ23r(cosφe⃗1 + sinφe⃗2), r⃗23 = r[(ρ23 cosφ− 1)e⃗1 + ρ23 sinφe⃗2]

Âåëè÷èíû Aint
0 (N) , Hext

j (N) , H int
j (N) , F ext

jk (N) ,... áóäåì èñêàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî
ïàðàìåòðó ε = a1/r . Èç òðåáîâàíèÿ (4.1) ñëåäóåò, ÷òî ýòîò ïàðàìåòð ìåíüøå 1.

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ε5 . Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ
èñêîìûõ âåëè÷èí îêàçàëèñü âåñüìà ãðîìîçäêèìè è äàëåå íå ïðèâîäÿòñÿ. Îäíàêî íèæå
áóäóò óêàçàíû íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè äîñòàòî÷íî â (2.1) ó÷èòûâàòü òåí-
çîðû íå âûøå òðåòüåãî ðàíãà, ïðè÷åì îíè èìåþò ñëåäóþùèå ïîðÿäêè ìàëîñòè:

H⃗ext, int(N) ∝ ε0, Aint
0 (N) ∝ ε2, F⃗ ext, int(N) ∝ ε4, G⃗ext, int(N) ∝ ε5

Êðîìå òîãî, òåíçîðû H⃗(N) ñîäåðæàò ñëàãàåìûå ïîðÿäêà ε3 , à ñêàëÿðû Aint
0 (N) � ε5 .

Ïðè ε → 0 âåëè÷èíû H⃗ext(N) è H⃗ int(N) ïðèíèìàþò âèä (3.2) ñ çàìåíîé a1 è κ1 íà
aN è κN ; îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû îáðàùàþòñÿ â íóëü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè
îòíîñèòåëüíîãî óäàëåíèÿ ÷àñòèö äðóã îò äðóãà ïðîèñõîäèò ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ðåøåíèþ
çàäà÷è îá îäèíî÷íîé ñôåðå. Ïðè ε ̸= 0 âèä êîýôôèöèåíòîâ H⃗ íå ñîâïàäàåò ñ (3.2), à
äðóãèå òåíçîðû, âõîäÿùèå â (2.1), îòëè÷íû îò íóëÿ. Çíà÷èò, ñóììà âîçìóùåíèé, âíîñèìûõ
â ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû îòäåëüíûìè ÷àñòèöàìè, íå ðàâíà âîçìóùåíèþ, âíîñèìîìó
èõ ñîâîêóïíîñòüþ. Ýòîò ôàêò è ãîâîðèò î òåðìîäèíàìè÷åñêîì âçàèìîäåéñòâèè ÷àñòèö.

Îòìåòèì, ÷òî íàéäåííûå òåíçîðíûå êîýôôèöèåíòû èìåþò òàêîé æå ïîðÿäîê ìàëîñòè,
êàê è â çàäà÷å î äâóõ÷àñòè÷íîì âçàèìîäåéñòâèè, ðåøåííîé â [4]. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü,
èçó÷àÿ ñèììåòðèþ çàäà÷è è ïðèâëåêàÿ òåîðèþ íåëèíåéíûõ òåíçîðíûõ ôóíêöèé [5].

Åñëè èíîðîäíàÿ ÷àñòèöà â ñðåäå åäèíñòâåííà, òî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç åå öåíòð
â íàïðàâëåíèè ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû, ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòíîé îñüþ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà;
ëþáàÿ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó îñü, áóäåò çåðêàëüíîé. Ýòè ýëåìåíòû ñèììåòðèè
îïðåäåëÿþò òî÷å÷íóþ ãðóïïó ∞·m , áàçèñîì êîòîðîé ìîãóò áûòü âûáðàíû T⃗ è δ⃗ . Ñèìâîë
Êðîíåêåðà ïðè ñâåðòêå ñ ìóëüòèïîëÿìè äàåò íóëü è äàëåå íå ó÷èòûâàåòñÿ, ïîýòîìó ñ ïîìî-
ùüþ äàííîãî áàçèñà ìîæíî ïîñòðîèòü ëèøü âåêòîð H⃗ = CT⃗ , ëèíåéíûé ïî T⃗ . Êîíñòàíòà
C îïðåäåëÿåòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé; òàê, äëÿ H⃗ int îíà ðàâíà −3κf/(κ1 + 2κf ) .
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Äîáàâëåíèå âòîðîé ÷àñòèöû ðåçêî ñíèæàåò ñèììåòðèþ. Â îáùåì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èì
òî÷å÷íóþ ãðóïïó 1 ñ áàçèñîì e⃗1 , e⃗2 , e⃗3 , à ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî ïîñòðîèòü òåíçîðû ïðî-
èçâîëüíîãî ðàíãà. Ïîýòîìó óæå ïðè N0 = 2 â ðàçëîæåíèå (2.1) âõîäÿò ìóëüòèïîëè ñêîëü
óãîäíî âûñîêîãî ïîðÿäêà. Äîáàâëåíèå òðåòüåé (÷åòâåðòîé è ò.ä.) ÷àñòèöû óæå íå ñìîæåò
ñóùåñòâåííî ¾óõóäøèòü¿ ñèòóàöèþ: âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðîâ, íàéäåííûå èç
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ñòàíóò ñëîæíåå, íî áóäóò èìåòü òîò æå ïîðÿäîê.

Åñëè ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ëåæàò öåíòðû ÷à-
ñòèö, òî ÷àñòèöû íå íàãðåâàþòñÿ îòíîñèòåëüíî îêðóæàþùåé ñðåäû. Äåéñòâèòåëüíî, ãåî-
ìåòðèÿ çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðàìè T⃗ è r⃗ij . Ñ ó÷åòîì ëèíåéíîñòè ïî T⃗ ýòî îçíà÷àåò,
÷òî êàæäûé èç ñêàëÿðîâ Aint

0 (N) èìååò ñòðóêòóðó

Aint
0 (N) = A12(N)T⃗ · r⃗12 + A13(N)T⃗ · r⃗13 + A23(N)T⃗ · r⃗23

Åñëè T⃗ îðòîãîíàëåí âåêòîðàì r⃗ij , òî Aint
0 (N) = 0 . Îòñþäà è âûòåêàåò îòñóòñòâèå íà-

ãðåâàíèÿ âçâåøåííûõ â æèäêîñòè ÷àñòèö. Ýòîò ôàêò, óñòàíîâëåííûé ñ ïîìîùüþ òåîðèè
íåëèíåéíûõ òåíçîðíûõ ôóíêöèé, ïîäòâåðæäàåòñÿ è ïîëó÷åííûì â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è
àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì òåíçîðíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïîëå òåìïåðàòóðû, îáðàçóþ-
ùååñÿ â ñðåäå ñ äâóìÿ èíîðîäíûìè âêëþ÷åíèÿìè, îáëàäàåò àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì: åñëè
ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû ïåðïåíäèêóëÿðåí ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû ÷àñòèö, òî èõ ñðåä-
íèé íàãðåâ îòíîñèòåëüíî ñðåäû ðàâåí íóëþ [4].

Íàêîíåö, èç ðåøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî òåíçîðû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïðåäñòàâëåíèþ òåìïåðàòóðû
âíóòðè N -é ñôåðû, íå çàâèñÿò îò åå ðàäèóñà, à òîëüêî ëèøü îò ðàäèóñîâ äðóãèõ ñôåð.
Òàê, H⃗ int(1) , F⃗ int(1) è G⃗int(1) çàâèñÿò îò a2 è a3 , íî íå îò a1 . Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò
ëèøü Aint

0 (N) , çàâèñÿùèå îò aN . Ñëåäîâàòåëüíî, êàê è â ñëó÷àå îäèíî÷íîé ÷àñòèöû,
ðàçìåðû ñàìîé ÷àñòèöû íà ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû âíóòðè íåå íå âëèÿþò; ïðàâäà, òåïåðü
ýòîò ãðàäèåíò óæå íå áóäåò ïîñòîÿííûì.

5. Ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû ê äâóõ÷àñòè÷íîé çàäà÷å

Åñëè èç ðàññìàòðèâàåìîé êîíôèãóðàöèè òåì èëè èíûì ñïîñîáîì �óäàëèòü� ñôåðó Ω(3) ,
òî íàéäåííûå âûðàæåíèÿ äîëæíû ïåðåõîäèòü â ðåøåíèå çàäà÷è î äâóõ ÷àñòèöàõ. Ìîæíî
óêàçàòü òðè ñïîñîáà òàêîãî �óäàëåíèÿ�:

1. Îòîäâèíóòü Ω(3) íà áîëüøîå ðàññòîÿíèå îò ïåðâûõ äâóõ ÷àñòèö, ò.å. ïðåäïîëîæèòü,
÷òî ρ23 → ∞ ïðè ïðîèçâîëüíûõ a3 è κ3 .

2. Ñäåëàòü Ω(3) íåîòëè÷èìîé îò îêðóæàþùåé ñðåäû, ò.å. ïðèíÿòü κ3 = κf , íå âûäâè-
ãàÿ íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî a3 è ρ23 .

3. Ñòÿíóòü Ω(3) â òî÷êó, ò.å. ïðèíÿòü, ÷òî a3 → 0 ïðè ïðîèçâîëüíûõ ρ23 è κ3 .

Â ëþáîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ïîëó÷åííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ Tp(1) , Tp(2) è Tf
(âáëèçè ïåðâîé è âòîðîé ÷àñòèö) ñîâïàäàþò ñ âûðàæåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè äëÿ äâóõ ñôåð
â [4]. Îäíàêî ðàñïðåäåëåíèÿ Tp(3) è Tf âáëèçè Ω(3) âåäóò ñåáÿ ïî-ðàçíîìó â çàâèñèìîñòè
îò òîãî, êàêîé ñïîñîá �óäàëåíèÿ� òðåòüåé ñôåðû âûáðàòü.

Â ñëó÷àå 1 òåíçîðû H⃗(3) ïðèíèìàþò âèä (3.1) ñ çàìåíîé a1 , κ1 íà a3 , κ3 , ñîîòâåò-
ñòâåííî; îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû, îòíîñÿùèåñÿ ê òðåòüåé ÷àñòèöå, çàíóëÿþòñÿ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, â îêðåñòíîñòè Ω(3) òåìïåðàòóðà ðàñïðåäåëåíà òàê, êàê âîçëå îäèíî÷íîé ÷àñòèöû.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè òðåòüþ ÷àñòèöó óäàëèòü íà áîëüøîå ðàññòîÿíèå îò ïåðâûõ äâóõ, òî
âçàèìîâëèÿíèÿ Ω(3) è ïàðû Ω(1) , Ω(2) âîîáùå íåò.
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Â ñëó÷àå 2 ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî H⃗ext(3) = 0⃗ , F⃗ ext(3) = 0⃗ , G⃗ext(3) = 0⃗ . Êîýôôèöèåíòû

Aint
0 (3) ,..., G⃗int(3) èìåþò òàêîé âèä, ÷òî ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì y⃗ ôóíêöèé Tp(3, y⃗) è

T∞(x⃗) +
2∑

N=1

[
Hext

j (N)Lj(x⃗− r⃗N) + F ext
jk (N)Ljk(x⃗− r⃗N) +Gext

jkl(N)Ljkl(x⃗− r⃗N) + . . .
]

ïðè x⃗ = r⃗3 + y⃗ ñîâïàäàþò. Ýòî ïîíÿòíî: åñëè âêëþ÷åíèå ïî ñâîèì òåðìîäèíàìè÷åñêèì
ñâîéñòâàì íå îòëè÷àåòñÿ îò âíåøíåé íåïîäâèæíîé ñðåäû, òî îíî íå âíîñèò âîçìóùåíèå â
ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû, çàòî âîçìóùåíèÿ îò ïåðâûõ äâóõ ÷àñòèö ïðîíèêàþò âíóòðü
ýòîãî âêëþ÷åíèÿ, íå èñêàæàÿñü.

Â ñëó÷àå 3 êîýôôèöèåíòû H⃗ext(3) , F⃗ ext(3) è G⃗ext(3) òàêæå îáðàùàþòñÿ â íóëü, ò.å.
áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ÷àñòèöà íå âëèÿåò íà ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â îêðóæàþùåé ñðåäå.
Òåíçîðû H⃗ int(3) , F⃗ int(3) è G⃗int(3) â ïðåäåëå ïðè a3 → 0 íå ìåíÿþòñÿ, èáî, êàê áûëî
îòìå÷åíî âûøå, ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû âíóòðè ÷àñòèöû îò åå ðàçìåðîâ íå çàâèñèò. Ñêàëÿð
Aint

0 (3) ïðèíèìàåò âèä

2∑
N=1

[
Hext

j (N)Lj(r⃗3 − r⃗N) + F ext
jk (N)Ljk(r⃗3 − r⃗N) +Gext

jkl(N)Ljkl(r⃗3 − r⃗N) + . . .
]
,

ïðè÷åì ôèãóðèðóþùèå â ýòîì ðàçëîæåíèè òåíçîðíûå êîýôôèöèåíòû äîëæíû áûòü íàéäå-
íû èç ðåøåíèÿ äâóõ÷àñòè÷íîé çàäà÷è. Òåì ñàìûì, íàãðåâ áåñêîíå÷íî ìàëîé ñôåðû îòíî-
ñèòåëüíî îêðóæàþùåé ñðåäû îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè âîçìóùåíèé, âûçâàííûõ äðóãèìè
÷àñòèöàìè, â öåíòðå ýòîé ñôåðû.

Âñå èçëîæåííûå âûâîäû ñïðàâåäëèâû ïðè ïðîèçâîëüíîì óãëå φ .

6. ×àñòíûå êîíôèãóðàöèè ñèñòåìû èç òðåõ ÷àñòèö

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè, â êîòîðûõ èçó÷àåìàÿ çàäà÷à îáëàäàåò âûñîêîé ñèììåò-
ðèåé. Îíè ïîëó÷àþòñÿ èç îáùåãî ðåøåíèÿ ñïåöèàëüíûì âûáîðîì ðàäèóñîâ ÷àñòèö, îòíî-
ñèòåëüíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó íèìè, óãëà φ è êîîðäèíàò T⃗ .

6.1. Ñèììåòðè÷íàÿ öåïî÷êà

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî öåíòðû âñåõ òðåõ ÷àñòèö ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïðè÷åì ðàññòîÿ-
íèÿ ìåæäó öåíòðàìè ñîñåäíèõ ÷àñòèö îäèíàêîâû: φ = 0 , ρ23 = 2 . Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî êðàéíèå ÷àñòèöû îäèíàêîâû: a3 = a1 , κ3 = κ1 ; èõ ñâîéñòâà ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò
ñâîéñòâ ñðåäíåé (âòîðîé) ÷àñòèöû.

Ïðè òàêîé ñèììåòðèè âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé óãîë ñ öåïî÷êîé ñîñòàâëÿåò âåê-
òîð T⃗ , òåíçîðû, ôèãóðèðóþùèå â (2.1), ïîä÷èíÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿì:

H⃗(3) = H⃗(1), F⃗ (3) = −F⃗ (1), G⃗(3) = G⃗(1)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ àíàëîãè÷íû òåì, ÷òî áûëè ïîëó÷åíû ðàíåå äëÿ äâóõ ÷àñòèö, è ñïðàâåä-
ëèâû íåçàâèñèìî îò òîãî, îòíîñÿòñÿ òåíçîðû ê ðàçëîæåíèþ òåìïåðàòóðû âíå èëè âíóòðè
èíîðîäíûõ ñôåð.

Åñëè T⃗ ïåðïåíäèêóëÿðåí öåïî÷êå, òî, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, âñå âåëè÷èíû
Aint

0 (N) = 0 . Åñëè æå âíåøíèé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû ïðèëîæåí ïàðàëëåëüíî ëèíèè öåí-
òðîâ òðåõ ÷àñòèö, òî Aint

0 (3) = −Aint
0 (1) è Aint

0 (2) = 0 . Òåì ñàìûì, äâå êðàéíèå ÷àñòèöû
îáðàçóþò ñâîåîáðàçíûé �äèïîëü� è íàãðåâàþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíî, à ñðåäíÿÿ ÷àñòèöà âîâñå
íå íàãðåâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî îêðóæàþùåé æèäêîñòè.
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6.2. Ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê

Ñôåðû Ω(1) è Ω(2) ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè: a2 = a1 , κ2 = κ1 ; îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé
èõ öåíòðû, ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì òðåóãîëüíèêà. Ðàññòîÿíèå îò öåíòðà Ω(3) äî öåíòðîâ
ïåðâûõ äâóõ ñôåð îäèíàêîâî, ÷òî ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ ρ23 = 1/(2 cosφ) . Êðîìå òîãî,
ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû ïåðïåíäèêóëÿðåí îñíîâàíèþ òðåóãîëüíèêà: T1 = 0 .

Â ñèëó ñèììåòðèè äàííîé êîíêðåòíîé êîíôèãóðàöèè, ïåðâàÿ è âòîðàÿ ñôåðû íàãðå-
âàþòñÿ îäèíàêîâî: Aint

0 (1) = Aint
0 (2) . Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñàì ýòîò íàãðåâ îáóñëîâëåí

ïðèñóòñòâèåì òðåòüåé ÷àñòèöû: åñëè òàê èëè èíà÷å �óáðàòü� åå, òî â ïîëó÷åííîé äâóõ÷à-
ñòè÷íîé çàäà÷å T⃗ îêàæåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûì ëèíèè öåíòðîâ.

Áîëåå òîãî, ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ â çàäà÷å î òðåõ ÷àñòèöàõ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

Aint
0 (1) + Aint

0 (2) + Aint
0 (3) = 0 (6.1)

Ñ òî÷íîñòüþ äî ε5 ýòà ñóììà ðàâíà

8T2 cos
2 φ sinφ{r−2(K3 −K1) + r−5K1[K1 − 2K3 cos

2 φ(3 + 10 cosφ+ 6 cos 3φ)]},

ãäå KN = a3N(κN − κf )/(κN + 2κf ) . Óñëîâèå (6.1) âûïîëíÿåòñÿ, åñëè K1 = K3 è φ = π/3 .

Âíå çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàò T⃗ è îò óãëà φ îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ïîä÷èíÿþòñÿ
ñëåäóþùèì ïðåîáðàçîâàíèÿì. Ó òåíçîðîâ H⃗(1) è H⃗(2) , F⃗ (1) è F⃗ (2) , G⃗(1) è G⃗(2) ðàâíû
êîìïîíåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷åòíîìó ÷èñëó âåêòîðîâ e⃗1 . Íàïðèìåð, F

ext
11 (1) = F ext

11 (2) ,
Gint

223(1) = Gint
223(2) . Ñëàãàåìûå ñ íå÷åòíûì êîëè÷åñòâîì e⃗1 ó ýòèõ òåíçîðîâ ïðîòèâîïîëîæ-

íû, à ó òåíçîðîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê òðåòüåé ÷àñòèöå, îíè ðàâíû íóëþ. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ
îáóñëîâëåíû ñèììåòðèåé çàäà÷è îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé Ox1 . Êàê
ñëåäñòâèå, âîçìóùåíèÿ òåìïåðàòóðû äîëæíû áûòü ÷åòíû ïî x1 , åñëè âûáðàòü íà÷àëî
êîîðäèíàò íå â öåíòðå Ω(1) , à â ñåðåäèíå îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî ïåðâóþ è âòîðóþ ñôåðó.

6.3. Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê

Âñå òðè ÷àñòèöû áóäåì ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè: a1 = a2 = a3 , κ1 = κ2 = κ3 . Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî èõ öåíòðû ëåæàò â âåðøèíàõ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, ò.å. φ = π/3 ,
ρ23 = 1 . Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âíåøíèé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû ïåðïåíäèêóëÿðåí
ïëîñêîñòè Ox1x2 , â êîòîðîé ëåæàò ýòè âåðøèíû.

Èç ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî âñå Aint
0 (N) = 0 . Äðóãèå òåíçîðû, âõîäÿùèå â

ðàçëîæåíèå (2.1), óäîâëåòâîðÿþò òàêèì îãðàíè÷åíèÿì. Âñå H⃗ext(N) ðàâíû ìåæäó ñîáîé,

òî æå îòíîñèòñÿ è ê H⃗ int(N) . Ó êîýôôèöèåíòîâ H⃗(N) òîëüêî êîìïîíåíòà H3(N) ̸= 0 .

Äàëåå, ó òåíçîðîâ F⃗ ext(N) íå ðàâíû íóëþ ëèøü êîìïîíåíòû F ext
13 (N) ïðè N = 1, 2

è F ext
23 (N) ïðè N = 1, 2, 3 . Â äîáàâëåíèå ê ñîîòíîøåíèÿì, ñïðàâåäëèâûì äëÿ ÷àñòèö â

âåðøèíàõ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, äëÿ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ïîëó÷àåòñÿ

F23(1) =
1√
3
F13, F23(3) = − 2√

3
F13(1) (6.2)

Àíàëîãè÷íûì ñîîòíîøåíèÿì óäîâëåòâîðÿþò è F⃗ int(N) .

Òàêèì æå îáðàçîì, êîìïîíåíòû G⃗(N) óäîâëåòâîðÿþò îáùèì ñîîòíîøåíèÿì, âûâåäåí-

íûì äëÿ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà. Êðîìå òîãî, ó òåíçîðîâ G⃗ext(N) íå ðàâíû íóëþ
òîëüêî êîìïîíåíòû G113(N) è G223(N) ïðè N = 1, 2, 3 è G123(N) ïðè N = 1, 2 . Äëÿ íèõ
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

G223(1) =
3

5
G113(1), G123(1) =

√
3

5
G113(1), G113(3) =

2

5
G113(1), G223(3) =

6

5
G113(1) (6.3)

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2012. Ò. 14, � 2



Òðåõ÷àñòè÷íûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå âçàèìîäåéñòâèÿ 135

Êîìïîíåíòû G⃗int(N) óäîâëåòâîðÿþò òàêèì æå îãðàíè÷åíèÿì.
Êàçàëîñü áû, â äàííîì ÷àñòíîì ñëó÷àå çàäà÷à îáëàäàåò ñèììåòðèåé 3 · m . Äåéñòâè-

òåëüíî, ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð òðåóãîëüíèêà ïàðàëëåëüíî Ox3 , åñòü ïîâîðîòíàÿ
îñü áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà; ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íåå ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ Ox2x3 , áóäåò
çåðêàëüíîé. Áàçèñ ãðóïïû 3 ·m îáðàçóþò òåíçîðû e⃗3 , δ⃗ è D⃗3h = e⃗ 31 − e⃗ 21 e⃗2− e⃗1e⃗2e⃗1− e⃗2e⃗

2
1

[5]; ñèìâîë Êðîíåêåðà, êàê è ðàíåå, íå èãðàåò ðîëè. Òàê êàê T⃗ êîëëèíåàðåí Ox3 , òî
ôóíêöèè Tf è Tp(N) íå÷åòíû ïî x3 , à çíà÷èò, e⃗3 äîëæåí âõîäèòü â ðàçëîæåíèÿ âñåõ

òåíçîðîâ òîëüêî â íå÷åòíûõ ñòåïåíÿõ. Òîãäà ðàçëîæåíèÿ H⃗(N) , F⃗ (N) , G⃗(N) ïî ýòîìó
áàçèñó äîëæíû âûãëÿäåòü òàê:

H⃗(N) = H3(N)e⃗3, F⃗ (N) = 0⃗, G⃗(N) = G1(N)D⃗3h +G3(N)e⃗ 33 ,

ïðè÷åì, êàê ãîâîðèëîñü âûøå, ìîæíî ñ÷èòàòü G3(N) = 0 .
Îäíàêî èñêîìûå òåíçîðû èìåþò äðóãîé âèä. Íàïðèìåð, èç (2.2) è (6.2) ñëåäóåò, ÷òî

F⃗ (1) = F13(1)
[
(e⃗1e⃗3 + e⃗3e⃗1) +

1√
3
(e⃗2e⃗3 + e⃗3e⃗2)

]
(6.4)

×åì ìîæíî îáúÿñíèòü òàêîå ðàñõîæäåíèå?
Äåëî â òîì, ÷òî èâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ãðóïïû 3 ·m äîëæíà áûòü ëèøü Tf ; êàæ-

äûé èç òåíçîðîâ H⃗(N) , F⃗ (N) , G⃗(N) â îòäåëüíîñòè ìîæåò íå ïîä÷èíÿòüñÿ óêàçàííûì
ïðåîáðàçîâàíèÿì. Âåäü êîìïîíåíòû òåíçîðîâ íàõîäÿòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõ-
íîñòÿõ ∂Ω(N) , à òàì ñèììåòðèÿ áóäåò äðóãîé. Òàê, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ∂Ω(1) èíâàðè-
àíòíû ïðè çåðêàëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè −x1 +

√
3x2 = 0 : åå ïðîåêöèÿ

íà Ox1x2 ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà ìåæäó r⃗12 è r⃗13 (ðèñ. 6.1).

Ð è ñ ó í î ê 6.1

Ýòî çåðêàëüíîå îòðàæåíèå îïðåäåëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñà

e⃗1 7→ e⃗ ′1 =
1

2
e⃗1 +

√
3

2
e⃗2, e⃗2 7→ e⃗ ′2 =

√
3

2
e⃗1 −

1

2
e⃗2 (6.5)

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî òåíçîð F⃗ (1) , îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì (6.4), íå èçìåíÿåòñÿ ïðè
çàìåíàõ (6.5), ò.å.

F13(1)
[
(e⃗1e⃗3 + e⃗3e⃗1) +

1√
3
(e⃗2e⃗3 + e⃗3e⃗2)

]
= F13(1)

[
(e⃗ ′1e⃗

′
3 + e⃗ ′3e⃗

′
1) +

1√
3
(e⃗ ′2e⃗

′
3 + e⃗ ′3e⃗

′
2)
]

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (6.3) îáåñïå÷èâàþò èíâàðèàíòíîñòü G⃗(1)
îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé (6.5).

Óáåäèìñÿ òåïåðü, ÷òî ïîëå Tf (x⃗) , â ïðåäñòàâëåíèè êîòîðîãî òåíçîðû óäîâëåòâîðÿþò
îãðàíè÷åíèÿì (6.2) è (6.3), íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ, îïðåäåëÿþùèõ ãðóïïó 3·m .
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Äëÿ ýòîãî ïåðåíåñåì íà÷àëî êîîðäèíàò â öåíòð òðåóãîëüíèêà. Òîãäà çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ
è ïîâîðîò íà 2π/3 ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îòâå÷àþò ñëåäóþùèì çàìåíàì ïåðåìåííûõ:

x1 7→ −x1;
(6.6)

x2 7→ −1

2
x1 −

√
3

2
x2, x1 7→

√
3

2
x1 −

1

2
x2

Â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ðàäèóñ-âåêòîðû öåíòðîâ ñôåð òàêîâû:

r⃗1 = R
(
−

√
3

2
e⃗1 −

1

2
e⃗2

)
, r⃗2 = R

(√3

2
e⃗1 −

1

2
e⃗2

)
, r⃗3 = Re⃗2,

ãäå R = r/
√
3 . Ïîäñòàâèâ ýòè r⃗N â (2.1) è ðàñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïî ñòåïå-

íÿì x⃗ , ïîëó÷èì:

x3

{[
− 3

R3
Hext

3 (1) +
12
√
3

R4
F ext
13 (1)− 594

5R5
Gext

113(1)
]
+
[ 9

2R5
Hext

3 (1)− 30
√
3

R6
F ext
13 (1) +

+
459

R7
Gext

113(1)
]
P2(x⃗) +

[ 105
8R6

Hext
3 (1)− 105

√
3

R7
F ext
13 (1) + +

6993

4R8
Gext

113(1)
]
P3(x⃗) + . . .

}
,

ãäå P2(x⃗) = |x⃗|2 − 5(x21 + x22)/2 è P3(x⃗) = 3x21x2 − x32 . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè ìíîãî-
÷ëåíû èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî çàìåí (6.6), à çíà÷èò, òåìïåðàòóðà Tf (x⃗) èíâàðèàíòíà
îòíîñèòåëüíî ãðóïïû 3 ·m .
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Three-particle thermodynamic interactions.

c⃝ A.O. Syromyasov2

Abstract. We consider three spherical particles with arbitrary radii and heat conductivities
immersed in an in�nite medium. The temperature gradient far from spheres is supposed to be
constant. Temperature �eld inside and outside the particles is explored, and its general properties
are listed. Passages to the limit of two-particle problem and some particular cases are considered,
too.
Key Words: heat conduction equation, spherical particle, interparticle interaction, symmetry of
solution.
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