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Îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé

ñòðóêòóðîé â îáëàñòÿõ íåîäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèè

óïðàâëåíèÿ

c⃝ Â.È. Ñàôîíêèí1

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ñòàòüå èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ñèñòåìû ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé, ïðè
êîòîðîì âåêòîð ñîñòîÿíèÿ èç îáëàñòåé îäíîçíà÷íîñòè â íåêîòîðûé ìîìåíò ïîïàäàåò â δ -
îêðåñòíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ ðàçðûâà ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû è îïðåäåëåííîå âðåìÿ îñòàåòñÿ â
ýòîé îêðåñòíîñòè. Îêàçûâàåòñÿ òàêèì ïîâåäåíèåì ïðè δ → 0 ìîæíî ìîäåëèðîâàòü â ðåàëü-
íûõ ñèñòåìàõ ðåæèìû, áëèçêèå ê èäåàëüíîìó ðåæèìó ñêîëüæåíèÿ, êîòîðîãî â äåéñòâèòåëü-
íîñòè, êàê èçâåñòíî, íå ñóùåñòâóåò.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äîîïðåäåëåíèå, åäèíñòâåííîñòü, âêëþ÷åíèå, ïåðåìåííàÿ ñòðóêòóðà, ìî-
äåëü.

1. Ââåäåíèå

Îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ïî-
ñòðîåíèÿ è äàëüíåéøåìó èññëåäîâàíèþ ìíîãîçíà÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé.
Èçâåñòíî, òàêàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò âñëåäñòâèå ó÷åòà â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ ëèáî ìàëûõ ïà-
ðàìåòðîâ, ëèáî ïåðåêëþ÷àþùèõ ýëåìåíòîâ ðåëåéíîãî òèïà. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ òàêèå ñè-
ñòåìû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ â ôèçè÷åñêèõ óñòðîéñòâàõ îïòèìàëüíûõ ðåæèìîâ
â ïðîöåññå èõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ. Â ïåðâîì è âòîðîì ñëó÷àÿõ ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ
ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â êîòîðûõ ôóíêöèè ïðàâûõ ÷àñòåé ïðåòåðïå-
âàþò ðàçðûâ íà îäíîì èëè íåñêîëüêèõ ìíîãîîáðàçèé. Âîïðîñ óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèé â
òàêèõ ñèñòåìàõ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì. Êàê èçâåñòíî, îáëàäàÿ òàêèìè ñâîéñòâàìè, â ñèñòåìàõ
ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé ìîæíî ñèíòåçèðîâàòü ðåæèìû, ãàðàíòèðóþùèå ðåøåíèå ìíîãèõ
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Íà ýòî óêàçûâàåòñÿ âî ìíîãèõ èñòî÷íèêàõ, â òîì ÷èñëå [3], [2] è äðó-
ãèõ. Îñíîâíûì ñðåäñòâîì ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé ÿâëÿåòñÿ åå
äîîïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå ðàçðûâà óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè. Â ðàáîòå [4] óêàçûâàåòñÿ íà
âàæíîñòü âûáîðà òàêîãî ìåòîäà äîîïðåäåëåíèÿ, êîòîðîå îáåñïå÷èâàëî áû óñòîé÷èâîå äâè-
æåíèè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè óïîìÿíóòûõ âûøå ìíîãîîáðàçèé ïåðåêëþ÷åíèÿ äàííîé
ñèñòåìû â òå÷åíèå íåêîòîðîãî âðåìåíè.

Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû äîîïðåäåëåíèÿ ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé íà ìíîãîîáðà-
çèÿõ ðàçðûâà, òàê èëè èíà÷å, ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìîòðåíèÿ äèôôåðåíöèàëü-
íîãî âêëþ÷åíèÿ âèäà

dx

dt
∈ F (t, x, u), (1.1)

ãäå t ∈ [t0, T ] , x ∈ Rn , u ∈ U(t, x) , U ⊂ Rm � êîìïàêò.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (1.1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
à) F (t, x, u) - âûïóêëûé êîìïàêò ïðè âñåõ (t, x, u) ∈ [t0, T ]× Rn × Rm ;
á) ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (t, x, u) 7→ F (t, x, u) íåïðåðûâíî â òî÷êå p ïî ñîâîêóï-

íîñòè àðãóìåíòîâ â õàóñäîðôîâîé ìåòðèêå, åñëè α(F (p′), F (p)) → 0 ïðè p′ → p , ãäå
α(A,B) = max(sup ρ(a,B), sup ρ(b, A)), a ∈ A, b ∈ B , A è B - ìíîæåñòâà;

1 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê
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â) ìíîæåñòâî F (t, x, u) íåïóñòîå, îãðàíè÷åííîå è çàìêíóòîå äëÿ âñåõ
(t, x, u) ∈ [t0, T ]× Rn × Rm .

Êàê èçâåñòíî [3] äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ âèäà (1.1) ïîëó÷àþòñÿ ïðè äîîïðåäå-
ëåíèè ñèñòåì

dx

dt
= f(t, x, u(t, x)), (1.2)

ãäå x ∈ Rn , f(t, x, u) - íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ ôóíêöèÿ, óïðàâëÿþùàÿ
ôóíêöèÿ u(t, x), u ∈ ℜm ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà íà íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè S â
ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (t, x) ∈ [t0, T ]×Rn , çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì s(t, x1, ..., xn) = 0 è
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî Ì ìåðû íóëü, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê ãðàíèö îáëàñòåé s(x) > 0
è s(x) < 0 . Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(t, x, u(t, x)) ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
âïëîòü äî îáùåé ãðàíèöû óêàçàííûõ îáëàñòåé.

Îáëàñòè s(t,x)> 0, s(t,x)< 0 áóäåì íàçûâàòü îáëàñòÿìè îäíîçíà÷íîñòè. Â íèõ, ñîîòâåò-
ñòâåííî, u(t, x) = u(1)(t, x) ïðè s(x) > 0 è u(t, x) = u(2)(t, x) ïðè s(x) < 0 . Ôóíêöèè
u(1)(t, x) è u(2)(t, x) ∈ C([t0,+∞))× Rn .

Íàðÿäó ñ ñîîòíîøåíèÿìè (1.1) è (1.2) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèñòåì

dx

dt
= f(t, x, uk(t, x)), k = 1, 2, ..., uk(t, x) ∈ U(t, x), (1.3)

ãäå ôóíêöèè uk(t, x) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû â îáëàñòÿõ èõ îïðåäåëåíèÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç xk(t : t0, x0) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû (1.3), çàâåäîìî

ñóùåñòâóþùèõ è îïðåäåëåííûõ íà èíòåðâàëå [t0, T ] . Òîãäà ÷àñòè÷íûé ïðåäåë ýòîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè x(t : t0, x0) = limxk(t : t0, x0) , k = 1, 2, ... áóäåì ïîíèìàòü â òîì ñìûñëå,
÷òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk(t : t0, x0) áóäåò âûáðàíà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü. Êàê èçâåñòíî, òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóùåñòâóåò ñîãëàñíî òåîðåìû
[4].

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè ui(t, x) ìîæíî âûäåëèòü áåñêîíå÷íî ìíîãî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé uki (t, x) , íà êîòîðûõ ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðåøå-
íèé {xν(t)} , ν = 1, 2, ... , à ñîîòâåòñòâåííî è ìíîæåñòâî èõ ïðåäåëîâ {x(t)} . Ìíîæåñòâî
ïðåäåëîâ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáîçíà÷èì X(t) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ðåøåíèå ñèñòåìû (1.2), à, ñëåäîâàòåëüíî, è äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1.1) íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
x(t) ∈ X(t) . Ñàìî ìíîæåñòâî X(t) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ (1.1).

Ïðåæäå, ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó, ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé. Âî ìíîãèõ ðà-
áîòàõ, íàïðèìåð [4], [1], è â äð. âûñêàçûâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ â òîì, ÷òî â ñèñòåìàõ ñ
ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé íàèáîëåå õàðàêòåðíûì ðåæèìîì ÿâëÿåòñÿ ðåæèì ñêîëüæåíèÿ ïî
ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ u(t, x) . Â òîæå âðåìÿ èçâåñòíî, ÷òî â ïðèðîäå
òàêîãî èäåàëüíîãî äâèæåíèÿ íå ñóùåñòâóåò. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî â ñðàáàòûâàíèè ðå-
àëüíûõ ýëåìåíòîâ ïðèñóòñòâóåò çàïàçäûâàíèå. Â ñèëó ÷åãî, âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, ïîïàâ íà ïî-
âåðõíîñòü ðàçðûâà, ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ëèáî ïîêèäàåò åå, ëèáî ìîæåò ñîâåðøàòü
êîëåáàòåëüíûå äâèæåíèÿ â åå îêðåñòíîñòè. ×àùå âñåãî ïîñëåäíèé ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿåò
íàèáîëüøèé èíòåðåñ äëÿ ïðàêòèêè. Îáåñïå÷åíèå òàêîãî ðåæèìà òðåáóåò ïîïàäàíèå òðàåê-
òîðèé èç îáëàñòåé îäíîçíà÷íîñòè s(t,x)> 0, s(t,x)< 0 â δ - îêðåñòíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ S(t)
ïåðåêëþ÷åíèÿ ôóíêöèè u(t, x) è ñîõðàíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ âñåõ t > tp , ãäå tp - ìîìåíò
ïàäåíèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè íà ïîâåðõíîñòü Sδ . Â ðàáîòå [6] òàêèå óñëîâèÿ ïîêàçàíû
îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1.1). Â ÷àñòíîñòè, ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ
óñëîâèé ëþáîå ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ äîñòèãàåò ãðàíèöû îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ S(t) èç
îáëàñòåé îäíîçíà÷íîñòè.
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Â äàëüíåéøåì òàêæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ-
÷åíèÿ (1.1) íåïðåðûâíû ïî íà÷àëüíûì äàííûì, ò.å. äëÿ ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
xk0 → x0 , t

k
0 → t0 è ëþáûõ ðåøåíèé xk(t) = x(t : xk0, t

k
0) , xk(t0) = xk0 , k = 1, 2, ... òà-

êèõ, ÷òî
dxk(t)

dt
= f(xk(t), uk(t)), t ∈ [t0, T ] ,

íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü kj , j = 1, 2, ... , ÷òî ukj → u(t) ∈ U ,
xkj(t) → x(t : t0, x0) , ãäå x(t : t0, x0) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.2).
Â äàëüíåéøåì òàêæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
U(t, x) : Rn → Rm ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ. Ïîñëåäíåå îçíà-
÷àåò, ÷òî ïðè xk → x, uk → u, tk → t è uk ∈ U(tk, xk) , k → ∞ ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
u ∈ U(t, x) .

Ïðè âûøå ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ è çàìå÷àíèÿõ ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Âî ââåäåíèè áûëî çàìå÷åíî, ÷òî â ïðèðîäå èäåàëüíîãî ðåæèìà ¾ñêîëüæåíèÿ¿ ôàêòè-
÷åñêè íå ñóùåñòâóåò â ñèëó çàïàçäûâàíèÿ â ñðàáàòûâàíèè óïðàâëÿþùåãî îðãàíà ñèñòåìû
ïðè ïåðåõîäå äâèæåíèé èç îäíîé îáëàñòè îäíîçíà÷íîñòè â äðóãóþ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîä
ðåæèìîì ¾ñêîëüæåíèÿ¿ öåëåñîîáðàçíî ïîíèìàòü óñòîé÷èâûå äâèæåíèÿ ñèñòåìû, îïèñû-
âàåìûå óðàâíåíèåì (1.2), â δ - îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ îòíîñèòåëüíî åãî òî÷åê. Îáåñïå-
÷åíèå òàêîãî ðåæèìà ïðåäïîëàãàåò âûïîëíåíèå óñëîâèé ïîïàäàíèå òðàåêòîðèé èç îáëàñòåé
îäíîçíà÷íîñòè íà îáîëî÷êó ìíîæåñòâà Sδ è äàëüíåéøèé èõ ïåðåõîä âî âíóòðü δ - îêðåñò-
íîñòè, ãäå ñîõðàíÿåòñÿ èõ óñòîé÷èâîñòü îòíîñèòåëüíî ìíîãîîáðàçèÿ S(t) ïðè âñåõ t > tp ,
tp ∈ [t0, T ] .

Òàêîé ðåæèì, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ïîçâîëÿåò îöåíèòü ïðîòåêàíèå ïðîöåññà ïî
âðåìåíè. Ôàêòè÷åñêè, îáåñïå÷åíèå îòìå÷åííûõ âûøå óñëîâèé è ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò èñ-
ñëåäîâàíèÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1.1). Ò.å. íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü
óñëîâèÿ íà ïðàâóþ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ, ãàðàíòèðóþùèå ïîïàäàíèå òðàåêòîðèé èç îáëàñòåé
îäíîçíà÷íîñòè â îêðåñòíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ ðàçðûâà óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè u(t, x) è èõ
óñòîé÷èâîå äâèæåíèå â ýòîé îáëàñòè äëÿ âñåõ t > tp .

Âòîðàÿ ñòîðîíà èçó÷àåìîãî âîïðîñà ñîñòîèò â îöåíêå ôàêòè÷åñêîé ñêîðîñòè ïðîòåêà-
íèÿ ¾ñêîëüçÿùåãî¿ ïðîöåññà â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû δ .

3. Ðåøåíèå çàäà÷è

Ïðåæäå ïðèâåäåì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Ìíîæåñòâî Sδ áóäåì íàçûâàòü èíâàðèàíòíûì ïî îò-
íîøåíèþ ê ñèñòåìå (1.2), à, ñëåäîâàòåëüíî, è äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1.1), åñëè
îíî ñîñòîèò èç òðàåêòîðèé ýòîé ñèñòåìû, ò.å. (t, x) ∈ Sδ .

Ïðè çíà÷åíèÿõ t > t0 ìíîæåñòâî Sδ íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì èíâàðèàíòîì. Êàê
èçâåñòíî [1] çàìûêàíèå Sδ òàêîãî ìíîæåñòâà òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.2. Òî÷êà ôàçîâîãî g ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ω - ïðå-
äåëüíîé òî÷êîé äëÿ òî÷êè p , åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn} , tn → ∞ ïðè
n→ ∞ , òàêàÿ, ÷òî g = lim f(tn, p) .
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ V (t, x, s(t, x)) , õàðàêòåðèçóþùóþ îáîáùåííîå ðàñ-
ñòîÿíèå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ x(t : t0, x0) ∈ Sδ ⊂ Rn äî ìíîãîîáðàçèÿ S(t) . Â îòíîøåíèè
ââåäåííîé ôóíêöèè áóäåì ïðåäïîëàãàòü:
à) V (t, x, 0) = 0 ëèøü äëÿ (t, x) ∈ S , â äðóãèõ òî÷êàõ (t, x) ∈ Sδ ôóíêöèÿ V (t, x, s) > 0 ;
á) íà ìíîæåñòâå ∥s∥ > r , r ≤ δ ôóíêöèÿ V (t, x, s) èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ è òî÷íóþ
ãðàíü: inf V (t, x, s) = αr , supV (t, x, s) = βr , ãäå αr è βr - ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà;
â) ôóíêöèÿ dV

dt
ñóùåñòâóåò è èìååò îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå â ñèëó (1.1) èëè (1.2) â òî÷êàõ

øàðà ∥s(r) ≤ r∥ êðîìå òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîãîîáðàçèþ S(t) . Íà ìíîæåñòâå ∥s∥ = r
ôóíêöèÿ dV

dt
< 0 è èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü, ò.å. sup V̇ = mr

∥s∥=r

, mr > 0 .

Ò å î ð å ì à 3.1. Åñëè ôóíêöèÿ V (t, x, s) îáëàäàåò âûøå óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè
à) - á), à â δ - îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ S(t) ñèñòåìà íå ñîäåðæèò öåëûõ ïîëóòðà-
åêòîðèé âêëþ÷åíèÿ (1.1) è íà îáîëî÷êå Sδ èìååò ìåñòî ïðàâàÿ åäèíñòâåííîñòü, òî
îêðåñòíîñòü Sδ ñîäåðæèò òðàåêòîðèè ñèñòåìû, óñòîé÷èâûå îòíîñèòåëüíî ìíîãîîá-
ðàçèÿ S(t) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âî-ïåðâûõ, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ïðàâîé åäèíñòâåííîñòè
[6] ëþáîå ðåøåíèå, ïîïàâøåå íà ãðàíèöó δ - îêðåñòíîñòè, ïðîäîëæèìî â íåå åäèíñòâåííûì
îáðàçîì. Âûáåðåì â δ - îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâàS(t) òî÷êè xp è xq . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî òî÷êà xq ÿâëÿåòñÿ ω - ïðåäåëüíîé äëÿ òî÷êèxp , ò.å. èìååò ìåñòî lim

n→∞
x(tn, xp) = xq .

Îïðåäåëèì íà ïîâåðõíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ s(x) = 0 òî÷êó x∗ , â êîòîðîé V (t, x∗, 0) = 0 è
ðàññìîòðèì çàìêíóòûé øàð B(x∗, r) ⊂ Rn ñ öåíòðîì â òî÷êå x∗ ðàäèóñà r . Ïîìåñòèì
òî÷êè xp è xq â äàííûé øàð, â êîòîðîì, êàê èçâåñòíî, ôóíêöèÿ V (t, x, s) ñóùåñòâóåò è
íàäåëåííà ñâîéñòâàìè à), á) è â). Òîãäà ñîãëàñíî ëåììû 5.1 [7] âñå òðàåêòîðèè íå áóäóò âû-
õîäèòü èç äàííîãî øàðà. Êðîìå òîãî, âñå ω− ïðåäåëüíûå òî÷êè äëÿ òî÷åê øàðà íàõîäÿòñÿ
ëèáî âíóòðè åãî, ëèáî íà åãî ïîâåðõíîñòè.

Ñëåäóÿ ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Áàðáàøèíà-Êðàñîâñêîãî [7] ïîêàæåì óñòîé÷è-
âîñòü ñîñòîÿíèÿ x∗ ∈ S(t) . Èñêëþ÷èì èç ðàññìîòðåíèÿ òó ÷àñòü ïîâåðõíîñòè S , êîòîðàÿ
ïðèíàäëåæèò øàðó B(x∗, r) ⊂ Rn . Êàê èçâåñòíî, íà ýòîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè ôóíêöèÿ
u(t, x) íå îïðåäåëåíà. Äëÿ äðóãèõ òî÷åê øàðà òî÷êà x∗ ÿâëÿåòñÿ ëèáî ω− ïðåäåëüíîé, ëè-
áî èìååò ìåñòî ρ( lim

n→∞
x(tn, xp), x

∗) ≤ r . Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ñäåëàííîãî çàêëþ÷åíèÿ.

Ïóñòü íà âíåøíåé îáîëî÷êè øàðà B(x∗, r) ⊂ Rn íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè V ðàâíî
l . Ðàññìîòðèì øàð B(x∗, λ) ⊂ Rn è ïîìåñòèì åãî â øàð B(x∗, r) ⊂ Rn (λ < r) , â òî÷-
êàõ êîòîðîãî V (t : t0, x0, s(t0)) < l , (t0, x0) ∈ B(x∗, λ) . Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî òðàåêòîðèÿ
x(t : t0, x0) â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ïåðåñå÷åò îáîëî÷êó øàðà ðàäèóñà r â íåêîòîðîé
òî÷êå q , òî â ñèëó ñâîéñòâà V̇ ≤ 0 ôóíêöèÿ íå äîëæíà âîçðàñòàòü âäîëü ëþáîãî ðåøåíèÿ,
ïðîõîäÿùåãî â øàðå. Òîãäà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå V (q) ≤ V (p) < l . Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, ïî óñëîâèþ V (t, x, s) íà âíåøíåé îáîëî÷êå øàðà B(x∗, r) ⊂ Rn ïðèíèìàåò
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, ðàâíîå l . Òîãäà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî V (q) ≥ l . Ïîëó-
÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü âûøå ñäåëàííîãî óòâåðæäåíèÿ.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.1. Îáðàùàåò âíèìàíèå ôóíêöèÿ V (t, x, s) , ãäå íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ s(t, x) . Åå ââåäåíèå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü óñòîé÷è-
âîñòü äâèæåíèÿ íå äëÿ âñåãî äâèæåíèÿ, à ëèøü íà ïîäïðîñòðàíñòâî, êîîðäèíàòàìè êî-
òîðîãî ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ ðàçðûâà âåêòîðà ôóíêöèè u(t, x) . Åñëè ôóíêöèÿ u(t, x)
- ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, òî òàêèì ïîäïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ îäíî ìíîãîîáðàçèå S(t) .
Èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèè V (t, x, s) äåìîíñòðèðóåòñÿ íèæå â ïðèìåðàõ.
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Êàê âûøå áûëî çàìå÷åíî âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ â δ - îêðåñòíîñòè ìíîãîîá-
ðàçèÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå îñòàåòñÿ îòêðûòîì â ñëó÷àå, êîãäà äâèæåíèå ïðîõîäèò ñòðîãî ïî
ìíîãîîáðàçèþ S(t) . Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå èìååò ñìûñë äëÿ èäåàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ýëå-
ìåíòîâ, îñóùåñòâëÿþùèõ óïðàâëÿåìûé ðåæèì â ðåàëüíîé ñèñòåìå. Íà ïðàêòèêå æå âåêòîð
ñîñòîÿíèÿ ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ â öèëèíäðå, îáðàçîâàííîãî çàìûêàíèåì δ � îêðåñòíîñòè.

Åñëè, ÷òî äâèæåíèÿ ìîãóò ïðîõîäèòü ñòðîãî ïî ìíîãîîáðàçèþ S(t) , òî ñòàíîâèòñÿ
î÷åâèäíûì, ÷òî íà ôóíêöèþ óïðàâëåíèÿ u(t, x) ñëåäóåò íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíûå óñëî-
âèÿ. ×àùå âñåãî (íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [3],[5] è äð.) çíà÷åíèÿ u(t, x) ¾çàæèìàþò¿ ìåæäó
åå ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü óïðàâëåíèå ïðè íåîãðàíè÷åííîì
ïðèáëèæåíèè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ èç îáëàñòåé îäíîçíà÷íîñòè ê ìíîãîîáðàçèþ S(t) .

Ï ð è ì å ð 3.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, íàõîäÿùóþñÿ ïîä äâóõìåðíûì óïðàâëåíè-
åì

dx1
dt

= −b1Sign(s1), s1 = x1 + x2;
dx2
dt

= 2b2Sign(s2), s2 = 2x1 − 0, 5x2, (3.1)

b1 > 0, b2 > 0, b1 − Const, b2 − Const.sT (x) = (x1, x2).

Ïåðåõîäÿ â ïðîñòðàíñòâî ( (s1, s2) , áóäåì èìåòü

ds1
dt

= −b1Sign(s1) + 2b2Sign(s2),
ds2
dt

= −2b1Sign(s1)− b2Sign(s2). (3.2)

Âûáåðåì ôóíêöèþ V â âèäå V = |s1| + |s2| . Òîãäà â ñèëó ñèñòåìû
V̇ = Sign(s1)(−b1Sign(s1) + 2b2Sign(s2) + Sign(s2)(−2b1Sign(s1) + b2Sign(s2) = −(b1 + b2) < 0.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ b1 è b2 ôóíêöèÿ V̇ â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè
ôóíêöèé s1(x) è s2(x) ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå.

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè è â áëè-
çè ìíîãîîáðàçèé S1(t) è S2(t) . Ïðåæäå çàìåòèì, ÷òî â ïåðâîé ÷åòâåðòè ïëîñêîñòè
(s1, s2) s1 < 0, s2 > 0 , âî âòîðîé ÷åòâåðòè s1 > 0, s2 > 0 , â òðåòüåé s1 > 0, s2 < 0 ,
â ÷åòâåðòîé s1 > 0, s2 > 0 . Òàêèå ñîîòíîøåíèÿ óñòàíàâëèâàþòñÿ ñ ó÷åòîì çíà÷å-
íèé ṡ1 è ṡ2 â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè. Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèÿ b1 > 2b2
òðàåêòîðèè â îáëàñòè s2 > 0 áóäóò ïåðåõîäèòü ÷åðåç ìíîãîîáðàçèå S1(t) èç îáëàñòè
s1 > 0 â îáëàñòü s1 < 0 . Äåéñòâèòåëüíî, ïðè óêàçàííîì ñîîòíîøåíèå èìååò ìåñòî
lim
s→+0

ṡ1 = −b1− 2b2Sign(s2) < 0 â îáëàñòè s1 > 0 , à â îáëàñòè s1 < 0 èìååò ìåñòî íåðà-

âåíñòâî lim
s1→−0

ṡ1 = b1−2b2Sign(s2) < 0 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå ¾ïðîøèâà-

åìîñòè¿ ìíîãîîáðàçèÿ òðàåêòîðèÿìè äâèæåíèÿ. Òàêèì æå îáðàçîì óñòàíàâëèâàþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè b1 è b2 , îáåñïå÷èâàþùèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ¾ïðî-
øèâàíèÿ¿ òðàåêòîðèÿìè ìíîãîîáðàçèÿ S1(t) ïðè ïåðåõîäå èç îáëàñòè s1 > 0 â îáëàñòü
s1 < 0 . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîêàçûâàåòñÿ ¾ïðîøèâàåìîñòü¿ ìíîãîîáðàçèÿ S2(t) ïðè
ïåðåõîäå òðàåêòîðèé èç îáëàñòè s2 > 0 â îáëàñòü s2 < 0 . Ò.å. òðàåêòîðèÿ, âûïóùåí-
íàÿ èç òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ íà îäíîì èç ìíîãîîáðàçèé S1(t) èëè S2(t) , â ñèëó âûïîëíåíèÿ
óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû âîçâðàùàåòñÿ íà ýòî ìíîãîîáðàçèå â òî÷êå, ðàñïîëîæåííîé áîëåå
áëèçêîé ê íà÷àëó êîîðäèíàò, ÷åì ïðåäûäóùàÿ (ñì. ðèñ. 1).
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Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3.1) â îêðåñòíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèé ïåðåêëþ÷åíèÿ

Çàìå÷àíèå. Â ýòîì ïðèìåðå áûëî ïðèíÿòî ñîãëàøåíèå íîðìàëüíîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ
ïðè ïåðåõîäå òðàåêòîðèé èç îäíîé îáëàñòè îäíîçíà÷íîñòè â äðóãóþ. Â äðóãîì ñëó÷àå
äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ñîãëàøåíèå, óêàçàííîå â çàìå÷àíèè ê òåîðåìå 1.
Ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ u(t, x) òèïà ¾ãèñòåðåçèñ¿

Ïóñòü: u(t, x) = u+(t, x) ïðè s(x) > δ ; u(t, x) = u−(t, x) ïðè s(x) < δ , δ > 0 . Â
çîíå íå÷óâñòâèòåëüíîñòè (−δ,+δ) u(t, x) ñîõðàíÿåò òî çíà÷åíèå, êîòîðîå îíà èìåëà íàêà-
íóíå ïðåäûäóùåãî ïåðåêëþ÷åíèÿ. Ôàêòè÷åñêè âî âðåìÿ íåîäíîêðàòíîãî ïåðåõîäà ðåøåíèÿ
x(t : t0, x0) èç îäíîé îáëàñòè îäíîçíà÷íîñòè â äðóãóþ èìååì äåëî ñ äâóìÿ ìíîãîîáðàçèÿìè
S+(t) è S−(t) , íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ u(t, x) ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.3. Äëÿ óðàâíåíèÿ (1.2) èìååò ìåñòî ïðàâàÿ åäèíñòâåí-
íîñòü â îáëàñòèD , åñëè äëÿ ∀(t0, x0) êàæäûå äâà ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
x(t0) = x0 , ñîâïàäàþò íà îòðåçêå t0 ≤ t ≤ t1 , t1 ≤ T â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îíè îáà
ñóùåñòâóþò è ïðîõîäÿò â ýòîé îáëàñòè.

Â îòíîøåíèè óðàâíåíèÿ (1.2) áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíî äîîïðåäåëåíî òåì èëè èíûì
ñïîñîáîì (íàïðèìåð, [3]) íà ìíîãîîáðàçèÿõ S+(t) è S−(t) . Â ðàáîòå [6] óêàçàíû óñëîâèÿ
íà ïðàâóþ ÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1.1) è ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.2),
ïðè êîòîðûõ äëÿ óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò ïðàâàÿ åäèíñòâåííîñòü åãî ðåøåíèÿ.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå R(t, x)− âåêòîð ðàçðûâà íà ìíîãîîáðàçèÿõ S+(t) è S−(t) êàê
ðàçíîñòü ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé f+ è f− ôóíêöèè f(t, x, u) ïðè ïðèáëèæåíèè âåêòîðà
ñîñòîÿíèÿ x∗(t) ê òî÷êå (t, x) ∈ S+ (ëèáî (t, x) ∈ S− ) èç îáëàñòåé îäíîçíà÷íîñòè. Ñôîð-
ìóëèðóåì òåîðåìó.

Ò å î ð å ì à 3.2. Åñëè â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ∈ Sδ èìååò ìåñòî ïðàâàÿ åäèí-
ñòâåííîñòü, à âåêòîð ðàçðûâà R(t0, x0) = f+(t, x) − f−(t, x) ëåæèò â îáëàñòè S− îò
ïîâåðõíîñòè â îáëàñòü s+(x) < 0 , òî ÷åðåç òî÷êó x0 ïðîõîäèò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
èç îáëàñòè s+(x) > 0 â îáëàñòü s−(x) < 0 , ò.å. òðàåêòîðèÿ ÷åðåç òî÷êó x0 ïåðåõîäèò
èç îáëàñòè îäíîçíà÷íîñòè â îáëàñòü, çàêëþ÷åííóþ ìíîãîîáðàçèÿìè S+(t) è S−(t) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü âåêòîð f0(t0, x0) ∈ S+ îïðåäåëåí êàê ýëåìåíò ìíîæå-
ñòâà F (t0, x0, u(t0, x0)) , ïîëó÷åííîãî ïðè äîîïðåäåëåíèè (1.2). Ïîñêîëüêó âåêòîð R(t0, x0)
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ëåæèò â îáëàñòè s−(x) > 0 , òî âåêòîð ôàçîâîé ñêîðîñòè â òî÷êå (t0, x0) áóäåò íàïðàâëåí
â òóæå îáëàñòü. Ñóùåñòâîâàíèå ïðàâîé åäèíñòâåííîñòè îáåñïå÷èâàåò ïðîäîëæèìîñòü ðå-
øåíèé ÷åðåç òî÷êó (t0, x0) èç îáëàñòè s+(x) > 0 â îáëàñòü s+(x) < 0 . ×òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîêàçûâàåòñÿ ïåðåõîä òðàåêòîðèé ÷åðåç ìíîãîîáðàçèå S− èç
îáëàñòè s−(x) < 0 â îáëàñòü s−(x) > 0 . Çäåñü ñëåäóåò ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðîåêöèè f+

N

è f−
N âåêòîðîâ f+(t, x, u) è f−(t, x, u) ëåæàëè â îáëàñòè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé, ò.å.

f+
N > 0 è f−

N > 0 îäíîâðåìåííî, à âåêòîð R(t, x) ïîëíîñòüþ ëåæàë â îáëàñòè îäíîçíà÷íî-
ñòè.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.2. Â ýòîì ïóíêòå ñäåëàíà ïîïûòêà ñìîäåëèðîâàòü ïðîöåññ, â
êîòîðîì âåêòîð ñîñòîÿíèÿ íå âûõîäèò çà ïðåäåëû íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòåé ìíîãîîáðà-
çèé S+(t) è S−(t) , íà êîòîðûõ, êàê çàìå÷åíî âûøå, ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ u(t, x) ïðåòåð-
ïåâàåò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà. Åñëè òàêîé ðåæèì îáåñïå÷åí, òî îí ÿâëÿåòñÿ áëèçêèì ê
èäåàëüíîìó ðåæèìó ñêîëüæåíèÿ ïðè δ → 0 è íàèëó÷øèì îáðàçîì îòâå÷àåò ðåàëüíîìó
ïðîöåññó â ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ.

Òàêîé ïîäõîä çàìåíû èäåàëüíîãî ¾ñêîëüæåíèÿ¿ ïî ìíîãîîáðàçèþ S(t) äâèæåíèÿìè,
áëèçêèìè ê íåìó. Ê òîìó æå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óñðåäíåííóþ êîëè÷åñòâåííóþ õàðàêòå-
ðèñòèêó ïåðåõîäà èç îäíîãî ñîñòîÿíèå â äðóãîå ðåãóëèðóåìîå ñîñòîÿíèå, íàõîäÿùååñÿ íà
ýòîì ìíîãîîáðàçèè ïåðåêëþ÷åíèÿ. Ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå îêàçûâàåòñÿ âàæíûì ïðè ðåøå-
íèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èçîáðàæàþùàÿ òî÷êàx(t) ñîâåðøàåò êîëåáà-
òåëüíîå äâèæåíèå âíóòðè îáëàñòè, çàêëþ÷åííîé ìíîãîîáðàçèÿìè S+(t) è S−(t) , à ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó íèìè ïî íàïðàâëåíèþ íîðìàëè ê íèì ðàâíî 2δ , òî çà ïåðèîä êîëåáàíèÿ
T = ∆t1+∆t2 èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà âäîëü ìíîãîîáðàçèÿ S(t) ïðîéäåò ðàññòîÿíèå, ðàâíîå
çíà÷åíèþ âûðàæåíèÿ f−(t, x)∆t1 + f+(t, x)∆t2 . Çäåñü ∆t1 - âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ èçîáðà-
æàþùåé òî÷êè â êîëåáàòåëüíîì äâèæåíèè îò ïîâåðõíîñòè S−(t) äî ïîâåðõíîñòè S+(t) ,
à ∆t2 - âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè S+(t) äî ïîâåðõíîñòè S+(t) . Êîíå÷íî, òàêóþ
îöåíêó ðàññòîÿíèÿ, à, ñëåäîâàòåëüíî, è îöåíêó âðåìÿ ñëåäóåò ñ÷èòàòü óñðåäíåííûìè (ñì.
ðèñ.2).

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé â çîíå ¾íå÷óâñòâèòåëüíîñòè¿
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Ï ð è ì å ð 3.2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, íàõîäÿùóþñÿ ïîä äâóõìåðíûì óïðàâëåíè-
åì

dx1
dt

= −b1Sign(s1), s1 = x1 + x2;
dx2
dt

= 2b2Sign(s2), s2 = 2x1 − 0, 5x2, ()

b1 > 0 , b2 > 0 , b1 − Const, b2 − Const. Ïåðåõîäÿ â ïðîñòðàíñòâî ( (s1, s2) , áóäåì èìåòü

ds1
dt

= −b1Sign(s1) + 2b2Sign(s2),
ds2
dt

= −2b1Sign(s1)− b2Sign(s2).()

Âûáåðåì ôóíêöèþ V â âèäå V = |s1|+|s2| . Òîãäà V̇ = Sign(s1)(−b1Sign(s1)+2b2Sign(s2)+
Sign(s2)(−2b1Sign(s1) + b2Sign(s2) = −(b1 + b2) < 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííûõ çíà÷å-
íèÿõ b1 è b2 ôóíêöèÿ V̇ â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèé s1(x) è s2(x) .

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè è â áëè-
çè ìíîãîîáðàçèé S1(t) è S2(t) . Ïðåæäå çàìåòèì, ÷òî â ïåðâîé ÷åòâåðòè ïëîñêîñòè
(s1, s2) s1 < 0, s2 > 0 , âî âòîðîé ÷åòâåðòè s1 > 0, s2 > 0 , â òðåòüåé s1 > 0, s2 < 0 ,
â ÷åòâåðòîé s1 > 0, s2 > 0 . Òàêèå ñîîòíîøåíèÿ óñòàíàâëèâàþòñÿ ñ ó÷åòîì çíà÷å-
íèé s1 è s2 â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè. Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèÿ b1 > 2b2
òðàåêòîðèè â îáëàñòè s2 > 0 áóäóò ïåðåõîäèòü ÷åðåç ìíîãîîáðàçèå S1(t) èç îáëàñòè
s1 > 0 â îáëàñòü s1 < 0 . Äåéñòâèòåëüíî, ïðè óêàçàííîì ñîîòíîøåíèå èìååò ìåñòî
lim
s→+0

ṡ1 = −b1 − 2b2Sign(s2) < 0 â îáëàñòè s1 > 0 , à â îáëàñòè s1 < 0 èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî lim
s1→−0

ṡ1 = b1−2b2Sign(s2) < 0 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå ¾ïðî-

øèâàåìîñòè¿. Òàêèì æå îáðàçîì óñòàíàâëèâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè b1
è b2 , îáåñïå÷èâàþùèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ¾ïðîøèâàíèÿ¿ òðàåêòîðèÿìè ìíîãîîáðàçèÿ
S1(t) ïðè ïåðåõîäå èç îáëàñòè s1 > 0 â îáëàñòü s1 < 0 . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîêàçûâà-
åòñÿ ¾ïðîøèâàåìîñòü¿ ìíîãîîáðàçèÿ S2(t) ïðè ïåðåõîäå òðàåêòîðèé èç îáëàñòè s2 > 0
â îáëàñòü s2 < 0 . Ò.å. òðàåêòîðèÿ, âûïóùåííàÿ èç òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ íà îäíîì èç
ìíîãîîáðàçèé S1(t) èëè S2(t) , â ñèëó V̇ < 0 âîçâðàùàåòñÿ íà ýòî ìíîãîîáðàçèå â òî÷êå,
ðàñïîëîæåííîé áîëåå áëèçêî ê íà÷àëó êîîðäèíàò, ÷åì ïðåäûäóùàÿ.

Çàìå÷àíèå. Â ýòîì ïðèìåðå áûëî ïðèíÿòî ñîãëàøåíèå íîðìàëüíîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ
ïðè ïåðåõîäå òðàåêòîðèé èç îäíîé îáëàñòè îäíîçíà÷íîñòè â äðóãóþ. Â äðóãîì ñëó÷àå
äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ñîãëàøåíèå, óêàçàííîå â çàìå÷àíèè ê òåîðåìå 3.1.

Ð è ñ ó í î ê 3.3
Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3.1) â îêðåñòíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèé ïåðåêëþ÷åíèÿ
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Ï ð è ì å ð 3.3. [4] Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

dx1
dt

= Sign(x1),
dx2
dt

= −2Sign(x2),

êîòîðàÿ â ïðîñòðàíñòâå (s1, s2) èìååò âèä ds1
dt

= Sign(s1) ,
ds2
dt

= −2Sign(s2) .
Êàê è â ïðèìåðå 1 ôóíêöèþ V âîçüìåì â âèäå V = |s1| + |s2| . Òîãäà â ñèëó ñèñòåìû

V̇ = Sign(s1) · Sign(s2) + Sign(s2) · (−2Sign(s2) = 1 − 2 = −1 . Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëî
êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì â îòíîøåíèè ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé â îáëàñòÿõ îä-
íîçíà÷íîñòè, à ñëåäîâàòåëüíî, è â δ - îáëàñòÿõ ìíîãîîáðàçèé S1(t) è S2(t) . Îäíàêî èç
îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ S1(t) èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà óäàëÿåòñÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò,
à â îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèè S2(t) ïðèáëèæàåòñÿ ê íåìó.

Äîîïðåäåëÿÿ ñèñòåìó ìåòîäîì ýêâèâàëåíòíîãî óïðàâëåíèÿ [4], âèäèì, ÷òî òî÷êè
ìíîãîîáðàçèÿ S2(t) ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè, à òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ S1(t) íåóñòîé÷è-
âûìè îòíîñèòåëüíî íà÷àëó êîîðäèíàò. Â äîñòàòî÷íî ìàëîé åãî îêðåñòíîñòè èìååò
ìåñòî: ṡ1 > 0 â îáëàñòè s1 > 0 è ṡ1 < 0 â îáëàñòè s1 < 0 (ñì. ðèñ. 3.4 ).

Òàêèì îáðàçîì, íà ïðèâåäåííûõ ïðèìåðàõ ìû ïîêàçàëè, ÷òî óñòîé÷èâîñòü äâèæå-
íèÿ â δ - îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèé S1(t) è S2(t) åùå íå ãàðàíòèðóåò óñòîé÷èâîñòü â
öåëîì. Îêàçûâàåòñÿ, íåîáõîäèìî íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà óïðàâëÿþùóþ
ôóíêöèþ u(t, x) â îáëàñòÿõ òî÷åê ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå ãàðàíòèðîâàëè áû óñòîé÷è-
âîñòü íà÷àëà êîîðäèíàò. Òàêèå óñëîâèÿ ñôîðìóëèðîâàíû äëÿ ñïåöèàëüíîé ñèñòåìû â [3].

Ð è ñ ó í î ê 3.4

Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé â ñèñòåìå (3.1)
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About stability of decisions of systems with variable

structure in areas of ambiguity of function of management

c⃝ V.I. Safonkin2

Abstract. In this article the behavior of system with variable structure at which the condition
vector from unambiguity areas gets to some moment in δ - vicinities of variety of a rupture of the
right part of system is studied and certain time remains in this vicinity. It appears such behavior
at values it is possible to model the modes close to an ideal δ → 0 mode of sliding which actually,
as we know, doesn't exist in real systems.
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