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Ïðîåêöèîííûå îáîáù¼ííûå äâóõøàãîâûå

ýêñòðàãðàäèåíòíûå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ ðàâíîâåñíûõ

çàäà÷

c⃝ Â.Ã. Ìàëèíîâ 1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ è èññëåäóþòñÿ ïðîåêöèîííûå îáîáù¼ííûå äâóõøàãîâûå
ýêñòðàãðàäèåíòíûå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàâíîâåñíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîãäà ñåä-
ëîâûå òî÷êè âû÷èñëÿþòñÿ äëÿ âûïóêëî âîãíóòîé íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ñ
ëèïøèöåâûìè ãðàäèåíòàìè íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ïîäìíîæåñòâå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.
Ñðåäñòâàìè âûïóêëîãî àíàëèçà äîêàçàíà ñõîäèìîñòü è ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìî-
ñòè, äëÿ äâóõ ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ, áåç ïðåäïîëîæåíèé î ñèëüíîé âûïóêëî âîãíóòîñòè
ôóíêöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âûïóêëî âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíîâåñíàÿ çàäà÷à, ïðîåêöèîííûé îáîá-
ù¼ííûé äâóõøàãîâûé ýêñòðàãðàäèåíòíûé ìåòîä.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå Q×U ⊂ En×Em áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó îá
îòûñêàíèè ñåäëîâîé òî÷êè âûïóêëî-âîãíóòîé ôóíêöèè φ(x,u) , âûïóêëîé ïî x ∈ Q ⊂ En

è âîãíóòîé ïî u ∈ U ⊂ Em , òî åñòü îá îòûñêàíèè òî÷êè (x∗,u∗) ∈ Q× U ,

φ(x∗,u) ≤ φ(x∗,u∗) ≤ φ(x,u∗) ∀ x ∈ Q,u ∈ U, (1.1)

ãäå ïðåäïîëàãàåì: à) ìíîæåñòâà Q ⊂ En è U ⊂ Em íåïóñòûå âûïóêëûå çàìêíóòûå; á)
ôóíêöèÿ φ(x,u) ñ îâðàæíûìè ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè óðîâíåé îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè
ïîäìíîæåñòâà W ⊂ Q × U ⊂ En+m , äëÿ âñåõ ôèêñèðîâàííûõ u ∈ U ôóíêöèÿ g(x) =
φ(x,u) âûïóêëà íà Q ⊂ En , à äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî x ∈ Q ôóíêöèÿ h(u) =
φ(x,u) âîãíóòà íà U ⊂ Em ; â) ìíîæåñòâî W∗ = Q∗×U∗ ñåäëîâûõ òî÷åê (x∗,u∗) ôóíêöèè
φ(x,u) íà W ⊂ En+m íåïóñòîå; ã) ÷àñòíûå ãðàäèåíòû ôóíêöèè φ(x,u) Ëèïøèöåâû íà
Q× U ,

∥∇φx(x,u)−∇φx(x
0,u0)∥ ≤ L (∥x− x0∥2 + ∥u− u0∥2)1/2 ,

∥∇φu(x,u)−∇φu(x
0,u0)∥ ≤ L0 (∥x− x0∥2 + ∥u− u0∥2)1/2 ,

(1.2)

ãäå L > 0, L0 > 0 � êîíñòàíòû Ëèïøèöà (ñì. [1] � [4]). Â òåðìèíàõ îïåðàòîðà ïðîåêòèðî-
âàíèÿ ñåäëîâàÿ òî÷êà (x∗,u∗) ∈ W∗ ⊂ Q∗ × U∗ çàäà÷è (1.1) õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàâåíñòâàìè
[3]

x∗ = PQ [x∗ − τ∇φx(x
∗,u∗)] , u∗ = PU [u∗ + τ∇φu(x

∗,u∗)] , τ > 0, (1.3)

ãäå PQ è PU - îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ x ∈ Q è u ∈ U íà
ìíîæåñòâà Q è U .

2. Êðàòêàÿ ïðåäûñòîðèÿ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è

1 Äîöåíò êàôåäðû ÝÌÌèÈÒ, Óëüÿíîâñêèé ãîñóíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê; vgmalinov@mail.ru.
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Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ñâÿçàíà ñ ðåøåíèåì ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, òåîðèè èãð, ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè.
Â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ìíîãèõ ïðÿìûõ è äâîéñòâåííûõ
çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê îòûñêàíèþ ñåäëîâûõ
òî÷åê ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé Ëàãðàíæà èëè èõ ìîäèôèêàöèé. Íàïðèìåð, çàäà÷à âû-
ïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÇÂÏ)

f(x) −→ inf, x ∈ G ⊂ En, G = {x ∈ En : gi(x) ≤ 0, i ∈ [1 : m]}

ïðèâîäèò ê ýêâèâàëåíòíîé (1.1) çàäà÷å îòûñêàíèÿ ñåäëîâîé òî÷êè ôóíêöèè Ëàãðàíæà [1]
� [5]

φ(x,u) = L(x,u) = f(x) + (u, g(x)), x ∈ G ⊂ En, u ∈ Em. (2.1)

Ðåøåíèþ çàäà÷è (1.1) ïîñâÿù¼í ðÿä ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [1] � [8]). Ìîæíî âûäå-
ëèòü òðè íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé: 1) çàìåíà ñåäëîâîé ôóíêöèè ìîäèôèöèðîâàííîé, ñ
òåìè æå ñåäëîâûìè òî÷êàìè, íî óæå èìåþùåé íîâûå ñâîéñòâà, ïîçâîëÿþùèå îáîñíîâàòü
ñõîäèìîñòü ìåòîäà [3], [4]; 2) ðàçðàáîòêà äðóãèõ ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
âèäà (1.1) [2], [5]; 3) ðàáîòû, îáúåäèíÿþùèå îáà óêàçàííûõ ïîäõîäà.

Ïðåäëàãàåìàÿ ðàáîòà îòíîñèòñÿ êî âòîðîìó íàïðàâëåíèþ èññëåäîâàíèé è àêòóàëüíà ñ
ó÷¼òîì ìàëî÷èñëåííîñòè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñåäëîâûõ çàäà÷.

Êðàòêî î íåêîòîðûõ èòåðàòèâíûõ ìåòîäàõ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Îäèí èç íèõ � ìåòîä
ïðîåêöèè ãðàäèåíòà (ÌÏÃ) Ýððîó-Ãóðâèöà

xk+1 = PQ

[
xk − τ∇φx(x

k,uk)
]
, uk+1 = PU

[
uk + τ∇φu(x

k,uk)
]
, τ > 0, k ≥ 0

ãäå PQ è PU � îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ íà ìíîæåñòâà Q
è U . Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè f(x) −→ inf, x ∈ Q ⊂ En, íà ïðîñòîì
ìíîæåñòâå Q ÌÏÃ ñõîäèòñÿ, à äëÿ çàäà÷ î òî÷êàõ ðàâíîâåñèÿ ñõîäèìîñòü ÌÏÃ äîêàçàíà
ëèøü ïðè âåñüìà îãðàíè÷èòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñèëüíîé âûïóêëî âîãíóòîñòè, ÷òî íå
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìíîãèõ íóæíûõ êëàññîâ çàäà÷. Íàïðèìåð, ôóíêöèé Ëàãðàíæà çàäà÷
ìèíèìèçàöèè ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, äðóãèõ ñåäëîâûõ çàäà÷ [1]� [8].

Ìåòîä îòûñêàíèÿ ñåäëîâîé òî÷êè äëÿ âîãíóòî-âûïóêëîé ôóíêöèè f(x,u) , íàçâàííûé
àâòîðîì "ýêñòðàãðàäèåíòíûì"(ÝÃÌ), áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå [2]:

vk = PQ

[
xk + γ∇fx(xk,uk)

]
, zk = PU

[
uk − γ∇fu(xk,uk)

]
,

xk+1 = PQ

[
xk + γ∇fv(vk, zk)

]
, uk+1 = PU

[
uk − γ∇fz(vk, zk)

]
, γ > 0, k ≥ 0.

ÝÃÌ ñõîäèòñÿ ïðè ïî÷òè òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî è ÌÏÃ, â í¼ì ïðîâîäèòñÿ ïî äâà
ãðàäèåíòíûõ øàãà ïî îáîèì ïåðåìåííûì. Íà ïåðâîì ýòàïå âû÷èñëÿåòñÿ ýêñòðàïîëèðîâàí-
íàÿ òî÷êà

(
vk, zk

)
(øàã ÌÏÃ), à íà âòîðîì ïîëó÷àåòñÿ òðåáóåìàÿ òî÷êà

(
xk+1,uk+1

)
;

êàæäàÿ èòåðàöèÿ òðåáóåò ÷åòûðå âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà.
Â [6] ïðåäëîæåíû äâå ìîäèôèêàöèè ÝÃÌ ðåøåíèÿ ñåäëîâîé çàäà÷è äëÿ âîãíóòî âûïóê-

ëîé ôóíêöèè f(x,u) , îáëàäàþùèå ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè äëÿ êâàäðàòè÷íîé èëè
ëèíåéíîé ÇÂÏ, ýêâèâàëåíòíîé ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè (2.1). Îíè òðåáóþò ñîîòâåòñòâåííî
äâà è òðè âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà íà êàæäóþ èòåðàöèþ. Ëó÷øèé èç íèõ

zk = PU

[
uk − γ∇fu(xk,uk)

]
, xk+1 = PQ

[
xk + τ∇fx(xk, zk)

]
,

uk+1 = uk + τ(zk − uk)/γ, 0 < τ < γ, k ≥ 0.

Ìåòîä èìååò ïðåèìóùåñòâà ïåðåä ÌÏÃ, à òàêæå ïåðåä ÝÃÌ èç ðàáîòû [2]. Äëÿ êâàäðà-
òè÷íûõ çàäà÷ ïîëó÷åíà îöåíêà ρ2(xk+1,uk+1) ≤ (1 −mc)ρ2(xk,uk) ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè,
ãäå ρ2(xk,uk) = ∥xk − x∗∥2 + ∥uk − u∗∥2 , êîíñòàíòû c > 0 , m > 0 , 0 < 1−mc < 1 .
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Â ðàáîòå [7] äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) ïðåäëîæåíû è îáîñíîâàíû, íàðÿäó ñ äðóãèìè (â
òîì ÷èñëå è íåïðåðûâíûìè), èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

vk = P+

[
uk + α∇φu(x

k,uk)
]
, xk+1 = PQ

[
xk − α∇φx(x

k,vk)
]
,

uk+1 = P+

[
uk + α∇φu(x

k+1,vk)
]
, k ≥ 0

è íåÿâíûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

xk+1 = PQ

[
xk − α∇φx(x

k,uk+1)
]
, uk+1 = P+

[
uk + α∇φu(x

k+1,uk+1)
]
, k ≥ 0,

ãäå P+ � îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîëîæèòåëüíûé îðòàíò Em
+ . Äîêàçàíà ñõîäèìîñòü

ìåòîäîâ ê ñåäëîâîé òî÷êå çàäà÷è (1.1), áåç îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.
Ðàññìàòðèâàåìûå ìåòîäû ïîëó÷èëè äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â ðàáîòå [8] è äðóãèõ, ãäå

çàäà÷è âèäà (1.1) è ìíîãîîáðàçèå äðóãèõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ è ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ îáîá-
ùåíû ê çàäà÷àì è ìåòîäàì âû÷èñëåíèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ýêñòðåìàëüíûõ îòîáðàæåíèé.

Öåëüþ íàøåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âèäà (1.1) ìåòîäîâ, ïî
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè íå óñòóïàþùèõ ïîñòðîåííûì íà îñíîâå ÌÏÃ, è äëÿ ñëó÷àÿ òàêîé
çàäà÷è, ÷òî ãèïåðïîâåðõíîñòè óðîâíåé ôóíêöèè φ(x,u) èìåþò îâðàæíûé õàðàêòåð. Òî-
ãäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è áóäóò ïðåäïî÷òèòåëüíû, íàïðèìåð, ìíîãîøàãîâûå ïðîåêöèîííûå
ìåòîäû, ïðèñïîñîáëåííûå äëÿ ìèíèìèçàöèè òàêèõ ôóíêöèé.

3. Ïðåäëàãàåìûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è è âñïîìîãàòåëüíûå
íåðàâåíñòâà

Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó (1.1) â ñëó÷àå îâðàæíîñòè ïî ïåðåìåííîé x ∈ En ñ ïîìîùüþ
ñëåäóþùåãî ïðîåêöèîííîãî îáîáùåííîãî äâóõøàãîâîãî ìåòîäà:

zk = PQ

[
xk + αky

k
]
, xk+1 = PQ

[
zk + βk

(
γ1ky

k − γ2k∇φx(z
k,uk)

)]
,

uk+1 = PU

[
uk + λk∇φu(x

k+1,uk)
]
, k ≥ 0,

(3.1)

ãäå ∀ (x0,u0) ∈ En × Em íà÷àëüíàÿ òî÷êà; yk = xk − xk−1 ; ïàðàìåòðû αk > 0 , βk > 0 ,
λk > 0 , γ1k > 0 , γ2k > 0 ; x−1 = x0 . Ìåòîä (3.1) ïîñòðîåí íà îñíîâå ïðîåêöèîííîãî
îáîáù¼ííîãî äâóõøàãîâîãî äâóõýòàïíîãî ÷åòûð¼õïàðàìåòðè÷åñêîãî ìåòîäà (ÏÎÄÌ×) èç
ðàáîòû [9]. Â ñëó÷àå îâðàæíîñòè ãèïåðïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ ôóíêöèè φ(x,u) ïî îáîèì
ïåðåìåííûì x ∈ Q ⊂ En è u ∈ U ⊂ Em äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) ïðåäïî÷òèòåëåí
ñëåäóþùèé ìåòîä, òàêæå ïîñòðîåííûé íà îñíîâå ÏÎÄÌ× èç ðàáîòû [9]:

zk = PQ

[
xk + αky

k
]
, xk+1 = PQ

[
zk + βk

(
γ1ky

k − γ2k∇φx(z
k,uk)

)]
,

wk = PU

[
uk + αkv

k
]
, uk+1 = PU

[
wk + λk

(
γ1kv

k + γ2k∇φu(x
k+1,wk)

)]
,

(3.2)

ãäå k ≥ 0 ; ∀ (x0,u0) ∈ En × Em � íà÷àëüíàÿ òî÷êà; yk = xk − xk−1 ; vk = uk − uk−1 ;
ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû ìåòîäà αk , βk , λk , γ1k , γ2k ; x

−1 = x0 , u−1 = u0 . Â (3.2) âñå
äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ èç (3.1).

Ïðèìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî âåçäå äàëåå â ýòîé ðàáîòå äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíî
∇φx � ÷àñòíûé ãðàäèåíò ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó, à ∇φu � ïî âòîðîìó. Äèôôåðåíöèðîâàíèå
ïðîèçâîäèòñÿ â òî÷êàõ, óêàçàííûõ â àðãóìåíòàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé.

3.2. Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà, äîïîëíÿþùèå íåîáõîäèìûé äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè è
îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòðóìåíòàðèé.
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Ë å ì ì à 1. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En èìååò ìåñòî äâîéíîå íåðàâåíñòâî

(1− ε)∥u− v∥2 + (1− ε−1)∥v −w∥2 ≤ ∥u−w∥2 ≤
≤ (1 + ε)∥u− v∥2 + (1 + ε−1)∥v −w∥2, u,v,w ∈ En.

(3.3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ðàâåíñòâîì

∥u−w∥2 = ∥u− v∥2 + 2(u− v,v −w) + ∥v −w∥2, ∀u,v,w ∈ En, (3.4)

çàïèøåì åãî â ôîðìå

∥u−w∥2 = ∥u− v∥2 − 2(u− v,w − v) + ∥v −w∥2, (3.5)

è âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3.5) îöåíèì ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà

2|(u− v,w − v)| ≤ ε∥u− v∥2 + ε−1∥w − v∥2, ε > 0, (3.6)

ñëåäóþùåãî èç èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà 2|ab| ≤ εa2 + ε−1b2, ∀ a, b, ε > 0 .
Òîãäà èç (3.6) ïîëó÷èì ∥u − w∥2 ≥ (1 − ε)∥u − v∥2 + (1 − ε−1)∥v − w∥2 . Ëåâîå íåðà-

âåíñòâî (3.3) äîêàçàíî. Ïîëüçóÿñü (3.6) â ðàâåíñòâå (3.4), ïîëó÷èì ïðàâóþ ÷àñòü (3.3),
ñîâïàäàþùóþ ñ èçâåñòíûì íåðàâåíñòâîì.

Ëåììà 1 äîêàçàíà.
Îòìåòèì, ÷òî ïðàâîå íåðàâåíñòâî (3.3) èçâåñòíîå, çäåñü îíî äëÿ åäèíîîáðàçèÿ âûâåäåíî

â ïðîñòðàíñòâå En , à ëåâîå íåðàâåíñòâî (3.3) ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì îáúåäèíåíèÿ ïðèìå-
íÿâøèõñÿ ðàíåå ïðè îáîñíîâàíèè ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè ðàçðîçíåííûõ ïðîöåäóð ïîëó÷åíèÿ
íèæíåé îöåíêè êâàäðàòà íîðìû ðàçíîñòè âåêòîðîâ â En .

3.3. Ë å ì ì à 2. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En äëÿ ëþáîé òðîéêè òî÷åê u,v,x ∈
En èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∥u− v∥2 ≥ (ε− 1)∥u− x∥2 − (1− ε−1)∥v − x∥2, (3.7)

ãäå 0 < ε1 < ε < ε2 , ε1,2 =
[
s∓ (s2 − 4l2l3)

1/2
]
/(2l2) , l1 = ∥u − v∥2 , l2 = ∥u − x∥2 ,

l3 = ∥v − x∥2 , s = l1 + l2 + l3 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó En ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé

ρ(u,v) = ∥u− v∥ ∀u,v ∈ En , â í¼ì èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ([12], ñ. 31)

|ρ(u,x)− ρ(v,y)| ≤ ρ(u,v) + ρ(x,y)∀u,v,x,y ∈ En. (3.8)

Îòñþäà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû äëÿ ìåòðèêè ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî ∥u − x∥ − ∥v − x∥ ≤
∥u− v∥+ ∥x− x∥ . Âîçâåä¼ì åãî â êâàäðàò è âîñïîëüçóåìñÿ ïîä çíàêîì ìîäóëÿ ôîðìóëîé
äëÿ êâàäðàòà ðàçíîñòè, ∥u − x∥2 − 2∥u − x∥∥v − x∥ + ∥v − x∥2 ≤ ∥u − v∥2 è óäâîåííîå
ïðîèçâåäåíèå ïîä çíàêîì ìîäóëÿ îöåíèì ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà (3.6), òîãäà
∥u− x∥2 − ε∥u− x∥2 − ε∥v − x∥2 + ∥v − x∥2 ≤ ∥u− v∥2 .

Ïðåäñòàâèì àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó â ôîðìå äâîéíîãî íåðàâåíñòâà

∥u− v∥2 ≤ (1− ε)∥u− x∥2 + (1− ε−1)∥v − x∥2 ≤ ∥u− v∥2. (3.9)

Âîçüì¼ì ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà è, óìíîæèâ íà −1 , ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó (3.7).
Ðåøàÿ íåðàâåíñòâî (3.7) îòíîñèòåëüíî ε > 0 ïðè äàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ, ïîëó÷àåì äëÿ
ýòîãî ÷èñëà èíòåðâàë âîçìîæíûõ â (3.7) çíà÷åíèé. Çàìåòèì, ÷òî ïðàâîå íåðàâåíñòâî â
(3.9) ïðè u = u, x = v, v = w ñîâïàäàåò ñ ëåâûì íåðàâåíñòâîì (3.3).
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Ëåììà 2 äîêàçàíà.
3.4. Ïðèìå÷àíèå 2. Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû ÷èñëà ε â (3.7) çàâèñÿò îò ñîîòíîøå-

íèÿ äëèí ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè v, u, x (íàïðèìåð, ýòî xk,xk+1,x∗ ; ñëó÷àé
èõ ðàñïîëîæåíèÿ íà îäíîé ïðÿìîé íå èñêëþ÷àåòñÿ; â äàííîé ðàáîòå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà òî÷åê v, u, x ñîîòâåòñòâóþò ïîðÿäêó âû÷èñëåíèÿ òî÷åê ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè

{
xk
}
ìåòîäà).

Çàäàäèì äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõ îáåñïå÷èâàþòñÿ êîíêðåòíûå çíà-
÷åíèÿ ε , èñïîëüçóåìûå â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì. Íàïðèìåð, íå îáðåìåíèòåëüíû óñëîâèÿ:
à) ∥u − x∥ ≤ ∥u − v∥ ≤ ∥v − x∥ , åãî àíàëîã ïðè v = xk , u = xk+1 , x = x∗ çàïèøåòñÿ â
âèäå

∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥xk+1 − xk∥ ≤ ∥xk − x∗∥; (3.10)

á) íåðàâåíñòâà 2∥u− x∥ ≤ ∥u− v∥ ≤ ∥v − x∥ , èõ àíàëîã
2∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥xk+1 − xk∥ ≤ ∥xk − x∗∥ ;
â) íåðàâåíñòâà (11/5)∥u− x∥ ≤ ∥u− v∥ ≤ ∥v − x∥ , èõ àíàëîã
(11/5)∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥xk+1 − xk∥ ≤ ∥xk − x∗∥ ;
ã) íåðàâåíñòâà 3∥u− x∥ ≤ ∥u− v∥ ≤ ∥v − x∥ , ... .
Â ñëó÷àå à) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàíèö ε ðåøàåì ñëåäóþùåå èç (3.7) íåðàâåíñòâî

l2ε
2 − sε+ l3 ≤ 0, (3.11)

ïîëàãàÿ l1 = l2 = l3 . Ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ ε1,2 = (3∓51/2)/2 , òî åñòü îêðóãë¼ííî ìîæíî ïðè-
íÿòü çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà 0.39 ≤ ε ≤ 2.61 . Â ñëó÷àå á) ðåøàåì íåðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íîå
(3.11), ïîëîæèâ 4l2 = l1 = l3 ; ïîëó÷àåì ãðàíèöû ε1,2 = (9∓651/2)/2 ; òîãäà ïðèáëèæ¼ííûé
èíòåðâàë âîçìîæíûõ çíà÷åíèé 0.47 ≤ ε ≤ 8.5 . Â ñëó÷àå â) ðåøàåì íåðàâåíñòâî, àíàëî-
ãè÷íîå (3.11), ïîëîæèâ (121/25)l2 = l1 = l3 ; ïîëó÷àåì ãðàíèöû ε1,2 = (267∓ 601891/2)/50 ;
òîãäà ïðèáëèæ¼ííûé èíòåðâàë âîçìîæíûõ çíà÷åíèé 0.48 ≤ ε ≤ 10 , äîñòàòî÷åí äëÿ ïðè-
ìåíåíèÿ (3.7) â äàííîé ðàáîòå. Â ñëó÷àå ã) ðåøàåì íåðàâåíñòâî, ïîëó÷åííîå èç (3.11) ïðè
9l2 = l1 = l3 ; ïîëó÷àåì ãðàíèöû ε1,2 = (19 ∓ 3251/2)/2 ; òîãäà èñêîìûé ïðèáëèæ¼ííûé
èíòåðâàë 0.5 ≤ ε ≤ 18.5 .

Î íåðàâåíñòâå (3.7). Îíî ÿâëÿåòñÿ íîâûì â îáîñíîâàíèè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëü-
íûõ çàäà÷ è âûâåäåíî äëÿ îáîñíîâàíèÿ ìåòîäîâ êëàññà ÏÎÄÌ, ñëóæèò õîðîøèì ìàòå-
ìàòè÷åñêèì èíñòðóìåíòîì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè è îöåíêå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè. Ïîÿâëåíèå äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íåðàâåíñòâ ïðè åãî ïðè-
ìåíåíèè çäåñü íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáðåìåíèòåëüíûì. Íåðàâåíñòâî (3.7) ïîëó÷åíî íà îñíîâå
èçâåñòíîãî èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà íåðàâåíñòâà ÷åòûð¼õóãîëüíèêà äëÿ ìåòðèêè. Åãî
÷àñòíûé ñëó÷àé èçâåñòåí êàê âòîðîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ ìåòðèêè ([13], ñ. 27)
|ρ(x, z)− ρ(y, z)| ≤ ρ(x,y) ∀x,y, z ∈ X â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) .

Äàëåå äîêàæåì ñõîäèìîñòü è ïîëó÷èì îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ ìåòîäà (3.1), à
çàòåì � äëÿ ìåòîäà (3.2).

4. Îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà (3.1)

Î ñõîäèìîñòè ìåòîäà (3.1) ñ ïàðàìåòðàìè êîíñòàíòàìè èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ à) - ã) èç ï.1, ïàðàìåòðû ìåòîäà (3.1)

òàêîâû, ÷òî

0 < α < 1/5 = α0, 0 < γ1 < γ01 , 0 < γ2 < 4(3− 5α)γ1/(15Lα),
0 < λ < 1/L0, 0 < β < (α− 5α2)/(2γ1 − 4Lα2γ2).

(4.1)
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Òîãäà
{
xk,uk

}
−→ (x∗,u∗), k → ∞ , òî åñòü íàéä¼òñÿ ñåäëîâàÿ òî÷êà (x∗,u∗) ∈

Q∗×U∗ òàêàÿ, ÷òî ïðîöåññ (3.1), (4.1) ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà En×Em ê íåé ñõîäèòñÿ,
òî åñòü

{
xk
}
→ x∗ ∈ Q∗ ,

{
uk
}
→ u∗ ∈ U∗ ïðè k → ∞ äëÿ âñåõ (x0,u0) ∈ En+m .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñëåäóÿ ìåòîäèêå îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè èç ðàáîò [3], [5],
[7], ïðåäñòàâèì óðàâíåíèÿ èç (3.1) â âèäå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ:(

zk − xk − αyk,v − zk
)
≥ 0, (4.2)(

xk+1 − zk − βγ1y
k + βγ2∇φx(z

k,uk),v − xk+1
)
≥ 0, (4.3)(

uk+1 − uk − λ∇φu(x
k+1,uk),u− uk+1

)
≥ 0. (4.4)

Ñíà÷àëà ïðåîáðàçóåì (4.2) è (4.3), ïîëîæèâ â (4.2) v = xk , â (4.3) v = x∗ , ïîëüçóÿñü
íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è íåðàñøèðÿþùèì ñâîéñòâîì îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâà-
íèÿ ([10], ñ. 190). Èç (4.2) èìååì:

(
zk − xk − αyk,xk − zk

)
≥ 0 , èëè

∥zk − xk∥2 ≤ α
(
yk, zk − xk

)
≤ α∥yk∥∥zk − xk∥ =

= α∥yk∥∥PQ

(
xk + αyk

)
− PQ(x

k)∥ ≤ α2∥yk∥2. (4.5)

Èç (4.3) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî(
xk+1 − zk,x∗ − xk+1

)
− βγ1

(
yk,x∗ − xk+1

)
+

+βγ2
(
∇φx(z

k,uk),x∗ − xk+1
)
≥ 0,

(4.6)

è ïåðâîå ñëàãàåìîå â í¼ì âûðàçèì ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîãî ðàâåíñòâà (3.4),(
x∗ − xk+1,xk+1 − zk

)
=
(
∥x∗ − zk∥2 − ∥x∗ − xk+1∥2 − ∥xk+1 − zk∥2

/
2.

Ïîäñòàâèì ýòó îöåíêó â (4.6) è çàïèøåì ïîëó÷åííîå ïîñëå ýòîãî íåðàâåíñòâî â ôîðìå

∥xk+1 − x∗∥2 + ∥xk+1 − zk∥2 − ∥zk − x∗∥2−
−2βγ1

(
yk,xk+1 − x∗) ≤ 2βγ2

(
∇φx(z

k,uk),x∗ − xk+1
)
, k ≥ 0.

(4.7)

Çäåñü ñíà÷àëà ïðåîáðàçóåì òðåòüå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè ñ ïîìîùüþ íåðàñøèðÿþùåãî
ñâîéñòâà îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ ([10], ñ. 190),

∥zk − x∗∥2 = ∥PQ

(
xk + αyk

)
− PQ(x

∗)∥2 ≤ ∥xk + αyk − x∗∥2 =
= ∥xk − x∗∥2 + 2α

(
xk − x∗,yk

)
+ α2∥yk∥2,

ãäå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ (3.4),

2
(
xk − x∗,yk

)
= ∥xk − x∗∥2 + ∥yk∥2 − ∥xk−1 − x∗∥2.

Òîãäà ïîëó÷èì îöåíêó

∥zk − x∗∥2 ≤ (1 + α)∥xk − x∗∥2 + (α2 + α)∥yk∥2 − α∥xk−1 − x∗∥2 (4.8)

è, ñ ó÷¼òîì (4.8), íåðàâåíñòâî (4.7) çàïèøåòñÿ

∥xk+1 − x∗∥2 + ∥xk+1 − zk∥2−
−(1 + α)∥xk − x∗∥2 − (α2 + α)∥yk∥2 + α∥xk−1 − x∗∥2−

−2βγ1
(
yk,xk+1 − x∗) ≤ 2βγ2

(
∇φx(z

k,uk),x∗ − xk+1
)
, k ≥ 0.

(4.9)

Äàëåå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (4.9) ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû(
∇φx(z

k,uk),x∗ − zk
)
+
(
∇φx(z

k,uk), zk − xk+1
)
è äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî âîñïîëüçóåìñÿ

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2012. Ò. 14, � 2



Ïðîåêöèîííûå îáîáù¼ííûå äâóõøàãîâûå ýêñòðàãðàäèåíòíûå ìåòîäû äëÿ . . . 93

êðèòåðèåì âûïóêëîñòè ([10], ñ. 164) (f(v),u−v) ≤ f(u)−f(v) ∀u,v ∈ Q ââèäó âûïóêëî-
ñòè ôóíêöèè φ(x,u) ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé, à äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî � íåðàâåíñòâîì äëÿ
ôóíêöèè f(x) ∈ C1,1(Q) ([11], ñ. 164): (f(v),v−u) ≤ f(v)−f(u)+L∥v−u∥2/2 ∀u,v ∈ Q .
Òîãäà, ñ ó÷¼òîì ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà φ(x∗,uk) ≤ φ(xk+1,uk) ââèäó (1.1), òî åñòü
âûïóêëîñòè ôóíêöèè φ(x,u) ïî ïåðåìåííîé x ∈ En , äëÿ ñóììû èìååì(

∇φx(z
k,uk),x∗ − zk

)
+
(
∇φx(z

k,uk), zk − xk+1
)
≤

≤ φ(x∗,uk)− φ(zk,uk) + φ(zk,uk)− φ(xk+1,uk) + L∥zk − xk+1∥2/2 ≤
≤ φ(x∗,uk)− φ(xk+1,uk) + L∥zk − xk+1∥2/2 ≤ L∥zk − xk+1∥2/2.

(4.10)

Ó÷èòûâàÿ (4.10), èç (4.9) ïîëó÷èì:

∥xk+1 − x∗∥2 + (1− Lβγ2)∥xk+1 − zk∥2 − 2βγ1
(
yk,xk+1 − x∗)+

+α∥xk−1 − x∗∥2 ≤ (1 + α)∥xk − x∗∥2 + (α2 + α)∥yk∥2, k ≥ 0.
(4.11)

Âòîðîé êâàäðàò íîðìû â ëåâîé ÷àñòè (4.11) ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ îöåíêè

∥xk+1 − zk∥2 ≥ (1− ε)∥xk+1 − xk∥2 + (1− ε−1)∥xk − zk∥2, ε > 0, (4.12)

êîòîðóþ ïîëó÷èì èç ëåâîãî íåðàâåíñòâà (3.3) ïðè u = xk+1 , v = xk , w = zk . Ïîëîæèì
ε = 1/5 â (4.12), à âòîðîé êâàäðàò íîðìû â åãî ïðàâîé ÷àñòè îöåíèì ñ ïîìîùüþ (4.5):

∥xk+1 − zk∥2 ≥ 4∥xk+1 − xk∥2/5 + 4α2∥yk∥2. (4.13)

Ïîäñòàâèâ (4.13) â (4.11), ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

∥xk+1 − x∗∥2 + 4(1− Lβγ2)∥xk+1 − xk∥2/5− 2βγ1
(
yk,xk+1 − x∗)+

+α∥xk−1 − x∗∥2 ≤ (1 + α)∥xk − x∗∥2 + a41∥yk∥2, k ≥ 0,
(4.14)

ãäå a41 = α + 5α2 − 4Lα2βγ2 < 2α− 4Lα2βγ2 , 5α
2 < α ; 1− Lβγ2 > 0 .

Â ëåâîé ÷àñòè (4.14) òðåòüå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû

−2βγ1
(
yk,xk+1 − x∗) = βγ1

[
2(x∗ − xk,yk)− 2(xk+1 − xk,yk)

]
(4.15)

è ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (3.4) è íåðàâåíñòâà (3.6) ïðè ε = 1/3 :

2(x∗ − xk,yk) = ∥xk−1 − x∗∥2 − ∥xk − x∗∥2 − ∥yk∥2,
−2(xk+1 − xk,yk) ≥ −∥xk+1 − xk∥2/3− 3∥yk∥2;

òîãäà
−2βγ1

(
yk,xk+1 − x∗) ≥

≥ βγ1
(
∥xk−1 − x∗∥2 − ∥xk − x∗∥2 − 4∥yk∥2 − ∥xk+1 − xk∥2/3

)
.

(4.16)

Ïîäñòàâèâ (4.16) â (4.14), ïîëó÷èì (çäåñü è äàëåå βki , γki2 , λki � ôóíêöèè îò ïàðàìåòðîâ
ìåòîäà)

∥xk+1 − x∗∥2 + a1∥xk+1 − xk∥2 + a2∥xk−1 − x∗∥2 ≤
≤ a3∥xk − x∗∥2 + a4∥yk∥2, k ≥ 0,

(4.17)

ãäå a1 = 4(1− Lβγ2)/5− βγ1/3 , a2 = α+ βγ1 , a3 = 1 + a2 , a4 = a41 + 4βγ1 = 2α+ 4βγ1 −
4Lα2βγ2 ; a1 > 0 ïðè β < β11 = 12/(5γ1 + 12Lγ2) ; a4 > 2α ïðè γ2 < γ112 = γ1/(Lα

2) .
Òåïåðü ïðåîáðàçóåì (4.4). Ïðè u = u∗ èç íåãî ñëåäóåò íåðàâåíñòâî(

uk+1 − uk,u∗ − uk+1
)
≥ λ

(
∇φu(x

k+1,uk),u∗ − uk+1
)
, k ≥ 0. (4.18)
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Çäåñü ïåðâîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îöåíèì ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (3.4),(
uk+1 − uk,u∗ − uk+1

)
=
(
∥uk − u∗∥2 − ∥u∗ − uk+1∥2 − ∥uk+1 − uk∥2

)
/2, (4.19)

à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (4.18) ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû(
∇φu(x

k+1,uk),u∗ − uk+1
)
=
(
∇φu(x

k+1,uk),u∗ − uk + uk − uk+1
)

(4.20)

è ïåðâîå ñëàãàåìîå îöåíèì ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà äëÿ âîãíóòîé ôóíêöèè ([11], ñ. 36)
(f(u),v − u) ≥ f(v)− f(u) ââèäó âîãíóòîñòè ôóíêöèè φ(x,u) ïî âòîðîìó àðãóìåíòó,(

∇φu(x
k+1,uk),u∗ − uk

)
≥ φ(xk+1,u∗)− φ(xk+1,uk), (4.21)

à âòîðîå ñëàãàåìîå � ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà ([10], ñ. 93) äëÿ ôóíêöèè g(u) ∈ C1,1(U) ,
∥g(v)− g(u)− (∇g(u),v − u)∥ ≤ L∥v − u∥2/2 , òî åñòü

−
(
∇φu(x

k+1,uk),uk+1 − uk
)
≥ φ(xk+1,uk)− φ(xk+1,uk+1)− L0∥uk+1 − uk∥2/2.

Ñ ó÷¼òîì ýòîãî íåðàâåíñòâà è (4.21), à òàêæå φ(xk+1,u∗) − φ(xk+1,uk+1) ≥ 0 ââèäó
âîãíóòîñòè ôóíêöèè ïî âòîðîìó àðãóìåíòó, èç (4.20) èìååì,(

∇φu(x
k+1,uk),u∗ − uk+1

)
≥ φ(xk+1,u∗)−

−φ(xk+1,uk+1)− L0∥uk+1 − uk∥2/2 ≥ −L0∥uk+1 − uk∥2/2. (4.22)

Ïîäñòàâèâ (4.19) è (4.22) â (4.18), ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

∥uk+1 − u∗∥2 + b1∥uk+1,uk∥2 ≤ ∥uk − u∗∥2, k ≥ 0, (4.23)

ãäå b1 = 1− L0λ > 0 ïðè óñëîâèÿõ (4.1).
Ñëîæèâ íåðàâåíñòâî (4.23) äëÿ ïåðåìåííîé u ∈ Em ñ (4.17), ïîëó÷èì

∥xk+1 − x∗∥2 + ∥uk+1 − u∗∥2 + a1∥xk+1 − xk∥2 + b1∥uk+1 − uk∥2+
+a2∥xk−1 − x∗∥2 ≤ a3∥xk − x∗∥2 + ∥uk − u∗∥2 + a4∥yk∥2, k ≥ 0.

(4.24)

Ïðîñóììèðóåì íåðàâåíñòâà (4.24) îò k = 0 äî k = m , m ≥ 1 , òîãäà

∥xm+1 − x∗∥2 + ∥um+1 − u∗∥2 + a1∥xm+1 − xm∥2+
+(a1 − a4)

∑k=m−1
k=0 ∥xk+1 − xk∥2 + b1

∑k=m
k=0 ∥uk+1 − uk∥2 ≤

≤ a2∥xm − x∗∥2 + (1− a2)∥x0 − x∗∥2 + ∥u0 − u∗∥2, m ≥ 1,

ãäå a1 − a4 > 0 ïðè óñëîâèÿõ (4.1). Óïðîñòèì åãî, ïîëüçóÿñü îöåíêîé ïåðâîãî ñëàãàåìîãî
â ïðàâîé ÷àñòè a2∥xm −x∗∥2 ≤ 2a2 (∥xm − xm+1∥2 + ∥xm+1 − x∗∥2) , ñëåäóþùåé èç ïðàâîãî
íåðàâåíñòâà (3.3). Ñ ó÷¼òîì íåðàâåíñòâ a1 − 2a2 > a1 − a4 > 0 , a4 > 2a2 ïðè 0 < α < 1/5 ,
0 < β < (α− α2)/(2γ1 − 4Lα2γ2) < β11 , 0 < γ2 < 4(3− 5α)γ1/(15Lα) < γ112 , çàïèøåì

(1− 2a2)∥xm+1 − x∗∥2 + ∥um+1 − u∗∥2+
+
∑k=m

k=0

[
(a1 − a4)∥xk+1 − xk∥2 + b1∥uk+1,uk∥2

]
≤

≤ (1− a2)∥x0 − x∗∥2 + ∥u0 − u∗∥2.
(4.25)

Ïðè m→ ∞ ñóììà â ëåâîé ÷àñòè (4.25) îãðàíè÷åíà è ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà

k=∞∑
k=0

[
(a1 − a4)∥xk+1 − xk∥2 + b1∥uk+1 − uk∥2

]
.
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ (4.25) èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

∥xk+1 − xk∥ → 0, ∥uk+1 − uk∥ → 0, k → ∞,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
∥xk − x∗∥2 + ∥uk − u∗∥2

}
íåâîçðàñòàþùàÿ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü{

xk;uk
}
îãðàíè÷åíà; (4.25) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

(1− 2a2)∥xm+1 − x∗∥2 + ∥um+1 − u∗∥2 ≤ (1− a2)∥x0 − x∗∥2 + ∥u0 − u∗∥2

è, ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà, ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü{
xki ;uki

}
→ (x∗;u∗) , ki → ∞ òàêàÿ, ÷òî

∥xki − x∗∥+ ∥uki − u∗∥ → 0, ki → ∞,
∥xki − xki+1∥+ ∥uki − uki+1∥ → 0, ki → ∞.

(4.26)

Òîãäà â ïðåäåëå ïðè k → ∞ èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé (3.1) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

x∗ = PQ [x∗ − βγ2∇φx(x
∗,u∗)] , u∗ = PU [u∗ + λ∇φu(x

∗,u∗)] ,

β, γ2, λ > 0 , ýêâèâàëåíòíûå õàðàêòåðèñòèêå (1.3) ñåäëîâîé òî÷êè â òåðìèíàõ îïåðàòîðà
ïðîåêòèðîâàíèÿ; ñëåäîâàòåëüíî, (x∗,u∗) åñòü ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè φ(x,u) , òî åñòü
ðåøåíèå çàäà÷è (1.1).

Ïîëîæèì x∗ = xe, u∗ = ue è âûáåðåì ∀ ε > 0 è íîìåð ki0 = r òàê, ÷òîáû ñ ýòîãî
íîìåðà âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

∥xki − xki−1∥2 ≤ ε/(3a4), ∥xki − xe∥2 ≤ ε/3, ∥uki − ue∥2 ≤ ε/3, (4.27)

è ïðîñóììèðóåì (4.24) ïðè x∗ = xe, u∗ = ue , òåïåðü îò k = m äî k = m + N ïðè
m+N > m > r ; ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

∥xm+N+1 − xe∥2 + ∥um+N+1 − ue∥2 + a1∥xm+N+1 − xm+N∥2 + a2∥xm−1 − xe∥2+
+(a1 − a4)

∑k=m+N−1
k=m ∥xk+1 − xk∥2 + b1

∑k=m+N
k=m ∥uk+1 − uk∥2 ≤

≤ a2∥xm+N − xe∥2 + ∥xm − xe∥2 + a4∥xm − xm−1∥2 + ∥ur − ue∥2.
(4.28)

Çäåñü äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì

a2∥xm+N − xe∥2 ≤ 2a2
(
∥xm+N − xm+N+1∥2 + ∥xm+N+1 − xe∥2

)
. (4.29)

Ïîäñòàâèì (4.29) â (4.28) è, ó÷èòûâàÿ âûêëàäêè ïîñëå (4.25), íåðàâåíñòâà (4.26), (4.27),
èç (4.28) ïîëó÷èì

(1− 2a2)∥xm+N+1 − xe∥2 + ∥um+N+1 − ue∥2 ≤
≤ a4∥xm − xm−1∥2 + ∥xr − xe∥2 + ∥ur − ue∥2 ≤ ε,

÷òî îçíà÷àåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{
xk,uk

}
. Îòñþäà ñëåäóåò ñõîäè-

ìîñòü èç ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{
xk,uk

}
ê ñåäëîâîé òî÷êå

çàäà÷è (1.1), òî åñòü
{
xk,uk

}
→ (xe,ue) = (x∗,u∗) ∈ Q∗ × U∗ , k → ∞ , èáî ïðîñòðàíñòâî

En+m ïîëíîå, íåðàâåíñòâî (4.24) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ñåäëîâîé òî÷êè (x∗,u∗) ∈ Q∗ × U∗ è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
∥xk − x∗∥2 + ∥uk − u∗∥2

}
ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà.

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Ñ ë å ä ñ ò â è å. Ïîñêîëüêó â òåîðåìå 1 äîêàçàíà ìîíîòîííàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè
{
xk,uk

}
, òî èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥xk − x∗∥ ≤ ∥xk−1 − x∗∥ ≤ ...,
∥uk+1 − u∗∥ ≤ ∥uk − u∗∥ ≤ ∥uk−1 − u∗∥ ≤ ...,
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à òàêæå
∥xk−1 − xk∥ ≥ ∥xk − xk+1∥ ≥ ∥xk+1 − xk+2∥ ≥ ...,
∥uk−1 − uk∥ ≥ ∥uk − uk+1∥ ≥ ∥uk+1 − uk+2∥ ≥ ....

Ïðèìå÷àíèå 2. Îòìåòèì, ÷òî: à) â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 íåîïðåäåë¼ííîå çíà÷åíèå γ01
ïàðàìåòðà ìåòîäà ìîæåò áûòü âûáðàíî èç óñëîâèÿ 0 < γ01 < 9α0 ; á) ïðè ðåàëèçàöèè
ìåòîäîâ âûáîð òî÷êè zk è ïàðàìåòðà αk ïðîèçâîäèì ñ ó÷¼òîì (4.1) è íåðàâåíñòâà g(zk) ≤
g(xk−1) , k = 0, 1, 2, ... .

5. Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà (3.1)

Ïîëó÷èì îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà (3.1), (4.1) ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè-
÷åíèè è óñëîâèÿõ íà ïàðàìåòðû ìåòîäà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è, êðîìå òîãî: 1) âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà (3.10á); 2) ïàðàìåòðû ìåòîäà òàêîâû, ÷òî

0 < β < (1− 6α)/(21γ1/2 + Ldγ2), d = 1− 8α2,
5L0λ+ 10α + 10βγ1 < 1 + 4Lβγ2, 0 < γ2 < (25γ1)/(12L).

(5.1)

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
xk,uk

}
ìåòîäà (3.1), (4.1), (5.1) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé

ñåäëîâîé òî÷êå (x∗,u∗) çàäà÷è (1.1) ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè,

ρ(xk,uk) ≤ qkρ(x0,u0), (5.2)

ãäå q = [(12 + 5α + 5βγ1 − 2Lβγ2)/(12.5− 2.5L0λ)]
1/2

, 0 < q < 1 ïðè óñëîâèÿõ (4.1), (5.1).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 ìåòîä ñõîäèòñÿ è

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (4.24). Â (4.24) ñíà÷àëà îöåíèì ïÿòîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè ñ
ïîìîùüþ ëåâîãî íåðàâåíñòâà (3.3), ïîëó÷åííîãî â ëåììå 1. Ïðè ε = 2 ïîëó÷èì îöåíêó

a2∥xk−1 − x∗∥2 ≥ −a2∥yk∥2 + a2∥xk − x∗∥2/2. (5.3)

Äàëåå â (4.24) îöåíèì òðåòüå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (3.7),
ïîëîæèâ u = xk+1, x = x∗, v = xk, ε = 3 . Çàòåì óìíîæèì íà 3a1/8 . Òîãäà ïîëó÷èì

3a1/8∥xk+1 − xk∥2 ≥ 3a1∥xk+1 − x∗∥2/4− a1∥xk − x∗∥2/4. (5.4)

Àíàëîãè÷íî ïðîöåäóðå ïîëó÷åíèÿ (5.4), ïîëîæèì â (3.7) u = uk+1, x = u∗, v = uk, ε =
5/4 è ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî óìíîæèì íà b1 . Òîãäà ïðèä¼ì ê îöåíêå ÷åòâ¼ðòîãî ñëàãàå-
ìîãî â ëåâîé ÷àñòè (4.24),

b1∥uk+1 − uk∥2 ≥ b1∥uk+1 − u∗∥2/4− b1∥uk − u∗∥2/5. (5.5)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (5.3), (5.4) è (5.5), èç (4.24) ñëåäóåò,

(1 + 3a1/4)∥xk+1 − x∗∥2 + 5a1∥xk+1 − xk∥2/8 + (1 + b1/4)∥uk+1 − u∗∥2 ≤
≤ a5∥xk − x∗∥2 + b2∥uk − u∗∥2 + a6∥yk∥2, k ≥ 0,

(5.6)

ãäå a5 = a3−a2/2+a1/4 < 6/5+α/2+βγ1/2−Lβγ2/5 , a6 = a4+a2 = 3α+5βγ1−4Lα2βγ2 ,
b2 = 1 + b1/5 = 6/5− L0λ/5 , 1 + b1/4 = (5− L0λ)/4 .

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî â (5.6) a6∥yk∥2 − 5a1∥xk+1 − xk∥2/8 ≤ 0 . Äåéñòâèòåëüíî, èìå-
þò ìåñòî íåðàâåíñòâà: ∥yk∥2 ≥ ∥xk+1 − xk∥2 â ñèëó ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 1; a6 − 5a1/8 <
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3α+21βγ1/4+Ldβγ2/2−1/2 < 0 (ïðè 0 < β < β21 = (1−6α)/(21γ1/2+Ldγ2) , 0 < α < 1/6 );
(a6−5a1/8)

(
∥xk+1 − xk∥2 − ∥yk∥2

)
≥ 0 ; 5a1/8 > a6−5a1/8 . Ïîëüçóÿñü ýòèìè íåðàâåíñòâà-

ìè, âåðíûìè ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû, ïîëó÷àåì:

0 ≥ (a6 − 5a1/8)
(
∥yk∥2 − ∥xk+1 − xk∥2

)
=

= a6∥yk∥2 − a6∥xk+1 − xk∥2 + (5a1/8)
(
∥xk+1 − xk∥2 − ∥yk∥2

)
≥

≥ a6∥yk∥2 − 5a1∥xk+1 − xk∥2/8 + (a6 − 5a1/8)
(
∥xk+1 − xk∥2 − ∥yk∥2

)
≥

≥ a6∥yk∥2 − 5a1∥xk+1 − xk∥2/8.

(5.7)

Â (5.6) ó÷ò¼ì (5.7) è íåðàâåíñòâà: b2 < a5 ïðè 0 < γ2 ≤ 25γ1/(12L) = γ212 ; 1 + b1/4 <
1 + 3a1/4 ïðè β < β22 = (7 + 5L0λ)/(5γ1 + 12Lγ2) , β < β21 < β22 . Òîãäà èç (5.6) ïîëó÷èì

(1 + b1/4)
(
∥xk+1 − x∗∥2 + ∥uk+1 − u∗∥2

)
≤ a5∥xk − x∗∥2, k ≥ 0.

Ýòî íåðàâåíñòâî â îáîçíà÷åíèè èç ï.2 çàïèøåòñÿ â ôîðìå

ρ2(xk+1,uk+1) ≤ q2ρ2(xk,uk), k ≥ 0, (5.8)

ãäå q2 = a5/(1 + b1/4) < (6/5 + α/2 + βγ1/2 − Lβγ2/5)/(5/4 − L0λ/4) . Â ñèëó (5.8), â
îáîçíà÷åíèÿõ ìåòðèêè èç ï.2, èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

ρ(xk+1,uk+1) ≤ qρ(xk,uk) ≤ ... ≤ qk+1ρ(x0,u0),

ãäå 0 < q < 1 ïðè a5 > 0 , b1 > 0 , 5L0λ+10α+10βγ1 < 1+4Lβγ2 . Îöåíêà (5.2) ïîëó÷åíà.
Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

6. Ñõîäèìîñòü ìåòîäà (3.2)

Äàëåå ðàññìîòðèì íîâûé ìåòîä (3.2), ïðåäïî÷òèòåëüíûé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) â
ñëó÷àå îâðàæíîñòè ôóíêöèè φ(x,u) ïî îáîèì ïåðåìåííûì. Î ñõîäèìîñòè ìåòîäà (3.2)
äëÿ âûïóêëî-âîãíóòîé ôóíêöèè φ(x,u) èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ à)�ã) èç ï.1 è ïàðàìåòðû ìåòîäà (3.2)
òàêîâû, ÷òî

0 < α < 1/5, 0 < γ1 < γ01 , 0 < β < (2− 5α)/(11γ1 + 2Ldγ2), d = 1− 5α2

0 < γ2 < (4− 15α)γ1/(4L
0αd), 0 < λ < α/γ1, L/2 < L0 < 3L/2.

(6.1)

Òîãäà íàéä¼òñÿ ñåäëîâàÿ òî÷êà (x∗,u∗) ∈ Q∗ × U∗ ôóíêöèè φ(x,u) , òàêàÿ, ÷òî ïðî-
öåññ (3.2), (6.1) ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà En ×Em ê íåé ñõîäèòñÿ, òî åñòü

{
xk
}
→ x∗ ∈

Q∗ ,
{
uk
}
→ u∗ ∈ U∗ ïðè k → ∞ äëÿ âñåõ (x0,u0) ∈ En+m .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäñòàâèì êàæäîå óðàâíåíèå èç (3.2) â âèäå âàðèàöèîííîãî
íåðàâåíñòâà, òîãäà ýòîò èòåðàöèîííûé ïðîöåññ çàïèøåòñÿ â ôîðìå:(

zk − xk − αyk,v − zk
)
≥ 0,(

xk+1 − zk − βγ1y
k + βγ2∇φx(z

k,uk),v − xk+1
)
≥ 0, v ∈ Q;(

wk − uk − αvk,u−wk
)
≥ 0, u ∈ U ;(

uk+1 −wk − λγ1v
k − λγ2∇φu(x

k+1,wk),u− uk+1
)
≥ 0.

(6.2)

Çäåñü ñíà÷àëà ïðåîáðàçóåì ïåðâîå è âòîðîå íåðàâåíñòâà, ïîëîæèâ v = xk è v =
x∗ ñîîòâåòñòâåííî, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, (3.2), íåðàâåíñòâîì
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Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è íåðàñøèðÿþùèì ñâîéñòâîì îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ ([10], ñ. 190).
Àíàëîãè÷íî ïðîâåä¼ííîìó â òåîðåìå 1, èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì

∥zk − xk∥2 ≤ α
(
yk, zk − xk

)
≤ α∥yk∥∥zk − xk∥ =

= α∥yk∥∥PQ

(
xk + αyk

)
− PQ(x

k)∥ ≤ α2∥yk∥2. (6.3)

à èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà (6.2) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî, ñîâïàäàþùåå ñ (4.17),

∥xk+1 − x∗∥2 + a1∥xk+1 − xk∥2 + a2∥xk−1 − x∗∥2 ≤
≤ a3∥xk − x∗∥2 + a4∥yk∥2, k ≥ 0,

(6.4)

ãäå a1 = 4(1 − Lβγ2)/5 − βγ1/3 > 0 ïðè 0 < β < 4/(5γ1/3 + 4Lγ2) = β31 < 1/(Lγ2) ,
γ2 < γ1/(4Lα

2) = γ312 ; a2 = α+ βγ1 , a3 = 1 + a2 , a4 = 2α + 4βγ1 − 4Lα2βγ2 .
Äàëåå áóäåì àíàëèçèðîâàòü òðåòüå è ÷åòâ¼ðòîå íåðàâåíñòâà èç (6.2). Èç òðåòüåãî íåðà-

âåíñòâà (6.2), ïîëîæèâ u = uk , âû÷èñëåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè ïðîâåä¼ííûì ïðè ïîëó÷å-
íèè íåðàâåíñòâà (6.3), ïîëó÷èì:

∥wk − uk∥2 ≤ α
(
vk,wk − uk

)
≤ α∥vk∥∥wk − uk∥ =

= α∥vk∥∥PQ

(
uk + αvk

)
− PQ(u

k)∥ ≤ α2∥vk∥2. (6.5)

Èç ÷åòâ¼ðòîãî íåðàâåíñòâà (6.2) ïðè u = u∗ ñëåäóåò:(
uk+1 −wk,u∗ − uk+1

)
+ λγ1

(
vk,u∗ − uk+1

)
−

−λγ2
(
∇φu(x

k+1,wk),u∗ − uk+1
)
≥ 0, k ≥ 0.

(6.6)

Çäåñü ïåðâîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ (3.4),(
u∗ − uk+1,uk+1 −wk

)
=
(
∥u∗ −wk∥2 − ∥u∗ − uk+1∥2 − ∥uk+1 −wk∥2

)
/2, (6.7)

à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â òðåòüåì ñëàãàåìîì â (6.6) ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû(
∇φu(x

k+1,wk),u∗ − uk+1
)
=(

∇φu(x
k+1,wk),u∗ −wk

)
+
(
∇φu(x

k+1,wk),wk − uk+1
)
,

ïåðåíåñ¼ì â ïðàâóþ ÷àñòü (6.6) è êàæäîå ñëàãàåìîå îöåíèì àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî
ñäåëàíî ïðè âûâîäå íåðàâåíñòâà (4.17). Òîãäà(

∇φu(x
k+1,wk),u∗ − uk+1

)
≥ φ(xk+1,u∗)− φ(xk+1,wk)+

+φ(xk+1,wk)− φ(xk+1,uk+1)− L0∥uk+1 −wk∥2/2,

ãäå â ñèëó (1.1) φ(xk+1,u∗)− φ(xk+1,uk+1) ≥ 0 . Ñ ó÷¼òîì ýòîé îöåíêè, (3.2) è (6.7), íåðà-
âåíñòâî (6.6) çàïèøåòñÿ â ôîðìå

∥u∗ − uk+1∥2 + (1− L0λγ2)∥uk+1 −wk∥2+
+2λγ1

(
vk,uk+1 − u∗) ≤ ∥wk − u∗∥2, k ≥ 0.

Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü ïðåîáðàçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåðàñøèðÿþùåãî ñâîéñòâà îïåðàòîðà ïðîåê-
òèðîâàíèÿ è (3.4):

∥wk − u∗∥2 = ∥PU(u
k + αvk)− PU(u

∗)∥2 ≤ ∥uk − u∗ + αvk∥2 =
= ∥uk − u∗∥2 + 2α

(
uk − u∗,vk

)
+ α2∥vk∥2,

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îöåíèâàåòñÿ ïî (3.4),

2α
(
uk − u∗,vk

)
= α

(
∥uk − u∗∥2 + ∥vk∥2 − ∥uk−1 − u∗∥2

)
,
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ïîýòîìó ∥wk − u∗∥2 ≤ (1 + α)∥uk − u∗∥2 + (α + α2)∥vk∥2 − α∥uk−1 − u∗∥2 , k ≥ 0 . Òîãäà
îñíîâíîå íåðàâåíñòâî çàïèøåòñÿ â âèäå

∥u∗ − uk+1∥2 + (1− L0λγ2)∥uk+1 −wk∥2 + 2λγ1
(
vk,uk+1 − u∗) ≤

≤ (1 + α)∥uk − u∗∥2 + (α+ α2)∥vk∥2 − α∥uk−1 − u∗∥2, k ≥ 0.
(6.8)

Â (6.8) òðåòüå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû

2λγ1
(
vk,uk+1 − u∗) = λγ1

[
−2(uk − uk+1,vk)− 2(u∗ − uk,vk)

]
,

çàòåì îöåíèì ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (3.7) ïðè ε = 1 è ðàâåíñòâà (3.4):

−2(uk − uk+1,vk) ≥ −∥uk+1 − uk∥2 − ∥vk∥2;
−2(u∗ − uk,vk) = ∥u∗ − uk∥2 + ∥vk∥2 − ∥u∗ − uk−1∥2.

Òîãäà 2λγ1
(
vk,uk+1 − u∗) ≥ λγ1

(
∥u∗ − uk∥2 − ∥uk+1 − uk∥2 − ∥uk−1 − u∗∥2

)
. Ïîäñòàâèâ

ýòó îöåíêó â ëåâóþ ÷àñòü (6.8), ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

∥uk+1 − u∗∥2 + (1− L0λγ2)∥uk+1 −wk∥2 − λγ1∥uk+1 − uk∥2+
(α− λγ1)∥uk−1 − u∗∥2 ≤ (1 + α− λγ1)∥uk − u∗∥2+

+(α + α2)∥vk∥2, k ≥ 0.
(6.9)

Çäåñü îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè. Ñ ïîìîùüþ ëåâîãî íåðàâåíñòâà (3.3) è
íåðàñøèðÿþùåãî ñâîéñòâà îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ ([10], ñ. 190) èìååì

∥uk+1 −wk∥2 ≥ (1− ε)∥uk+1 − uk∥2 + (1− ε−1)∥uk −wk∥2,
ε > 0, ∥uk −wk∥2 ≥ α2∥vk∥2,

ε = 1/5 : ∥uk+1 −wk∥2 ≥ (4/5)∥uk+1 − uk∥2 − 4α2∥vk∥2.

Ñ ó÷¼òîì ýòîé îöåíêè (6.9) ïðèìåò âèä

∥uk+1 − u∗∥2 + b31∥uk+1 − uk∥2 + b32∥uk−1 − u∗∥2 ≤
≤ b33∥uk − u∗∥2 + b34∥vk∥2, k ≥ 0,

(6.10)

ãäå b31 = 4(1 − L0λγ2)/5 − λγ1 > 0 ïðè λ < 4/(5γ1 + 4L0γ2) = λ31 < 1/(L0γ2) ; b32 =
α − λγ1 > 0 ïðè 0 < λ < α/γ1 = λ32 < λ31 , γ2 < (4 − 5α)γ1/(4L

0α) = γ312 ; b33 = 1 + b32 ;
b34 = 2α− 4L0α2λγ2 > 0 , λ < λ32 < 1/(2L0αγ2) , γ2 < γ312 < γ1/(2L

0α2) .
Ñëîæèâ íåðàâåíñòâà (6.4) è (6.10), ïîëó÷èì

∥xk+1 − x∗∥2 + ∥uk+1 − u∗∥2 + a1∥xk+1 − xk∥2+
+b31∥uk+1 − uk∥2 + a2∥xk−1 − x∗∥2 + b32∥uk−1 − u∗∥2 ≤

≤ a3∥xk − x∗∥2 + b33∥uk − u∗∥2 + a4∥yk∥2 + b34∥vk∥2, k ≥ 0.
(6.11)

Äàëåå ïðîñóììèðóåì (6.11) îò k = 0 äî k = m, m ≥ 1 , òîãäà

∥xm+1 − x∗∥2 + a1∥xm+1 − xm∥2 + ∥um+1 − u∗∥2 + b31∥um+1 − um∥2+∑k=m−1
k=0

[
(a1 − a4)∥xk+1 − xk∥2 + (b31 − b34)∥uk+1 − uk∥2

]
≤

≤ a2∥xm − x∗∥2 + b32∥um − u∗∥2+
+(1− a2)∥x0 − x∗∥2 + (1− b32)∥u0 − u∗∥2,

(6.12)

ãäå ïåðâûå äâå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ ïðàâîãî íåðàâåíñòâà
(3.3) ïðè ε = 1 , a2∥xm − x∗∥2 + b32∥um − u∗∥2 ≤ 2a2 (∥xm+1 − xm∥2 + ∥xm+1 − x∗∥2) +
2b32 (∥um+1 − um∥2 + ∥um+1 − u∗∥2) ; òîãäà ïðè a1 − 2a2 > a1 − a4 > 0 èç (6.12) ñëåäóåò

(1− 2a2)∥xm+1 − x∗∥2 + (1− 2b32)∥um+1 − u∗∥2+
+
∑k=m

k=0

[
(a1 − a4)∥xk+1 − xk∥2 + (b31 − b34)∥uk+1 − uk∥2

]
≤

≤ (1− a2)∥x0 − x∗∥2 + (1− b32)∥u0 − u∗∥2,
(6.13)
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ãäå 0 < β ≤ (2 − 5α)/(11γ1 + 2Ldγ2) < β31 , d = 1 − 5α2 ; b31 − 2b32 > b31 − b34 > 0 ïðè
0 < γ2 < (4− 15α)γ1/(4L

0αd) < γ312 , 0 < λ < λ32 < (4− 10α)/(5γ1+4L0dγ2) , 0 < α < 4/15 .
Îòñþäà ïðè m→ ∞ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà

k=∞∑
k=0

[
(a1 − a4)∥xk+1 − xk∥2 + (b31 − b34)∥uk+1 − uk∥2

]
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ (6.13) èìååì: ∥xk+1 − xk∥ → 0, ∥uk+1 − uk∥ → 0 , k → ∞ , ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü

{
∥xk − x∗∥2 + ∥uk − u∗∥2

}
íåâîçðàñòàþùàÿ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
xk;uk

}
îãðàíè÷åíà; (6.13) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

(1− 2a2)∥xm+1 − x∗∥2 + (1− 2b32)∥um+1 − u∗∥2 ≤ (1− a2)∥x0 − x∗∥2 + (1− b32)∥u0 − u∗∥2

è, ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà, ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü{
xki ;uki

}
→ (x∗;u∗) , ki → ∞ è

∥xki − x∗∥+ ∥uki − u∗∥ → 0, ki → ∞,
∥xki − xki+1∥+ ∥uki − uki+1∥ → 0, ki → ∞.

(6.14)

Òîãäà â ïðåäåëå ïðè k → ∞ èç âòîðîãî è ÷åòâ¼ðòîãî óðàâíåíèé (3.2) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

x∗ = PQ [x∗ − βγ2∇φx(x
∗,u∗)] , u∗ = PU [u∗ + λγ2∇φu(x

∗,u∗)]

( β, γ2, λ > 0 ), ýêâèâàëåíòíûå õàðàêòåðèñòèêå (1.3) ñåäëîâîé òî÷êè â òåðìèíàõ îïåðàòî-
ðà ïðîåêòèðîâàíèÿ; ñëåäîâàòåëüíî, (x∗,u∗) � ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè φ(x,u) , òî åñòü
ðåøåíèå çàäà÷è (1.1).

Ïîëîæèì x∗ = xe , u∗ = ue , âûáåðåì ∀ ε > 0 è ÷èñëà ki0 = r è m > r òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

∥xki − xki−1∥2 ≤ ε/(4a4 + 4a2), ∥uki − uki−1∥2 ≤ ε/(4b34 + 4b32),
∥xm − xe∥2 < ε/(4− 2a2), ∥um − ue∥2 < ε/(4− 2b32),

(6.15)

Ïðîñóììèðóåì (6.11) îò k = m äî k = N ïðè x∗ = xe, u∗ = ue , N > m > r :

∥xN+1 − xe∥2 + a1∥xN+1 − xN∥2 + ∥uN+1 − ue∥2 + b31∥uN+1 − uN∥2+
+a2∥xm−1 − xe∥2 + b32∥um−1 − ue∥2+

+
∑k=N−1

k=r

[
(a1 − a4)∥xk+1 − xk∥2 + (b31 − b34)∥uk+1 − uk∥2

]
≤

≤ ∥xm − xe∥2 + ∥um − ue∥2 ++a2∥xN − xe∥2 + b32∥uN − ue∥2+
+a4∥xm − xm−1∥2 + b34∥um − um−1∥2.

(6.16)

Çäåñü äëÿ òðåòüåãî è ÷åòâ¼ðòîãî ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâàìè

a2∥xN − xe∥2 ≤ 2a2
(
∥xN − xN+1∥2 + ∥xN+1 − xe∥2

)
,

b32∥uN − ue∥2 ≤ 2b32
(
∥uN − uN+1∥2 + ∥uN+1 − ue∥2

)
,

ïÿòîå è øåñòîå ñëàãàåìûå â ëåâîé ÷àñòè (6.16) ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ ëåâîãî íåðàâåíñòâà
(3.3) ïðè ε = 2 :

a2∥xm−1 − xe∥2 ≥ −a2∥xm−1 − xm∥2 + a2∥xm − xe∥2/2,
b32∥um−1 − ue∥2 ≥ −b32∥um−1 − um∥2 + b32∥um − ue∥2/2.
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Ó÷èòûâàÿ ýòè îöåíêè è íåðàâåíñòâà a1 − 2a2 > a1 − a4 > 0 , b31 − 2b32 > b31 − b34 > 0 ,
âåðíûå ïðè óñëîâèÿõ (6.1), èç (6.16) ñ ó÷¼òîì (6.14), (6.15) è ðàññóæäåíèé è âûêëàäîê
ïîñëå (6.13), ïîëó÷èì:

(1 + 2a2)∥xN+1 − xe∥2 + a1∥xN+1 − xN∥2 + (1− 2b32)∥uN+1 − ue∥2 ≤
≤ (1− a2/2)∥xm − xe∥2 + (1− b32/2)∥um − ue∥2 + a35∥xm − xm−1∥2+

+b35∥um − um−1∥2 ≤ ε,

ãäå a35 = a4 + a2 , b35 = b34 + b32 . Ýòî íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè

{
xk,uk

}
. Îòñþäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü èç ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè âñåé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{
xk,uk

}
ê ñåäëîâîé òî÷êå çàäà÷è (1.1), òî åñòü

{
xk,uk

}
→ (xe,ue) =

(x∗,u∗) ∈ Q∗×U∗ , k → ∞ , èáî ïðîñòðàíñòâî En+m ïîëíîå, íåðàâåíñòâà (6.13) âûïîëíÿþò-
ñÿ äëÿ ñåäëîâîé òî÷êè (x∗,u∗) ∈ Q∗×U∗ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
∥xk − x∗∥2 + ∥uk − u∗∥2

}
ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà.

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.
Ñ ë å ä ñ ò â è å. Â ñèëó òåîðåìû 3 âåðíû âñå íåðàâåíñòâà èç ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 1.

7. Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà (3.2)

Ïîëó÷èì îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà (3.2), (6.1) äëÿ âûïóêëî âîãíóòîé ôóíê-
öèè φ(x,u) , ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè è òðåáîâàíèÿõ ê ïàðàìåòðàì.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3, âêëþ÷àÿ (6.1) è, êðîìå òîãî:
1) âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (3.10â); 2) ïàðàìåòðû ìåòîäà è ôóíêöèè òàêîâû:

0 < α ≤ 1/6, 0 < β ≤ hλ/(5γ1 + 12Lγ2); 3/5 < 2L/3 < L0 < 6L/5;
0 < λ < e(5γ1 + 12Lγ2)/(hr); 0 < γ2 < 7eγ1/(8L

0);
e = 1− 6α; h = 15γ1 + 12L0γ2; r = 21γ1/2 + Ldγ2; d = 1− 8α2.

(7.1)

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
xk,uk

}
ìåòîäà (3.2), (6.1) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ñåäëî-

âîé òî÷êå (x∗,u∗) çàäà÷è (1.1) ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ îöåíêîé

ρ(xk,uk) ≤ qkρ(x0,u0), (7.2)

ãäå 0 < q < {[(19/3 + 2.5α + β(2γ1 − 4Lγ2/3)]/(17− hλ)}1/2 < 1 , ïðè óñëîâèÿõ (7.1) íà
ïàðàìåòðû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4 íåðàâåíñòâî (6.11)
ñïðàâåäëèâî. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè (7.2) ñíà÷àëà âîñïîëüçóåìñÿ ëåâûì íåðàâåíñòâîì (3.3)
è âûâåäåì íåðàâåíñòâî ∥uk−1 − u∗∥2 ≥ (1− ε)∥vk∥2 + (1− ε−1)∥uk − u∗∥2 . Ïîëîæèì â í¼ì
è â (4.19) ε = 2 , ïîëó÷èì äâà íåðàâåíñòâà:

∥uk−1 − u∗∥2 ≥ −∥vk∥2 + 0.5∥uk − u∗∥2,
∥xk−1 − x∗∥2 ≥ −∥yk∥2 + 0.5∥xk − x∗∥2. (7.3)

×òîáû îöåíèòü 3/8 ÷àñòü òðåòüåãî ñëàãàåìîãî â ëåâîé ÷àñòè (6.11), â (3.7) ïîëîæèì u =
xk+1 , x = x∗ , v = xk , ε = 9 , çàòåì óìíîæèì íà 3a1/8 . Òîãäà ïîëó÷èì

(3a1/8)∥xk+1 − xk∥2 ≥ 3a1∥xk+1 − x∗∥2 + (a1/3)∥xk − x∗∥2. (7.4)

Ïîëîæèâ â (3.7) u = uk+1 , x = u∗ , v = uk , ε = 9 è óìíîæèâ íà 3b31/8 , äëÿ ÷åòâ¼ðòîãî
ñëàãàåìîãî â ëåâîé ÷àñòè (6.11) ïîëó÷èì îöåíêó

(3b31/8)∥uk+1 − uk∥2 ≥ 3b31∥uk+1 − u∗∥2 + (b31/3)∥uk − u∗∥2. (7.5)
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Ïîñëå ïîäñòàíîâêè îöåíîê (7.3), (7.4), (7.5) â (6.11), ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

(1 + 3a1)∥xk+1 − x∗∥2 + (1 + 3b31)∥uk+1 − u∗∥2+
+5a1∥xk+1 − xk∥2/8 + 5b31∥uk+1 − uk∥2/8 ≤

≤ a43∥xk − x∗∥2 + b43∥uk − u∗∥2 + a44∥yk∥2 + b44∥vk∥2, k ≥ 0.
(7.6)

ãäå a43 = a3−a2/2+a1/3 < 19/15+α/2+2βγ1/5−4Lβγ2/15 ; a44 = a4+a2 = 3α+β(5γ1−
4Lα2γ2) > 3α > 0 , b43 = b33 − b32/2 + b31/3 = 19/15 + α/2 − 5λγ1/6 − 4L0λγ2/15 ; b44 =
b34 + b32 = 3α− λγ1 − 4L0α2λγ2 ; a43 > 19/15+α/2 è b43 > 0 ïðè γ2 < (35γ1)/(24L) = γ412
è λ ≤ (19 + 8α)/(14γ1 + 4L0γ2) = λ41 .

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî

a44∥yk∥2 − 5a1∥xk+1 − xk∥2/8 ≤ 0,
b44∥vk∥2 − 5b31∥uk+1 − uk∥2/8 ≤ 0.

(7.7)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 3

∥yk∥2 ≥ ∥xk+1 − xk∥2, ∥vk∥2 ≥ ∥uk+1 − uk∥2. (7.8)

Ïîëüçóÿñü ïåðâûì íåðàâåíñòâîì (7.8), íåðàâåíñòâàìè a44 − 5a1/8 < 3α− 1/2+ β(21γ1/4+
Lγ2/2 − 4Lα2γ2) < 0 (ïðè 0 < α < 1/6 , β < e/r = β41 , r > 0 , d = 1 − 8α2 > 0 ),
5a1/8 ≥ a44−5a1/8 , (a44−5a1/8)

(
∥xk+1 − xk∥2 − ∥yk∥2

)
≥ 0 , âåðíûìè ïðè óñëîâèÿõ (7.1),

ïîëó÷èì ïåðâîå óòâåðæäåíèå èç (7.7):

0 ≥ (a44 − 5a1/8)
(
∥yk∥2 − ∥xk+1 − xk∥2

)
= a44∥yk∥2−

−a44∥xk+1 − xk∥2 + (5a1/8)
(
∥xk+1 − xk∥2 − ∥yk∥2

)
≥

≥ a44∥yk∥2 − 5a1∥xk+1 − xk∥2/8 + (a44 − 5a1/8)
(
∥xk+1 − xk∥2 − ∥yk∥2

)
≥

≥ a44∥yk∥2 − 5a1∥xk+1 − xk∥2/8.

Â ñèëó âòîðîãî íåðàâåíñòâà (7.8) è b44 − 5a1/8 = 3α − 1/2 − 3γ1λ/8 + L0dγ2λ/2 <
−3γ1λ/8 < 0 (ïðè λ < e/(L0dγ2) = λ42 , 3/4 ≤ 2L/3 < L0 < 6L/5 , λ < λ41 < λ42 , γ2 <
γ422 = 7eγ1/(8L

0) < γ412 ), 5b31/8 ≥ b44 − 5b31/8 , (b44 − 5b31/8)
(
∥uk+1 − uk∥2 − ∥vk∥2

)
≥ 0 ,

ïîëó÷èì âòîðóþ îöåíêó (7.7):

0 ≥ (b44 − 5b31/8)
(
∥vk∥2 − ∥uk+1 − uk∥2

)
≥ b44∥vk∥2−

−(5b31/8)∥uk+1 − uk∥2 + (b44 − 5b31/8)
(
∥uk+1 − uk∥2 − ∥vk∥2

)
≥

≥ b44∥vk∥2 − 5b31∥uk+1 − uk∥2/8.

Ïîäñòàâèì îöåíêè (7.7) â (7.6), òîãäà

(1 + 3a1)
(
∥xk+1 − x∗∥2 + (1 + 3b31)∥uk+1 − u∗∥2

)
≤

≤ a43∥xk − x∗∥2 + b43∥uk − u∗∥2, k ≥ 0.
(7.9)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (1 + 3a1) ≥ (1 + 3b31) (ïðè β ≤ hλ/(5γ1 + 12Lγ2) = β42 < β41 , 0 < λ <
λ43 = e(5γ1 + 12Lγ2)/(hr) < λ41 ); b43 < a43 (ïðè 0 < γ2 < γ412 ), â îáîçíà÷åíèÿõ ï.2 èç
(7.9) ïîëó÷àåì (1 + 3b31)ρ

2(xk+1,uk+1) ≤ a43ρ
2(xk,uk) , òî åñòü

ρ2(xk+1,uk+1) ≤ q2ρ2(xk,uk), k ≥ 0,

ãäå 0 < q2 < [19/3 + 2.5α+ β(2γ1 − 4Lγ2/3)]/(17− hλ) . Òîãäà èìååì

ρ(xk+1,uk+1) ≤ qρ(xk,uk) ≤ ... ≤ qk+1ρ(x0,u0), (7.10)
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ãäå q = [a43/(1 + 3b31)]
1/2 , 0 < q < 1 , 0 < β < β42 < (32 − 8α − 3hλ)/(6γ1 − 4Lγ2) , λ <

[(32− 8α)/(5γ1 + 12Lγ2)]/[h(21γ1 + 32Lγ2)] = λ44 , 0 < λ < λ43 < λ44 < 17/h , 0 < γ2 < γ412 .
Èç (7.10) ñëåäóåò îöåíêà (7.2).

Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.
Ïðèìå÷àíèå 3. Ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ìîäèôèêàöèè ìåòîäà (3.2), ñî ñâîéñòâàìè, íå

õóäøèìè ñâîéñòâ ìåòîäîâ (3.1) è (3.2). Ýòî ÷åòûð¼õïàðàìåòðè÷åñêèé ìåòîä

zk = PQ

[
xk + αky

k
]
, wk = PU

[
uk + αkv

k
]
,

xk+1 = PQ

[
zk + βk

(
γ1ky

k − γ2k∇φx(z
k,wk)

)]
,

uk+1 = PU

[
wk + βk

(
γ1kv

k + γ2k∇φu(x
k+1,wk)

)]
, k ≥ 0,

(7.11)

è ìåòîä ñ âîñåìüþ ïàðàìåòðàìè

zk = PQ

[
xk + α1ky

k
]
, wk = PU

[
uk + α2kv

k
]
,

xk+1 = PQ

[
zk + βk

(
γ1ky

k − γ2k∇φx(z
k,wk)

)]
,

uk+1 = PU

[
wk + λk

(
δ1kv

k + δ2k∇φu(x
k+1,wk)

)]
, k ≥ 0.

(7.12)

Ýòè ìåòîäû áëàãîïðèÿòíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ φ(x,u)
èìååò îâðàæíûå ñâîéñòâà ïî ïåðåìåííûì x ∈ Q ⊂ En è u ∈ U ⊂ Em .
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Projection generalized two-step extragradient methods for

equilibrium problems

c⃝ V.G. Malinov 2

Abstract. Projection generalized two-step extragradient methods for solving of equilibrium
programming problems are proposed whereby the saddle points are found on convex-concave
continuously di�erentiable function with Lipschitz gradients speci�ed on subset of the Euclidean
space. For two methods the convergence and rate of convergence of the method are studied with the
aid of tools from convex analysis, without requirement of strongly convexity or strongly monotony.
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extragradient methods.
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