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Àííîòàöèÿ. Äëÿ ñìåøàííûõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìî-
íîòîííûì îïåðàòîðîì è ñîáñòâåííûì âûïóêëûì ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó ôóíêöèîíàëîì ïðè
ïðèáëèæåííîì çàäàíèè äàííûõ ïîñòðîåíû íåïðåðûâíûå ìåòîäû påãóëÿpèçàöèè ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà ïî îïåpàòîpó è ïî ôóíêöèîíàëó, ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èõ ñõîäèìîñòè ê íîp-
ìàëüíîìó påøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñìåøàííîå âàpèàöèîííîå íåpàâåíñòâî, íåïpåpûâíûé ìåòîä, ìîíîòîííûé
îïåpàòîp, âûïóêëûé ôóíêöèîíàë.

1. Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ïóñòü H � âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïpîñòpàíñòâî, A : H → H � ìîíîòîííûé îãpàíè-
÷åííûé õåìèíåïpåpûâíûé îïåpàòîp, φ : H → R1 � ñîáñòâåííûé âûïóêëûé ïîëóíåïpåpûâ-
íûé ñíèçó ôóíêöèîíàë, ýëåìåíò f ∈ H, (x, y) � ñêàëÿpíîå ïpîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ x è
y èç H. Íåpàâåíñòâî âèäà

(Ax− f, x− y) + φ(x)− φ(y) ≤ 0, x ∈ H ∀y ∈ H (1.1)

íàçûâàþò ñìåøàííûì âàpèàöèîííûì íåpàâåíñòâîì.
Åñëè

lim
∥x∥→∞

(Ax− f, x− x0) + φ(x)

∥x∥
= +∞, x0 ∈ H, φ(x0) <∞, (1.2)

òî (1.1) pàçpåøèìî (ñì. [1], c.265). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ îñíîâàíî íà ïåpå-
õîäå îò (1.1) ê âàðèàöèîííîìó íåpàâåíñòâó

(Ãx̃− f̃ , x̃− ỹ)H̃ ≤ 0, x̃ ∈ Ω̃ ∀ỹ ∈ Ω̃, (1.3)

çäåñü Ã : H̃ → H̃, Ã = {A, 0}, H̃ = H × R1, f̃ = {f,−1}, Ω̃ ⊂ H̃, Ω̃ = egφ =
{{u, λ} | φ(u) ≤ λ, u ∈ H, λ ∈ R1} � íàäãpàôèê φ íà H, x̃ = {x, r} ∈ Ω̃, ỹ = {y, ξ} ∈ Ω̃,
ò.å. φ(x) ≤ r, φ(y) ≤ ξ, ïpè ýòîì

∥x̃∥H̃ = (∥x∥2H + r2)1/2, (x̃, ỹ)H̃ = (x, y)H + rξ.

Îòìåòèì, ÷òî Ω̃ åñòü âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â H̃ (ñì. [2], c.19, c.22).
Ïóñòü (1.1) èìååò íåïóñòîå ìíîæåñòâî påøåíèé N. Âûïóêëîñòü è çàìêíóòîñòü N îò-

ìå÷åíà â [3] (ñì. òàêæå [4], c.254). Äàëåå x∗ � íîpìàëüíîå påøåíèå (1.1). Íàñ áóäóò èíòåðå-
ñîâàòü ìåòîäû påøåíèÿ çàäà÷è (1.1). Â ïpåäïîëîæåíèè ìîíîòîííîñòè A è âûïóêëîñòè φ
óñòàíîâèòü êîppåêòíîñòü çàäà÷è (1.1) íå óäàåòñÿ, ïîýòîìó áóäåì ñòpîèòü äëÿ íåå ìåòîäû
påãóëÿpèçàöèè.

1 ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåð-
ñèòåò èì. Ð. Å. Àëåêñååâà, Íèæíèé Íîâãîðîä; lryazantseva@applmath.ru
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2. Îïåðàòîðíûé ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè

Ðàññìîòpèì äëÿ (1.3) èçâåñòíûé îïåðàòîpíûé ìåòîä påãóëÿpèçàöèè

(Ãx̃α + αẼx̃α − f̃ , x̃α − ỹ)H̃ ≤ 0, x̃α ∈ Ω̃ ∀ỹ ∈ Ω̃, (2.1)

çäåñü Ẽ = {E, 0}, E : H → H � åäèíè÷íûé îïåpàòîp â H, x̃α = {xα, rα}, ỹ = {y, ξ}, α >
0. Ðàñïèñàâ â (2.1) ñêàëÿpíîå ïpîèçâåäåíèå â H̃, èìååì

(Axα + αxα − f, xα − y) + r − ξ ≤ 0.

Èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ èç [1], ñ.266, óñòàíîâèì ýêâèâàëåíòíîñòü ïîñëåäíåãî íåpàâåíñòâà
ñëåäóþùåìó ñìåøàííîìó âàðèàöèîííîìó íåpàâåíñòâó

(Axα + αxα − f, xα − y) + φ(xα)− φ(y) ≤ 0, xα ∈ H ∀y ∈ H. (2.2)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèîíàë φ îáëàäàåò ñâîéñòâîì

φ(x) ≥ −c∥x∥κ, c > 0, κ ∈ [0, 2), ∥x∥ ≥ R0 > 0. (2.3)

Òîãäà äëÿ x èç H ñ ó÷åòîì ìîíîòîííîñòè A èìååì

(Ax+ αx− f, x− x0) + φ(x) ≥ ∥x∥[α∥x∥ − α∥x0∥ − ∥Ax0∥ − ∥f∥]−

−∥Ax0∥ ∥x0∥ − ∥f∥ ∥x0∥ − c∥x∥κ, x0 ∈ H, φ(x0) <∞, ∥x∥ ≥ R0.

Îòñþäà äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî äëÿ ñìåøàííîãî âàðèàöèîííîãî íåpàâåíñòâà (2.2) âûïîë-
íåíî óñëîâèå òèïà (1.2). Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå (2.2) ñóùåñòâóåò. Îäíîçíà÷íàÿ ðàçpåøè-
ìîñòü (2.2) äîêàçàíà â [3] è [4].

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàòîð Ãα = Ã+ αẼ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

(Ãαx̃− Ãαỹ, x̃− ỹ)H̃ ≥ α∥x− y∥2H (2.4)

ïpè ëþáûõ x̃ = {x, r} è ỹ = {y, ξ} èç H̃. Òàêèì îápàçîì, èìååì áîëåå ñëàáîå ñâîéñòâî,
÷åì òpåáóåòñÿ äëÿ ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ìåòîäà (2.1) â H̃ ê påøåíèþ (1.3) (ñì., íàïðèìåð,
[4], ãëàâà 2). Îäíàêî, ïîëàãàÿ â (2.1) ỹ = x̃, à â (3) � ỹ = x̃α, ãäå x̃ = {x, r} è x̃α =
{xα, rα} � ðåøåíèÿ (1.3) è (2.1) ñîîòâåòñòâåííî, è ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå påçóëüòàòû,
èìååì α(Ẽx̃α, x̃α − x̃)H̃ ≤ 0. Îòñþäà èçâåñòíûì ñïîñîáîì (ñì., íàïpèìåp, [4]) âûâîäèì
ñèëüíóþ ñõîäèìîñòü â H ýëåìåíòîâ xα ê x∗ ïpè α→ 0. Êpîìå òîãî, ïîëàãàÿ â (2.2) y =
x∗ è ïåðåõîäÿ çàòåì ê ïpåäåëó ïpè α→ 0, ïpèõîäèì ê íåpàâåíñòâó limα→0φ(xα) ≤ φ(x∗),
÷òî ñ ó÷åòîì ïîëóíåïðåpûâíîñòè ñíèçó ôóíêöèîíàëà φ äàåò ñõîäèìîñòü φ(xα) ê φ(x∗)
ïpè α → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, xα ñõîäèòñÿ ê x∗ ïpè α → 0 è ïî ôóíêöèîíàëó φ. Â [3]
ñõîäèìîñòü xα ê x∗ äîêàçàíà áåç ïåpåõîäà îò ñìåøàííûõ âàðèàöèîííûõ íåpàâåíñòâ (1.1)
è (2.2) ê âàðèàöèîííûì íåpàâåíñòâàì (1.3) è (2.1) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåíèì ê ñìåøàííîìó âàðèàöèîííîìó íåpàâåíñòâó (1.1) ìåòîä ñãëàæèâàþùåãî
ôóíêöèîíàëà À.Í.Òèõîíîâà [5],[6], ò.å. çàìåíèì â (1.1) ôóíêöèîíàë φ(z) íà ôóíêöèîíàë
φ(z) + α∥z∥2(α > 0) è ïðèäåì ê íåðàâåíñòâó ñëåäóþùåãî âèäà

(Azα − f, zα − y) + φ(zα) + α∥zα∥2 − φ(y)− α∥z∥2 ≤ 0, zα ∈ H ∀y ∈ H. (2.5)

Ñ ó÷åòîì ìîíîòîííîñòè A è (2.3) ïðè ∥x∥ ≥ R0 èìååì

(Ax− f, x− x0)) + φ(x) + α∥x∥2 ≥ α∥x∥2 − c∥x∥κ − (∥Ax0∥+ ∥f∥)(∥x∥+ ∥x0∥).
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Òàêèì îápàçîì, â íàøèõ óñëîâèÿõ pàçðåøèìîñòü (2.5) îáåñïå÷åíà. Äîêàæåì åäèíñòâåí-
íîñòü ðåøåíèÿ (2.5). Ïóñòü íàpÿäó ñ zα ýëåìåíò yα òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (2.5), ò.å.
âåpíî íåpàâåíñòâî

(Ayα − f, yα − y) + φ(yα) + α∥yα∥2 − φ(y)− α∥y∥2 ≤ 0, yα ∈ H ∀y ∈ H. (2.6)

Ïîëîæèâ â (2.5) y = tzα+(1−t)yα, t ∈ (0, 1) è âîñïîëüçîâàâøèñü ìîíîòîííîñòüþ îïåðàòîðà
A, âûïóêëîñòüþ φ(x) è ñèëüíîé âûïóêëîñòüþ ôóíêöèîíàëà ∥x∥2 íà H (ñì. [7], c.182),
ïîëó÷èì

(Ayα − f, zα − yα) + φ(zα) + α∥zα∥2 − φ(yα)− α∥yα∥2 + t∥zα − yα∥2 ≤ 0.

Ïpèíÿâ âî âíèìàíèå (2.6) ïðè y = zα, èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà èìååì ∥zα − yα∥ ≤ 0.
Åäèíñòâåííîñòü påøåíèÿ (2.5) äîêàçàíà.

Ïîëàãàÿ â (2.5) y = x ∈ N, à â (1.1) � y = zα è ñêëàäûâàÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåì
íåpàâåíñòâî ∥zα∥ ≤ ∥x∥ ïðè âñåõ x ∈ N, êîòîðîå, êàê èçâåñòíî, ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü
ñõîäèìîñòü zα ê x∗ ïðè α→ 0 (ñì. [4]).

Îòìåòèì, ÷òî (2.5) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (1.3) ñ çàìåíîé ìíîæåñòâà Ω̃ íà ìíîæå-
ñòâî Ω̃α, ñîâïàäàþùåå ñ íàäãðàôèêîì ôóíêöèîíàëà φ(z) + α∥z∥2.

Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü H � âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, A : H →
H � ìîíîòîííûé îãpàíè÷åííûé õåìèíåïpåpûâíûé îïåpàòîp, φ : H → R1 � ñîáñòâåííûé
âûïóêëûé ïîëóíåïpåpûâíûé ñíèçó ôóíêöèîíàë, óäîâëåòâîpÿþùèé óñëîâèþ (2.3), ñìåøàí-
íîå âàpèàöèîííîå íåpàâåíñòâî (1.1) èìååò íåïóñòîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Òîãäà ðåãóëÿ-
ðèçîâàííûå çàäà÷è (2.2) è (2.5) èìåþò åäèíñòâåííûå ðåøåíèÿ xα è zα ñîîòâåòñòâåííî,
è xα → x∗, zα → x∗ ïðè α → 0, ãäå x∗ � íîpìàëüíîå påøåíèå (1.1).

Ìåòîä (2.2) äëÿ ñìåøàííîãî âàpèàöèîííîãî íåpàâåíñòâà (1.1) áóäåì íàçûâàòü ìåòîäîì
ðåãóëÿðèçàöèè ïî îïåðàòîðó, à (2.5) � ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè ïî ôóíêöèîíàëó.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 1 âûïîëíåíû.

3. Íåïðåðûâíûå ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè

Ïpèìåíèì ê (1.3) íåïpåpûâíûé ìåòîä påãóëÿðèçàöèè ïåpâîãî ïîpÿäêà èç [8]

z̃′(t) + z̃(t) = PrΩ̃(z̃(t)− γ(t)[Ãz̃(t) + α(t)Ẽz̃(t)− f̃ ]), z̃(t0) = z̃0 = {z0, r0}, (3.1)

ãäå z̃(t) = {z(t), r(t)} ∈ H̃, γ(t) è α(t) � ïîëîæèòåëüíûå íåïpåpûâíûå ôóíêöèè, t ≥ t0.
Åñëè îïåðàòîð A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, òî çàäà÷à Êîøè (3.1) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå êëàññà C1[t0,+∞) (ñì. [9], n0 33.4). Ïåðåéäåì îò (3.1) ê ýêâèâàëåíòíîìó
ýâîëþöèîííîìó âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó (ñì. [7], c.189)

(z̃′(t) + γ(t)[Ãz̃(t) + α(t)Ẽz̃(t)− f̃ ], z̃(t)− ỹ)H̃ ≤ 0 ∀ỹ ∈ H̃, z̃(t0) = z̃0. (3.2)

Íåòpóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ũ(t) ̸∈ Ω̃ ýëåìåíò PrΩ̃ũ(t) = w̃ = {w, φ(w)}, w ∈ H.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ýëåìåíò z̃(t) − γ(t)[Ãz̃(t) + α(t)Ẽz̃(t) − f̃ ] ̸∈ Ω̃, òî z̃′(t) + z̃(t) =
{z′(t)+z(t), φ(z′(t)+z(t))}. Çíà÷èò, pàñïèñàâ â (3.2) ñêàëÿpíîå ïpîèçâåäåíèå èç H̃, ïpèäåì
ê ýâîëþöèîííîìó âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó, â êîòîðîì ïpîèçâîäíàÿ z′(t) âõîäèò è ïîä
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çíàê ôóíêöèîíàëà φ. Ïpè ýòîì èñêëþ÷èòü ôóíêöèþ r(t) â ïîëó÷åííîì íåpàâåíñòâå íå
óäàåòñÿ (ñpàâíè ñ ïåðåõîäîì îò (1.3) è (2.1) ê (1.1) è (2.2) ñîîòâåòñòâåííî).

Åñëè äëÿ påøåíèÿ (1.3) âìåñòî (3.1) èñïîëüçîâàòü íåïpåpûâíûé ìåòîä èç [10]

z̃(t) = PrΩ̃(z̃(t)− z̃′(t)− γ(t)[Ãz̃(t) + α(t)Ẽz̃(t)− f̃ ]), z̃(t0) = z̃0,

òî ïpè z̃(t)− z̃′(t)− γ(t)[Ãz̃(t) + α(t)Ẽz̃(t)− f̃ ] ̸∈ Ω̃ èìååì z̃(t) = {z(t), φ(z(t))}. Çíà÷èò,
äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ z̃′(t) òðåáóåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèîíàëà φ, â òî âðåìÿ êàê
â ïpîñòîì ïpèëîæåíèè ñìåøàííûõ âàpèàöèîííûõ íåpàâåíñòâ èç [1], c.265 ôóíêöèîíàë φ
ýòèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò. Êpîìå òîãî, ïpè äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè ðàññìîòpåííûõ
âûøå íåïðåpûâíûõ ìåòîäîâ påãóëÿpèçàöèè âîçíèêàþò ïpîáëåìû èç-çà îòñóòñòâèÿ ó îïåpà-
òîpà Ãα ñâîéñòâà ñèëüíîé ìîíîòîííîñòè íà H̃ (ñì. (2.4)), êîòîpûå ëåãêî ïðåîäîëåâàþòñÿ
ïpè äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè îïåpàòîpíîãî ìåòîäà påãóëÿðèçàöèè. Ïîäîáíûå âûâîäû
ìîæíî ñäåëàòü è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ íåïpåpûâíûõ ìåòîäîâ, èñïîëüçóþùèõ påãóëÿpè-
çàöèþ (1.1) ïî ôóíêöèîíàëó.

Òàêèì îáðàçîì, íåïîñpåäñòâåííîå ïpèìåíåíèå èçâåñòíûõ íåïpåpûâíûõ ìåòîäîâ påãó-
ëÿpèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (1.3) íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì. Ïî-
ýòîìó äàëåå ïpè ïîñòpîåíèè íåïpåpûâíûõ ìåòîäîâ äëÿ (1.1) èñïîëüçóåì èíîé ïîäõîä.

Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 äàííûå çàäà÷è (1.1) âîçìóùåíû, à èìåííî, âìåñòî A, f è
φ ïpè âñåõ t ≥ t0 ≥ 0 èçâåñòíû ñåìåéñòâà {A(t)}, {f(t)} è {φ(t)} òàêèå, ÷òî
a) A(t) : H → H � ìîíîòîííûå õåìèíåïpåpûâíûå îïåpàòîðû,

∥A(t)x− Ax∥ ≤ h(t)g(∥x∥) ∀x ∈ H;

b) f(t) ∈ H, ∥f(t)− f∥ ≤ δ(t);
c) φ(t) : H → R1 � ñîáñòâåííûå âûïóêëûå ïîëóíåïpåpûâíûå ñíèçó ôóíêöèîíàëû,

|φ(t)(x)− φ(x)| ≤ σ(t)q(∥x∥) ∀x ∈ H,

çäåñü g(s) è q(s) � ôóíêöèè, ïåpåâîäÿùèå îãpàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â îãðàíè÷åííîå, s ≥
0, h(t), δ(t) è σ(t) � áåñêîíå÷íî ìàëûå ïpè t→ +∞.

Çàìåòèì, ÷òî èç ïpåäïîëîæåíèÿ a) ñëåäóåò îãpàíè÷åííîñòü ñåìåéñòâà îïåpàòîðîâ
{A(t)} ïpè t ≥ t0.

Ïîñòðîèì íåïðåðûâíûé ìåòîä påãóëÿpèçàöèè ïî îïåpàòîpó ïåðâîãî ïîpÿäêà ñëåäóþ-
ùåãî âèäà

(u′(t), u(t)− y) + γ(t)[(A(t)u(t)) + α(t)u(t)− f(t), u(t)− y) +

+ φ(t)(u(t))− φ(t)(y)] ≤ 0 ∀y ∈ H, u(t) ∈ H, (3.3)

u(t0) = u0 ∈ H, (3.4)

ãäå α(t) è γ(t) � ïîëîæèòåëüíûå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, t ≥ t0 ≥ 0, ïðè÷åì α(t)
� âûïóêëàÿ óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ,

lim
t→+∞

α(t) = 0. (3.5)

Íàpÿäó ñ çàäà÷åé (3.3), (3.4) ïpè êàæäîì τ ≥ t0 pàññìîòðèì çàäà÷ó ñ çàìîpîæåííûì
êîýôôèöèåíòîì α(τ) è òî÷íûìè äàííûìè(

dv(t, τ)

dt
, v(t, τ)− y

)
+ γ(t)[(Av(t, τ)) + α(τ)v(t, τ)− f, v(t, τ)− y) +

+ φ(v(t, τ))− φ(y)] ≤ 0 ∀y ∈ H, v(t, τ) ∈ H, (3.6)
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v(t0, τ) = u0. (3.7)

Ïóñòü çàäà÷è (3.3), (3.4) è (3.6), (3.7) èìåþò åäèíñòâåííûå påøåíèÿ êëàññà C1[t0,+∞),
ïpè÷åì påøåíèå u(t) îãðàíè÷åíî íà [t0,+∞).

Óñëîâèå (3.5) è òåîpåìà 1 ãàpàíòèpóþò ñõîäèìîñòü påøåíèÿ xα(τ) ñìåøàííîãî âàpèà-
öèîííîãî íåpàâåíñòâà

(Axα(τ) + α(τ)xα(τ)− f, xα(τ)− y) + φ(xα(τ))− φ(y) ≤ 0, xα(τ) ∈ H ∀y ∈ H (3.8)

ê íîðìàëüíîìó påøåíèþ x∗ íåpàâåíñòâà (1.1) ïpè τ → ∞.
Ïîëîæèì â (3.6) y = xα(τ), à â (3.8), óìíîæåííîì íà γ(t), ïpèìåì y pàâíûì v(t, τ),

è ñëîæèâ ïîëó÷åííûå påçóëüòàòû, ñ ó÷åòîì ìîíîòîííîñòè îïåðàòîpà A ïpèäåì ê íåpà-
âåíñòâó

d∥v(t, τ)− xα(τ)∥2

dt
≤ −2γ(t)α(τ)∥v(t, τ)− xα(τ)∥2, (3.9)

ïpè÷åì ∥v(t0, τ) − xα(τ)∥2 = ∥u0 − xα(τ)∥2 ≤ a1 ïðè âñåõ τ ≥ t0, çäåñü a1 > 0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, (ñì. [6], c.264)

∥v(t, τ)− xα(τ)∥2 ≤ a1exp(−2α(τ)

∫ t

t0

γ(s)ds). (3.10)

Èç ñõîäèìîñòè xα(τ) → x∗ ïpè τ → +∞ è èç (3.10) èìååì îãpàíè÷åííîñòü â ñîâîêóïíîñòè
âåëè÷èí ∥v(t, τ)∥ ïpè t, τ ≥ t0.

Ïóñòü ∫ t

t0

γ(s)ds = +∞; (3.11)

lim
t→∞

α′(t)

γ(t)α2(t)
= 0. (3.12)

Ïîëîæèâ â (3.10) t = τ è ïpèìåíèâ ïpàâèëî Ëîïèòàëÿ ïîä çíàêîì ýêñïîíåíòû, â ñèëó
(3.11) è (3.12) óñòàíîâèì ñõîäèìîñòü ∥v(τ, τ)− xα(τ)∥ ê íóëþ ïpè τ → +∞.

Ïîëàãàÿ â (3.3) y = v(t, τ), à â (3.6) � y = u(t), ïîñëå ñëîæåíèÿ påçóëüòàòîâ ñ ó÷åòîì
ïðåäïîëîæåíèé a) � c) èìååì (ñì. [6], c.266)

d∥u(t)− v(t, τ)∥2

dt
+ 2γ(t)α(t)∥u(t)− v(t, τ)∥2 ≤

≤ a2γ(t)[h(t) + δ(t) + α′(t)(t− τ)]∥u(t)− v(t, τ)∥+

+ 2γ(t)σ(t)[q(∥u(t)∥) + q(∥v(t, τ)∥)], t ≤ τ, a2 > 0. (3.13)

Ñäåëàåì ñëåäóþùèå ïpåäïîëîæåíèÿ:

lim
t→∞

δ(t) + h(t) + σ(t)

α(t)
= 0; (3.14)

lim
t→∞

γ(t)α′(t)

γ2(t)α2(t) + (γ(t)α(t))′
= 0; (3.15)∫ +∞

t0

α(t)γ(t)dt = +∞. (3.16)
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Òîãäà èç (3.13), èñïîëüçóÿ ëåììó èç [6], c.264 è ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ (ñì. [11]), âûâîäèì
ñõîäèìîñòü u(τ) − v(τ, τ) → 0 ïpè τ → ∞. Òàêèì îápàçîì, äîêàçàíà ñòàáèëèçàöèÿ u(t)
ê x∗ ïpè t→ +∞.
Îòìåòèì, ÷òî ïpåäïîëîæåíèÿ (3.5) è (3.16) ïîçâîëÿþò îïóñòèòü óñëîâèå (3.11).

Òåïåðü ïîñòpîèì íåïpåpûâíûé ìåòîä påãóëÿðèçàöèè ïåðâîãî ïîpÿäêà íà îñíîâå ìåòîäà
påãóëÿpèçàöèè ïî ôóíêöèîíàëó. Çàïèøåì îñíîâíóþ è âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è

(ũ′(t), ũ(t)− y) + γ(t)[(A(t)ũ(t))− f(t), ũ(t)− y) + φ(t)(ũ(t)) + α(t)∥ũ(t)∥2 −
− φ(t)(y)− α(t)∥y∥2] ≤ 0 ∀y ∈ H, ũ(t) ∈ H, (3.17)

ũ(t0) = u0 ∈ H, (3.18)

(
dṽ(t, τ)

dt
, ṽ(t, τ)− y

)
+ γ(t)[(Aṽ(t, τ)− f, ṽ(t, τ)− y) + φ(ṽ(t, τ)) +

+ α(τ)∥ṽ(t, τ)∥2 − φ(y)− α(τ)∥y∥2] ≤ 0 ∀y ∈ H, ṽ(t, τ) ∈ H, (3.19)

ṽ(t0, τ) = u0 ∀τ ≥ t0, (3.20)

îäíîçíà÷íàÿ pàçpåøèìîñòü êîòîpûõ â C1[t0,+∞) è îãpàíè÷åííîñòü ũ(t) íà [t0,+∞)
ïpåäïîëàãàþòñÿ.

Ïpèíÿâ â (3.19) y = ξṽ(t, τ) + (1− ξ)zα(τ), ãäå ξ ∈ (0, 1), zα(τ) � påøåíèå påãóëÿpèçî-
âàííîãî ñìåøàííîãî âàpèàöèîííîãî íåpàâåíñòâà

(Azα(τ) − f, zα(τ)− y) + φ(zα(τ)) + α(τ)∥zα(τ)∥2 − φ(y)−
− α(τ)∥y∥2 ≤ 0, zα(τ) ∈ H ∀y ∈ H, (3.21)

ïpèõîäèì ê íåpàâåíñòâó

(1− ξ)

(
dṽ(t, τ)

dt
, ṽ(t, τ)− zα(τ)

)
+ γ(t)(1− ξ)[(Aṽ(t, τ)− f, ṽ(t, τ)− zα(τ))+

+φ(ṽ(t, τ)) + α(τ)∥ṽ(t, τ)∥2 − φ(ξṽ(t, τ)+

+(1− ξ)zα(τ))− α(τ)∥ξṽ(t, τ) + (1− ξ)zα(τ)∥2] ≤ 0.

Ó÷èòûâàÿ çäåñü âûïóêëîñòü φ(x) è ñèëüíóþ âûïóêëîñòü ôóíêöèîíàëà ∥x∥2, ïîñëå ñî-
êpàùåíèÿ íà 1− ξ ïîëó÷àåì íåpàâåíñòâî(

dṽ(t, τ)

dt
, ṽ(t, τ) − zα(τ)

)
+ γ(t)[(Aṽ(t, τ)− f, ṽ(t, τ)− zα(τ)) +

+ φ(ṽ(t, τ))− φ(zα(τ)) + α(τ)(∥ṽ(t, τ)∥2 − ∥zα(τ)∥2) +
+ α(τ)ξ∥ṽ(t, τ)− zα(τ)∥2] ≤ 0. (3.22)

Èç (3.21) ïpè y = ṽ(t, τ) èìååì

(Azα(τ)− f, zα(τ)− ṽ(t, τ)) + φ(zα(τ)) + α(τ)∥zα(τ)∥2 − [φ(ṽ(t, τ)) + α(τ)∥ṽ(t, τ)∥2] ≤ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïpèíÿâ âî âíèìàíèå ìîíîòîííîñòü îïåpàòîpà A, èç (31) âûâîäèì äèô-
ôåpåíöèàëüíîå íåpàâåíñòâî âèäà (3.9) äëÿ ∥ṽ(t, τ) − zα(τ)∥. Òàêèì îápàçîì, â íàøèõ
óñëîâèÿõ äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ê íóëþ ∥ṽ(τ, τ) − zα(τ)∥ ïpè τ → +∞. Óñòàíîâèì, ÷òî
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∥ṽ(τ, τ) − ũ(τ)∥ → 0 ïpè τ → +∞. Äëÿ ýòîãî ïpèìåì â (3.17) y pàâíûì ξũ(t) + (1 −
ξ)ṽ(t, τ), ξ ∈ (0, 1) è ïîäîáíî (3.22) äîêàæåì ñïpàâåäëèâîñòü íåpàâåíñòâà

(ũ′(t), ũ(t)− ṽ(t, τ)) + γ(t)[(A(t)ũ(t)− f(t), ũ(t)− ṽ(t, τ)) + φ(t)(ũ(t))−
− φ(t)(ṽ(t, τ)) + α(t)(∥ũ(t)∥2 − ∥ṽ(t, τ)∥2) + α(t)∥ũ(t)− ṽ(t, τ)∥2] ≤ 0. (3.23)

Êpîìå òîãî, èç (3.19) ïpè y = ũ(t) èìååì(
dṽ(t, τ)

dt
, ṽ(t, τ)− ũ(t)

)
+ γ(t)[(Aṽ(t, τ)− f, ṽ(t, τ)− ũ(t)) + φ(ṽ(t, τ))+

+α(τ)∥ṽ(t, τ)∥2 − φ(ũ(t))− α(τ)∥ũ(t)∥2] ≤ 0.

Ïpèáàâëÿÿ ê (3.23) ïîñëåäíåå íåpàâåíñòâî, ïpèäåì ê íåpàâåíñòâó (ñpàâíè ñ (3.13))

d∥ũ(t)− ṽ(t, τ)∥2

dt
+ 2γ(t)α(t)∥ũ(t)− ṽ(t, τ)∥2 ≤

≤ ã3γ(t)[h(t) + δ(t) + σ(t) + α′(t)(t− τ)], t ≤ τ, ã3 > 0.

Òàêèì îápàçîì, äîêàçàíî óòâåpæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 äàííûå ñìåøàííîãî âàpèàöèîííîãî
íåpàâåíñòâà (1.1) çàäàíû ïðèáëèæåííî, ò.å. âìåñòî A, f è φ èçâåñòíû ñåìåéñòâà
{A(t)}, {f(t)}, {φ(t)}(t ≥ t0 ≥ 0), óäîâëåòâîpÿþùèå óñëîâèÿì a) � c), ýâîëþöèîííûå
çàäà÷è (3.3), (3.4), (3.6), (3.7), (3.17), (3.18) è (3.19), (3.20) îäíîçíà÷íî pàçpåøèìû â
êëàññå ôóíêöèé C1[t0,+∞), ïpè÷åì påøåíèÿ u(t) è ũ(t) îãpàíè÷åíû íà [t0,+∞), γ(t) è
α(t) � ïîëîæèòåëüíûå äèôôåpåíöèpóåìûå ôóíêöèè ïpè t ≥ t0, α(t) âûïóêëà è óáûâàåò,
è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3.5), (3.12), (3.14) � (3.16). Òîãäà

lim
t→+∞

∥u(t)− x∗∥ = lim
t→+∞

∥ũ(t)− x∗∥ = 0,

ãäå x∗ � íîpìàëüíîå påøåíèå ñìåøàííîãî âàpèàöèîííîãî íåpàâåíñòâà (1.1).

Ç à ì å ÷ à í è å 3.1. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ÷èñëî R > 0 è ýëåìåíò x0 ∈ H òàêèå,
÷òî

(Ax− f, x− x0) + φ(x)− φ(x0) > 0 ïðè ∥x∥ ≥ R. (3.24)

Îòìåòèì, ÷òî (3.24) åñòü îäíî èç äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ðàçpåøèìîñòè ñìåøàííîãî
âàpèàöèîííîãî íåpàâåíñòâà (1.1) (ñì. [12], c.187). Ïpåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî

limt→+∞
g(t)

t
≤ G, 0 ≤ G <∞, (3.25)

limt→+∞
q(t)

t2
≤ Q, 0 ≤ Q <∞. (3.26)

Â óñëîâèÿõ (3.24) � (3.26) äîêàæåì îãpàíè÷åííîñòü påøåíèÿ u(t) çàäà÷è (3.3), (3.4) ïpè
t ≥ t0. Ïóñòü ∥u(t)∥ → ∞ ïpè t → +∞. Ïîëîæèâ â (3.3) y = x0 è èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ
a) � c), èìååì(

d(u(t)− x0)

dt
, u(t)− x0

)
+ γ(t)[(Au(t))− f, u(t)− x0) + φ(u(t))− φ(x0)]+
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+γ(t)α(t)

{
∥u(t)∥2 − ∥u(t)∥ ∥x0∥ −

(
h(t)

α(t)
g(∥u(t)∥) + δ(t)

α(t)

)
(∥u(t)∥+ ∥x0∥)−

−σ(t)
α(t)

[q(∥u(t)∥) + q(∥x0∥)]
}

≤ 0.

Â ñèëó (3.24) � (3.26) è (3.14) èç ïîñëåäíåãî íåpàâåíñòâà ïpè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t
âûâîäèì îöåíêó d(∥u(t)− x0∥)/dt ≤ 0. Çíà÷èò, ôóíêöèÿ ρ(t) = ∥u(t)− x0∥ íå âîçpàñòà-
åò ïpè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t, ÷òî ïpîòèâîpå÷èò ïpåäïîëîæåíèþ î íåîãpàíè÷åííîñòè
∥u(t)∥. Àíàëîãè÷íîå óòâåpæäåíèå èìååò ìåñòî è äëÿ påøåíèÿ çàäà÷è (3.17), (3.18).

Ç à ì å ÷ à í è å 3.2. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ïîñòðîåííûõ
â äàííîé ðàáîòå ñìåøàííûõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ìû ïîëüçîâàëèñü òåîðåìîé 8.5 èç
[1], c.265, ãäå ïñåâäîìîíîòîííûé îïåðàòîð ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ îãðàíè÷åííûì(ñì.
òàì æå, ñ.190). Â îñòàëüíûõ ðàññóæäåíèÿõ äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì 1 � 3 îãðàíè÷åííîñòü
A íå èñïîëüçîâàëàñü. Åñëè â [1] ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 8.2 ïðèìåíèòü óòâåðæäå-
íèÿ èç [13], òî òðåáîâàíèå îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà A ìîæíî ñíÿòü.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.3. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñìåøàííîå âàðèàöèîííîå íåðàâåí-
ñòâî (1.1) íå íà âñåì ïðîñòðàíñòâå H, à íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå Ω èç
H. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé òàêèõ íåðàâåíñòâ èìåþòñÿ â [12], c. 187. Èç òåî-
ðåìû 2 âûòåêàåò ñõîäèìîñòü èçó÷åííîãî â äàííîé ðàáîòå ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ
ñìåøàííîãî âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà

(Ax− f, x− y) + φ(x)− φ(y) ≤ 0, x ∈ Ω ∀y ∈ Ω

ïðè íåâîçìóùåííîì ìíîæåñòâå Ω.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.4. Åñëè îïðåäåëåííûì îáðàçîì (ñì. [3] è [4]) óñëîæíèòü ðåãó-
ëÿðèçîâàííûå çàäà÷è, òî îò òðåáîâàíèé (3.25), (3.26) ìîæíî áóäåò îòêàçàòüñÿ.
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First-order regularized continuous methods for mixed

variational inequalities

c⃝ I.P. Ryazantseva2

Abstract. First-order regularized continuous and operator methods by operator and by functional
are constructed for mixed variational inequalities in Hilbert space with monotone operator and
property convex functional. Su�cient conditions of convergence to normal solution of initial
problem are obtained.

Key Words: mixed variational inequality, continuous method, monotone operator, convex
functional.
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