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Î íåêîòîðûõ êëàññàõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ãàçîâîé

äèíàìèêè

c⃝ Ï. À. Âåëüìèñîâ1, Þ. À. Êàçàêîâà2

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåøåíèÿ òèïà ¾áåãóùàÿ âîëíà¿ [1] äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé â ãàçîâîé äèíàìèêå. Ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ
óêàçàííîãî òèïà áåç ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâÿçåé, òðåáóþùåãî àíàëèçà ñîâ-
ìåñòíîñòè ïåðåîïðåäåëåííûõ ñèñòåì [4-6]. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ ïðîñòûõ è
äâîéíûõ âîëí.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, óðàâíåíèÿ
ãàçîâîé äèíàìèêè, áåãóùèå âîëíû, ïðîñòûå âîëíû, äâîéíûå âîëíû.

1. Îáùàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé òèïà ¾áåãóùàÿ âîëíà ðàí-

ãà r¿

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïî-
ðÿäêà:

L

(
x1, x2, ..., xn,Φ,

∂Φ

∂x1

,
∂Φ

∂x2

, ...,
∂Φ

∂xn

, {H}
)

= 0, (1.1)

ãäå x1, x2, . . . , xn - íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, Φ(x1, x2, ..., xn) - èñêîìàÿ ôóíê-
öèÿ, {H} - ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà(
ïðè ýòîì ∂2Φ

∂xk∂xl
= ∂2Φ

∂xl∂xk

)
.

Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Àìïåðà îò ôóíêöèè Φ(x1, x2, ..., xn) ïåðåéäåì ê ôóíêöèè
ω(u1, ..., ur, xr+1, ..., xn)

Φ(x1, x2, ..., xn) = −ω(u1, u2, ..., ur, xr+1, ..., xn) +
r∑

k=1

ukxk, ui =
∂Φ

∂xi

, xi =
∂ω

∂ui

.

Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèé òèïà ¾áåãóùàÿ âîëíà ðàíãà r ¿ ôóíêöèÿ ω ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå:

ω(u1, u2, ..., ur, xr+1, ..., xn) = ω0(u1, u2, ..., ur) +
n−r∑
k=1

ωr+k(u1, u2, ..., ur)xr+k;

xi =
∂ω0

∂ui

+
n−r∑
k=1

∂ωr+k

∂ui

xr+k, i = 1÷ r, r = 1÷ n.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ïðîñòîé âîëíû ( r = 1 ) ñëåäóåò ïåðåéòè îò
ôóíêöèè Φ(x1, x2, ..., xn) ê ôóíêöèè ω(u, x2, ..., xn)

Φ(x1, x2, ..., xn) = −ω(u, x2, ..., xn) + x1u, u =
∂Φ

∂x1

, x1 =
∂ω

∂u
.
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Òîãäà ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Φ(x1, x2, ..., xn) ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

∂Φ

∂xk

= −ωxk
, k = 2÷ n;

∂2Φ

∂x2
1

=
1

ωuu

;
∂2Φ

∂xk∂x1

= −ωxku

ωuu

, k = 2÷ n,

∂2Φ

∂xk∂xm

=
ωxkxmωuu − ωuxk

ωuxm

ωuu

, k,m = 2÷ n; ωuu ̸= 0,

(1.2)

ãäå íèæíèå èíäåêñû ó ôóíêöèè ω(u, x2, ..., xn) îáîçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå. Ïîäñòàâèâ (1.2)
â óðàâíåíèå (1.1), ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ω(u, x2, ..., xn) .
×òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèå ïðîñòîé âîëíû, ôóíêöèþ ω(u, x2, ..., xn) ñëåäóåò èñêàòü â âèäå:

ω(u, x2, ..., xn) = ω0(u) +
n−1∑
k=1

ωk+1(u)xk+1, x1 =
∂ω0

∂u
+

n−1∑
k=1

∂ωk+1

∂u
xk+1.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ äâîéíîé âîëíû ( r = 2 ) ïåðåéäåì îò ôóíêöèè Φ(x1, x2, ..., xn)
ê ôóíêöèè ω(u, v, x3, ..., xn) :

Φ(x1, x2, ..., xn) = −ω(u, v, x3, ..., xn) + ux1 + vx2, u =
∂Φ

∂x1

, v =
∂Φ

∂x2

, x1 =
∂ω

∂u
, x2 =

∂ω

∂v
.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Φ(x1, x2, ..., xn) íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì:

∂Φ

∂xk

= −ωxk
, k = 3÷ n;

∂2Φ

∂x1
2 =

ωvv

∆
;

∂2Φ

∂x2
2 =

ωuu

∆
;

∂2Φ

∂x2∂xk

=
ωuxk

ωuv − ωvxk
ωuu

∆
,

∂2Φ

∂x1∂xk

=
ωvxk

ωuv − ωuxk
ωvv

∆
, k = 3÷ n

∂2Φ

∂xk∂xm

= −ωxkxm −
1

∆
(ωuxk

(ωvxmωuv − ωuxmωvv) + ωvxk
(ωuxmωuv − ωvxmωuu)), k = 3÷ n,

(1.3)
ãäå ∆ = ωuuωvv − ω2

uv ̸= 0 , íèæíèå èíäåêñû ó ôóíêöèè ω(u, v, x3, ..., xn) îáîçíà÷àþò
ïðîèçâîäíûå. Ïîäñòàâèâ (1.3) â óðàâíåíèå (1.1), ïîëó÷èì äëÿ ôóíêöèè ω(u, v, x3, ..., xn)
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, äëÿ êîòîðîãî ðåøåíèå äâîéíîé âîëíû îòûñêèâàåòñÿ â âèäå

ω(u, v, x3, ..., xn) = ω0(u, v) +
n−2∑
k=1

ωk+2(u, v)xk+2,

x1 =
∂ω0

∂u
+

n−2∑
k=1

∂ωk+2

∂u
xk+2, x2 =

∂ω0

∂v
+

n−2∑
k=1

∂ωk+2

∂v
xk+2.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (1.1), êîãäà èñêîìàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò îò êîîð-
äèíàò x , y , z è âðåìåíè t :

L(x, y, z, t,Φ,
∂Φ

∂x
,
∂Φ

∂y
,
∂Φ

∂z
,
∂Φ

∂t
,
∂2Φ

∂x2
,
∂2Φ

∂y2
,
∂2Φ

∂z2
,
∂2Φ

∂t2
,
∂2Φ

∂x∂y
,
∂2Φ

∂x∂z
,
∂2Φ

∂x∂t
,
∂2Φ

∂z∂y
,
∂2Φ

∂t∂y
,
∂2Φ

∂z∂t
) = 0.

(1.4)
Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ ïðîñòîé âîëíû ïåðåéäåì â óðàâíåíèè (1.4) îò ôóíêöèè
Φ(x, y, z, t) ê ôóíêöèè ω(u, y, z, t) :

Φ(x, y, z, t) = −ω(u, y, z, t) + xu, u =
∂Φ

∂x
, x =

∂ω

∂u
. (1.5)

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 4



16 Ï. À. Âåëüìèñîâ, Þ. À. Êàçàêîâà

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìóëàì

Φy = −ωy; Φz = −ωz; Φt = −ωt; Φxx =
1

ωuu

; Φxt = −
ωut

ωuu

; Φxy = −
ωuy

ωuu

;

Φxz = −
ωuz

ωuu

; Φyy =
ω2
uy − ωyyωuu

ωuu

; Φyt =
ωuyωut − ωytωuu

ωuu

; Φyz =
ωuyωuz − ωyzωuu

ωuu

;

Φzz =
ω2
uz − ωzzωuu

ωuu

; Φzt =
ωuzωut − ωztωuu

ωuu

; Φtt =
ω2
ut − ωttωuu

ωuu

.

(1.6)
Ïîäñòàâèâ (1.6) â óðàâíåíèå (1.4), ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè
ω(u, y, z, t) :

N(u, y, z, t, ω, ωu, ωy, ωz, ωt, ωuu, ωut, ωuy, ωuz, ωtt, ωyt, ωzt, ωyz, ωyy, ωzz) = 0.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ïðîñòîé âîëíû ôóíêöèÿ ω(u, y, z, t) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

ω(u, y, z, t) = ω0(u) + ω1(u)y + ω2(u)z + ω3(u)t. (1.7)

Òîãäà x = ω
′
0(u) + ω

′
1(u)y + ω

′
2(u)z + ω

′
3(u)t , Φy = −ω1(u) , Φz = −ω2(u) , Φt = −ω3(u) .

Â ñëó÷àå ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ äâîéíîé âîëíû ïåðåéäåì îò ôóíêöèè Φ(x, y, z, t) ê ôóíê-
öèè ω(u, v, z, t) :

Φ(x, y, z, t) = −ω(u, v, z, t) + xu+ yv, u =
∂Φ

∂x
, v =

∂Φ

∂y
, x =

∂ω

∂u
, y =

∂ω

∂v
. (1.8)

Òîãäà ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì:

Φz = −ωz; Φt = −ωt; Φyt =
ωutωuv − ωvtωuu

∆
; Φyz =

ωuzωuv − ωvzωuu

∆
;

Φxx =
ωvv

∆
; Φxt =

−ωutωvv + ωvtωuv

∆
; Φxy =

−ωuv

∆
; Φxz =

−ωuzωvv + ωvzωuv

∆
;

Φyy =
ωuu

∆
; Φzz = −ωzz −

1

∆
(ωuz(ωvzωuv − ωuzωvv) + ωvz(ωuzωuv − ωvzωuu));

Φtt = −ωtt −
1

∆
(ωut(ωvtωuv − ωutωvv) + ωvt(ωutωuv − ωvtωuu));

Φzt = −ωzt −
1

∆
(ωuz(ωvtωuv − ωutωvv) + ωvz(ωutωuv − ωvtωuu));

ãäå ∆ = ωuuωvv − ω2
uv ̸= 0 . Äëÿ ôóíêöèè ω(u, v, z, t) ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-

íèå:
N(u, v, z, t, ω, ωu, ωv, ωt, ωz, ωuu, ωut, ωuv, ωuz, ωtt, ωvt, ωzt, ωvz, ωvv, ωzz) = 0.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ äâîéíîé âîëíû ôóíêöèÿ ω(u, v, z, t) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

ω(u, v, z, t) = ω0(u, v) + ω1(u, v)z + ω2(u, v)t.

Çàìå÷àíèå. Åñëè óðàâíåíèå (1.4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå, â êî-
òîðîì èñêîìàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò îò äâóõ ïåðåìåííûõ:

f1(Φx,Φy)Φxx + f2(Φx,Φy)Φxy + f3(Φx,Φy)Φyy = 0, (1.9)

òî ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.8), êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì
Ëåæàíäðà:

Φ(x, y) = −ω(u, v) + xu+ yv, u =
∂Φ

∂x
, v =

∂Φ

∂y
, x =

∂ω

∂u
, y =

∂ω

∂v
, (1.10)
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äëÿ ôóíêöèè ω(u, v) ïîëó÷èì ëèíåéíîå óðàâíåíèå:

f1(u, v)ωvv − f2(u, v)ωuv + f3(u, v)ωuu = 0.

Àíàëîãè÷íî, óðàâíåíèå áîëåå îáùåãî âèäà

f1(Φx,Φy)Φxx + f2(Φx,Φy)Φxy + f3(Φx,Φy)Φyy + f4(x, y,Φx,Φy)(ΦxxΦyy − Φ2
xy) = 0,

f4(x, y,Φx,Φy) = f 0
4 (Φx,Φy) + f 0

5 (Φx,Φy)x+ f 0
6 (Φx,Φy)y

ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.10) òàêæå ïðèâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó:

f1(u, v)ωvv − f2(u, v)ωuv + f3(u, v)ωuu + f 0
4 (u, v) + f 0

5 (u, v)ωu + f 0
6 (u, v)ωv = 0.

2. Ðåøåíèÿ òèïà ¾ïðîñòàÿ âîëíà¿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè

Ïîñòðîèì ðåøåíèå òèïà ¾ïðîñòàÿ âîëíà¿ äëÿ óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî áåçâèõðåâûå
èçýíòðîïè÷åñêèå íåóñòàíîâèâøèåñÿ òðåõìåðíûå òå÷åíèÿ ãàçà èëè æèäêîñòè:

Φtt + 2ΦxΦxt + 2ΦyΦyt + 2ΦzΦzt + 2ΦxΦzΦxz + 2ΦzΦyΦzy + 2ΦxΦyΦxy + Φ2
xΦxx+

+Φ2
yΦyy + Φ2

zΦzz −
[
a20 +

χ−1
2
V 2
0 − (χ− 1)

(
Φt +

1
2
Φ2

x +
1
2
Φ2

y +
1
2
Φ2

z

)]
(Φxx + Φyy + Φzz) = 0

(2.1)
ãäå a0 - ñêîðîñòü çâóêà â îäíîðîäíîì ïîòîêå; V0 - ñêîðîñòü îäíîðîäíîãî ïîòîêà; χ =
cp
cv

= const ; cp , cv - êîýôôèöèåíòû òåïëîåìêîñòè. Ôóíêöèþ Φ(x, y, z, t) ïðåäñòàâèì â
âèäå (1.5), òîãäà äëÿ ôóíêöèè ω(u, y, z, t) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

ω2
ut − ωttωuu − 2uωut − 2ωy(ωuyωut − ωytωuu)− 2ωz(ωuzωut − ωztωuu) + 2uωzωuz+

+2ωzωy(ωuyωuz − ωyzωuu) + 2uωyωuy + u2 + ω2
y(ω

2
uy − ωyyωuu) + ω2

z(ω
2
uz − ωzzωuu)−

−
[
a20 +

χ−1
2
V 2
0 − (χ− 1)

(
−ωt +

1
2
u2 + 1

2
ω2
y +

1
2
ω2
z

)] (
1 + (ω2

uy − ωyyωuu) + (ω2
uz − ωzzωuu)

)
= 0

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ïðîñòîé âîëíû ôóíêöèÿ ω(u, y, z, t) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (1.7).
Òîãäà ïîëó÷èì îäíî îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ òðåõ ôóíêöèé ω1(u) ,
ω2(u) , ω3(u) :

(ω
′
3)

2 − 2uω
′
3 − 2ω1ω

′
1ω

′
3 − 2ω2ω

′
2ω

′
3 + 2uω2ω

′
2 + 2ω1ω2ω

′
1ω

′
2 + 2uω1ω

′
1 + u2 + ω2

1(ω
′
1)

2+
+ω2

2(ω
′
2)

2 −
[
a20 +

χ−1
2
V 2
0 − (χ− 1)

(
−ω3 +

1
2
u2 + 1

2
ω2
1 +

1
2
ω2
2

)] (
1 + (ω

′
1)

2 + (ω
′
2)

2
)
= 0

Äâå èç ôóíêöèé ω1(u) , ω2(u) , ω3(u) ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíî, ïðîèçâîëüíîé îñòà-
åòñÿ òàêæå ôóíêöèÿ ω0(u) . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò òðåõ ïðî-
èçâîëüíûõ ôóíêöèé: x = ω

′
0(u) + ω

′
1(u)y + ω

′
2(u)z + ω

′
3(u)t , Φy = −ω1(u) , Φz = −ω2(u) ,

Φt = −ω3(u) . Ñêîðîñòü ãàçà V , äàâëåíèå P , ïëîòíîñòü ρ , ñêîðîñòü çâóêà a íàõîäÿòñÿ
ïî ôîðìóëàì:

V =
√

Φ2
x + Φ2

y + Φ2
z =

√
u2 + ω2

1(u) + ω2
2(u);(

P

P0

)χ−1
χ

=

(
ρ

ρ0

)χ−1

=

(
a

a0

)2

= 1 +
χ− 1

2

V 2
0

a20
− χ− 1

a20
(Φt +

1

2
Φ2

x +
1

2
Φ2

y) =

= 1 +
χ− 1

2

V 2
0

a20
− χ− 1

a20
(−ω3(u) +

1

2
u2 +

1

2
ω2
1)

Â ñëó÷àå, êîãäà òå÷åíèå îäíîìåðíîå (Φy = 0,Φz = 0) è íåñòàöèîíàðíîå, óðàâíåíèå (2.1)
ïðèíèìàåò âèä:

Φtt + 2ΦxΦxt + Φ2
xΦxx −

[
a20 +

χ− 1

2
V 2
0 − (χ− 1)

(
Φt +

1

2
Φ2

x

)]
Φxx = 0
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ïðîñòîé âîëíû ïåðåéäåì îò ôóíêöèè Φ(x, t) ê ôóíêöèè ω(u, t) .
Òîãäà ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ω(u, t) :

ω2
ut − ωttωuu − 2uωut + u2 −

[
a20 +

χ− 1

2
V 2
0 − (χ− 1)

(
−ωt +

1

2
u2

)]
= 0

Çàäàâàÿ ôóíêöèþ ω(u, t) â âèäå ω(u, t) = ω0(u) + ω3(u)t , ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå äëÿ ω3(u) :

(ω
′

3)
2 − 2uω

′

3 + u2 −
[
a20 +

χ− 1

2
V 2
0 − (χ− 1)

(
−ω3 +

1

2
u2

)]
= 0.

Ôóíêöèÿ ω0(u) îñòàåòñÿ ïðîèçâîëüíîé, ò.å. ïîëó÷åíî ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò îäíîé ïðîèç-
âîëüíîé ôóíêöèè: x = ω

′
0(u) + ω

′
3(u)t .

Åñëè òå÷åíèå äâóìåðíîå (Φz = 0 ) è ñòàöèîíàðíîå (Φt = 0 ), òî óðàâíåíèå (2.1) ïðèìåò
âèä:

2ΦxΦyΦxy+Φ2
xΦxx+Φ2

yΦyy−
[
a20 +

χ− 1

2
V 2
0 − (χ− 1)

(
1

2
Φ2

x +
1

2
Φ2

y

)]
(Φxx + Φyy) = 0 (2.2)

Ïîñëå ïåðåõîäà îò ôóíêöèè Φ(x, y) ê ôóíêöèè ω(u, y) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

2uωyωuy+u2+ω2
y(ω

2
uy−ωyyωuu)−

[
a20 +

χ− 1

2
V 2
0 − (χ− 1)

(
1

2
u2 +

1

2
ω2
y

)] (
1 + (ω2

uy − ωyyωuu)
)
= 0

Ïðåäñòàâëÿÿ ðåøåíèå ïðîñòîé âîëíû â âèäå ω(u, y) = ω0(u) + ω1(u)y , ïîëó÷èì óðàâíåíèå
äëÿ ω1(u) :

2uω1ω
′

1 + u2 + ω2
1(ω

′

1)
2 −

[
a20 +

χ− 1

2
V 2
0 − (χ− 1)

(
1

2
u2 +

1

2
ω2
1

)](
1 + (ω

′

1)
2
)
= 0

Ïîëó÷åíî ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò îäíîé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ω0(u) : x = ω
′
0(u)+ω

′
1(u)y .

3. Ðåøåíèÿ ïðîñòîé âîëíû äëÿ ïðèáëèæåííûõ óðàâíåíèé â ãàçî-

âîé äèíàìèêå

Ëèíåéíîå ðàçëîæåíèå. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî èìåþò ìåñòî ìàëûå âîçìóùåíèÿ îäíîðîä-
íîãî ïîòîêà, äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ V â íàïðàâëåíèè îñè Ox, ïðåäñòàâèì Φ(x, y, z, t)
â âèäå:

Φ(x, y, z, t) = V0x+ εφ(x, y, z, t) + ..., ãäå ε≪ 1.

Òîãäà, îñòàâëÿÿ â (2.1) ñòàðøèå ÷ëåíû (ïîðÿäêà ε ), ïîëó÷èì ëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ
ôóíêöèè φ(x, y, z, t) :

φtt + 2V0φxt + V 2
0 φxx − a20(φxx + φyy + φzz) = 0. (3.1)

Óðàâíåíèå (3.1) - àñèìïòîòè÷åñêîå óðàâíåíèå ëèíåéíîé òåîðèè. Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ
ïðîñòîé âîëíû äëÿ óðàâíåíèÿ (3.1) ïåðåéäåì ïî ôîðìóëå (1.5) îò ôóíêöèè φ(x, y, z, t) ê
ôóíêöèè ω(u, y, z, t) . Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ ω(u, y, z, t) áóäåò èìåòü âèä:

ω2
ut − ωttωuu − 2V0ωut + V 2

0 − a20(1 + (ω2
uy − ωyyωuu) + (ω2

uz − ωzzωuu)) = 0.
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Ðåøåíèå ïðîñòîé âîëíû îòûñêèâàåòñÿ â âèäå (1.7). Òîãäà ïîëó÷èì îäíî îáûêíîâåííîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ òðåõ ôóíêöèé ω1(u) , ω2(u) , ω3(u) :

(ω
′

3)
2 − 2V0ω

′

3 + V 2
0 − a20(1 + (ω

′

1)
2 + (ω

′

2)
2) = 0.

Äâå èç ôóíêöèé ω1(u) , ω2(u) , ω3(u) ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíî. Ïðîèçâîëüíîé òàêæå
îñòàåòñÿ ôóíêöèÿ ω0(u) . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò òðåõ ïðîèç-
âîëüíûõ ôóíêöèé: x = ω

′
0(u) + ω

′
1(u)y + ω

′
2(u)z + ω

′
3(u)t .

Äëÿ íåóñòàíîâèâøåãîñÿ îäíîìåðíîãî òå÷åíèÿ (φy = 0 , φz = 0 ) óðàâíåíèå (3.1) ïðèíè-
ìàåò âèä:

φtt + 2V0φxt + V 2
0 φxx − a20φxx = 0. (3.2)

Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ ïðîñòîé âîëíû ýòîãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî ïåðåéòè îò ôóíê-
öèè φ(x, t) ê ôóíêöèè ω(u, t) . Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ ω(u, t) çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

ω2
ut − ωttωuu − 2V0ωut + V 2

0 − a20 = 0.

Çàäàâàÿ ôóíêöèþ ω(u, t) â âèäå ω(u, t) = ω0(u) + ω3(u)t , ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå äëÿ ω3(u) : (ω

′

3)
2 − 2V0ω

′

3 + V 2
0 − a20 = 0 , îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî: ω3(u) =

(V0 ± a0)u+C . Ôóíêöèÿ ω0(u) îñòàåòñÿ ïðîèçâîëüíîé. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åíî ðåøåíèå,
çàâèñÿùåå îò îäíîé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè: x = ω

′
0(u) + (V0 ± a0)t . Òîãäà

u = f(x− (V0 ± a0)t), (3.3)

ò.å. ïîëó÷åíî ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå âîçìóùåíèÿ, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âíèç (çíàê ¾+¿)
èëè ââåðõ (çíàê ¾-¿) ïî òå÷åíèþ. Çàìåòèì, ÷òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.2) èìååò âèä:
φ(x, t) = f(x − (V0 + a0)t) + g(x − (V0 − a0)t) , ãäå f , g - ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Ýòî
ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ ðåøåíèé, ïîëó÷àþùèõñÿ èç (3.3) ïðè âûáîðå çíàêà ¾-¿ è
çíàêà ¾+¿.

Äëÿ ïëîñêèõ (φz = 0 ) óñòàíîâèâøèõñÿ (φt = 0 ) òå÷åíèé ñîãëàñíî (3.1), èìååì óðàâíå-
íèå (âîëíîâîå ïðè M0 > 1 ; ïðèâîäÿùååñÿ ê óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ïðè M0 < 1 ):

(M2
0 − 1)φxx − φyy = 0, (3.4)

ãäå M0 =
V0

a0
- ÷èñëî Ìàõà. Ïîñëå ïåðåõîäà îò ôóíêöèè φ(x, y) ê ôóíêöèè ω(u, y) ,

ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ω(u, y) :

M2
0 − 1− (ω2

uy − ωyyωuu) = 0.

Çàäàâàÿ ôóíêöèþ ω(u, y) â âèäå ω(u, y) = ω0(u)+ω1(u)y , äëÿ ω1(u) ïîëó÷èì äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå: M2

0 −1− (ω
′
1)

2 = 0 , îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ïðè M0 > 1 :
ω1(u) = ±u

√
M2

0 − 1+C . Ôóíêöèÿ ω0(u) îñòàåòñÿ ïðîèçâîëüíîé. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åíî
ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò îäíîé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè:

x = ω
′

0(u)± y
√

M2
0 − 1, u = f(x∓ y

√
M2

0 − 1). (3.5)

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèÿ, âîçíèêàþùåãî ïðè ñâåðõ-
çâóêîâîì (V0 > a0) îáòåêàíèè ïðîôèëÿ. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.4) èìååò âèä:
φ(x, y) = f(x − y

√
M2

0 − 1) + g(x + y
√
M2

0 − 1) , ãäå f , g - ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Îíî
ñîñòîèò èç äâóõ ðåøåíèé, ïîëó÷àåìûõ èç (3.5) ïðè âûáîðå çíàêà ¾+¿ è çíàêà ¾-¿.
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Òðàíñçâóêîâîå ðàçëîæåíèå. à) Äëÿ òå÷åíèé, ñêîðîñòü êîòîðûõ áëèçêà ê ñêîðîñòè
çâóêà, ðàññìîòðèì òðàíñçâóêîâîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè Φ(x, y, z, t) :

Φ(x, y, z, t) = V0x+ε2φ(x, y, z, t), ãäå x = εx, y =
√
εy, z =

√
εz, t = t, ε≪ 1, V 2

0 −a20 ∼ ε.

Ïîäñòàâëÿÿ â (2.1) è îñòàâëÿÿ ÷ëåíû ïîðÿäêà ε , ïîëó÷èì íåëèíåéíîå óðàâíåíèå òðàíñ-
çâóêîâîé òåîðèè äâèæåíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà:

2V0φxt + V 2
0 φxx + V0(χ+ 1)φxφxx − a20(φxx + φyy + φzz) = 0. (3.6)

Óðàâíåíèå (3.6) îïèñûâàåò òå÷åíèÿ, ñîäåðæàùèå êàê îáëàñòè ñ äîçâóêîâîé ñêîðîñòüþ, òàê
è îáëàñòè ñî ñâåðõçâóêîâîé ñêîðîñòüþ. Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ òèïà "ïðîñòàÿ âîëíà"
äëÿ óðàâíåíèÿ (3.6) ïåðåéäåì îò ôóíêöèè φ(x, y, z, t) ê ôóíêöèè ω(u, y, z, t) ïî ôîðìóëå
(1.5). Óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ω(u, y, z, t) çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

−2V0ωut + V 2
0 + V0(χ+ 1)u− a20(1 + (ω2

uy − ωyyωuu) + (ω2
uz − ωzzωuu)) = 0.

Ôóíêöèþ ω(u, y, z, t) çàäàäèì â âèäå (1.7). Òîãäà ïîëó÷èì îäíî îáûêíîâåííîå äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ òðåõ ôóíêöèé ω1(u) , ω2(u) , ω3(u) , äâå èç êîòîðûõ ìîæíî
âûáðàòü ïðîèçâîëüíî:

(V 2
0 − a20)− 2V0ω

′

3 + V0(χ+ 1)u− a20((ω
′

1)
2 + (ω

′

2)
2) = 0.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ω0(u) òàêæå ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, ïîëó÷åíî ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò
òðåõ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé: x = ω

′
0(u) + ω

′
1(u)y + ω

′
2(u)z + ω

′
3(u)t .

Ïîñòðîèì ðåøåíèå ïðîñòîé âîëíû äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî îäíîìåðíîãî òå÷åíèÿ (â (3.6)
φy = 0 , φz = 0 ). Ïîñëå ïåðåõîäà îò ôóíêöèè φ(x, t) ê ôóíêöèè ω(u, t) ïîëó÷èì óðàâíåíèå
äëÿ ôóíêöèè ω(u, t) :

−2V0ωut + V 2
0 + V0(χ+ 1)u− a20 = 0. (3.7)

Ôóíêöèÿ ω(u, t) çàäàåòñÿ â âèäå ω(u, t) = ω0(u)+ω3(u)t . Òîãäà ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå äëÿ ω3(u) : −2V0ω

′
3+V 2

0 −a20+V0(χ+1)u = 0 , îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò

âèä: ω3(u) =
χ+ 1

4
u2 +

V 2
0 − a20
2V0

u + C . Ôóíêöèÿ ω0(u) îñòàåòñÿ ïðîèçâîëüíîé. Ïîëó÷åíî

ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò îäíîé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè: x = ω
′

0(u)+
1

2V0

(V0(χ+1)u+V 2
0 −a20)t .

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå ïðîñòîé âîëíû ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(3.7).

Â ñëó÷àå, êîãäà òå÷åíèå äâóìåðíîå óñòàíîâèâøååñÿ (φz = 0 , φt = 0 ), óðàâíåíèå (3.6)
áóäåò èìåòü âèä:

V 2
0 φxx + V0(χ+ 1)φxφxx − a20(φxx + φyy) = 0.

Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ ïðîñòîé âîëíû ïåðåéäåì îò ôóíêöèè φ(x, y) ê ôóíêöèè ω(u, y) .
Òîãäà äëÿ ôóíêöèè ω(u, y) ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

V 2
0 + V0(χ+ 1)u− a20(1 + (ω2

uy − ωyyωuu)) = 0.

Ôóíêöèþ ω(u, y) çàäàäèì â âèäå: ω(u, y) = ω0(u)+ω1(u)y . Äëÿ ω1(u) ïîëó÷èì óðàâíåíèå:
(V 2

0 − a20) + V0(χ + 1)u − a20(ω
′
1)

2 = 0 . Òîãäà ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò îäíîé ïðîèçâîëüíîé

ôóíêöèè ω0(u) , áóäåò èìåòü âèä: x = ω
′
0 +

y

a0

√
(V 2

0 − a20) + V0(χ+ 1)u .

á) Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (3.6), êîãäà ñêîðîñòü îäíîðîäíîãî ïîòîêà V0

ðàâíà ñêîðîñòè çâóêà â îäíîðîäíîì ïîòîêå a0 . Òîãäà ïîëó÷èì àñèìïòîòè÷åñêîå òðàíñçâó-
êîâîå óðàâíåíèå:

2φxt + (χ+ 1)φxφxx − a0(φyy + φzz) = 0. (3.8)
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Ïîñëå ïåðåõîäà ê ôóíêöèè ω(u, y, z, t) ïî ôîðìóëå (1.5) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ôóíê-
öèè ω(u, y, z, t) :

−2ωut + (χ+ 1)u− a0((ω
2
uy − ωyyωuu) + (ω2

uz − ωzzωuu)) = 0.

Ôóíêöèþ ω(u, y, z, t) çàäàäèì â âèäå (1.7). Òîãäà ïîëó÷èì îäíî îáûêíîâåííîå äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ òðåõ ôóíêöèé ω1(u) , ω2(u) , ω3(u) , äâå èç êîòîðûõ ìîæíî
âûáðàòü ïðîèçâîëüíî:

−2ω′

3 + (χ+ 1)u− a0((ω
′

1)
2 + (ω

′

2)
2) = 0.

Òàê êàê ω0(u) åñòü ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî ïîëó÷åíî ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò òðåõ ïðî-
èçâîëüíûõ ôóíêöèé: x = ω

′
0(u) + ω

′
1(u)y + ω

′
2(u)z + ω

′
3(u)t .

Äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî îäíîìåðíîãî òå÷åíèÿ (â (3.8) φy = 0 , φz = 0 ) ïîñëå ïåðåõîäà îò
ôóíêöèè φ(x, t) ê ôóíêöèè ω(u, t) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ω(u, t) :

−2ωut + (χ+ 1)u = 0. (3.9)

Ôóíêöèÿ ω(u, t) çàäàåòñÿ â âèäå ω(u, t) = ω0(u) + ω3(u)t . Òîãäà ïîëó÷èì äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ω3(u) : −2ω

′
3 + (χ + 1)u = 0 , îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä:

ω3(u) =
χ+ 1

4
u2 + C . Ôóíêöèÿ ω0(u) îñòàåòñÿ ïðîèçâîëüíîé. Ïîëó÷åíî ðåøåíèå, çàâè-

ñÿùåå îò îäíîé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè: x = ω
′

0(u) +
(χ+ 1)

2
ut . Ðåøåíèå ïðîñòîé âîëíû

ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.9).
Â ñëó÷àå, êîãäà òå÷åíèå äâóìåðíîå óñòàíîâèâøååñÿ (φz = 0 , φt = 0 ), óðàâíåíèå (3.8)

áóäåò èìåòü âèä:
(χ+ 1)φxφxx − a0φyy = 0.

Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ ïðîñòîé âîëíû ïåðåéäåì îò ôóíêöèè φ(x, y) ê ôóíêöèè ω(u, y) .
Òîãäà äëÿ ôóíêöèè ω(u, y) ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

(χ+ 1)u− a0(ω
2
uy − ωyyωuu) = 0.

Ôóíêöèþ ω(u, y) çàäàäèì â âèäå: ω(u, y) = ω0(u)+ω1(u)y . Äëÿ ω1(u) ïîëó÷èì óðàâíåíèå:
(χ+ 1)u− a0(ω

′
1)

2 = 0 . Òîãäà ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò îäíîé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ω0(u) ,

ñóùåñòâóåò ëèøü ïðè u > 0 è èìååò âèä: x = ω
′
0 +

y

a0

√
a0(χ+ 1)u .

â) Óòî÷íèì óðàâíåíèå (3.6), äîáàâèâ â íåãî ëèíåéíûé ÷ëåí ïîðÿäêà ε2 òðàíñçâóêîâîãî
ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè Φ(x, y, z, t) . Òîãäà ïîëó÷èì ñîñòàâíîå óðàâíåíèå:

φtt + 2V0φxt + V 2
0 φxx + V0(χ+ 1)φxφxx − a20(φxx + φyy + φzz) = 0. (3.10)

Ýòî óðàâíåíèå ñîäåðæèò âñå ÷ëåíû êàê óðàâíåíèÿ (3.1), òàê è óðàâíåíèÿ (3.6). Ïðè
ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ òèïà ¾ïðîñòàÿ âîëíà¿ äëÿ óðàâíåíèÿ (3.10) ïåðåéäåì îò ôóíêöèè
φ(x, y, z, t) ê ôóíêöèè ω(u, y, z, t) ïî ôîðìóëå (1.5). Óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ω(u, y, z, t)
çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

ω2
ut − ωttωuu − 2V0ωut + V 2

0 + V0(χ+ 1)u− a20(1 + (ω2
uy − ωyyωuu) + (ω2

uz − ωzzωuu)) = 0.

Ïðåäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ ω(u, y, z, t) â âèäå (1.7), ïîëó÷èì îäíî îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå äëÿ òðåõ ôóíêöèé ω1(u) , ω2(u) , ω3(u) , äâå èç êîòîðûõ ìîæíî âûáðàòü
ïðîèçâîëüíî:

(ω
′

3)
2 − 2V0ω

′

3 + (V 2
0 − a20) + V0(χ+ 1)u− a20((ω

′

1)
2 + (ω

′

2)
2) = 0.
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Òàê êàê ω0(u) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé, òî ïîëó÷åíî ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò òðåõ
ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé: x = ω

′
0(u) + ω

′
1(u)y + ω

′
2(u)z + ω

′
3(u)t .

Ïîñòðîèì ðåøåíèå ïðîñòîé âîëíû â ñëó÷àå íåñòàöèîíàðíîãî îäíîìåðíîãî òå÷åíèÿ (â
(3.10) φy = 0 , φz = 0 ). Ïîñëå ïåðåõîäà îò ôóíêöèè φ(x, t) ê ôóíêöèè ω(u, t) ïîëó÷èì
óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ω(u, t) :

ω2
ut − ωttωuu − 2V0ωut + V 2

0 + V0(χ+ 1)u− a20 = 0. (3.11)

Ôóíêöèþ ω(u, t) çàäàäèì â âèäå ω(u, t) = ω0(u) + ω3(u)t . Òîãäà ïîëó÷èì äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ω3(u) : (ω

′
3)

2 − 2V0ω
′
3 + V 2

0 − a20 + V0(χ + 1)u = 0 , îáùåå ðå-

øåíèå êîòîðîãî èìååò âèä: ω3(u) = V0u ∓
2

3V0(χ+ 1)
(a20 − V0(χ + 1)u)

3
2 + C . Òàêèì

îáðàçîì, ïîëó÷åíî ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò îäíîé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ω0(u) : x =

ω
′

0(u) + (V0 ±
√

a20 − V0(χ+ 1)u)t .

Åñëè òå÷åíèå äâóìåðíîå óñòàíîâèâøååñÿ (φz = 0 , φt = 0 ), òî óðàâíåíèå (3.10) ïðè-
íèìàåò âèä óðàâíåíèÿ (3.6) â äâóìåðíîì óñòàíîâèâøåìñÿ ñëó÷àå.

ã) Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (3.10) äëÿ îïèñàíèÿ îêîëîçâóêîâûõ òå÷åíèé ãàçà èñïîëüçóþò
òàêæå ñëåäóþùåå ñîñòàâíîå óðàâíåíèå:

φtt + 2V0φxt + V 2
0 φxx + [V0(χ+ 1)φx + (χ− 1)φt]φxx − a20(φxx + φyy + φzz) = 0. (3.12)

Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ òèïà ¾ïðîñòàÿ âîëíà¿ äëÿ óðàâíåíèÿ (3.12) ïåðåéäåì îò ôóíêöèè
φ(x, y, z, t) ê ôóíêöèè ω(u, y, z, t) ïî ôîðìóëå (1.5). Óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ω(u, y, z, t)
çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

ω2
ut−ωttωuu−2V0ωut+V 2

0 +[V0(χ+1)u−(χ−1)ωt]−a20(1+(ω2
uy−ωyyωuu)+(ω2

uz−ωzzωuu)) = 0.

Ôóíêöèþ ω(u, y, z, t) çàäàäèì â âèäå (1.7). Òîãäà ïîëó÷èì îäíî îáûêíîâåííîå äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ òðåõ ôóíêöèé ω1(u) , ω2(u) , ω3(u) , äâå èç êîòîðûõ ìîæíî
âûáðàòü ïðîèçâîëüíî:

(ω
′

3)
2 − 2V0ω

′

3 + (V 2
0 − a20) + V0(χ+ 1)u− (χ− 1)ω3 − a20((ω

′

1)
2 + (ω

′

2)
2) = 0.

Òàê êàê ω0(u) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé, òî ïîëó÷åíî ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò òðåõ
ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé: x = ω

′
0(u) + ω

′
1(u)y + ω

′
2(u)z + ω

′
3(u)t .

Ïîñòðîèì ðåøåíèå ïðîñòîé âîëíû â ñëó÷àå íåñòàöèîíàðíîãî îäíîìåðíîãî òå÷åíèÿ (â
(3.12) φy = 0 , φz = 0 ). Ïîñëå ïåðåõîäà îò ôóíêöèè φ(x, t) ê ôóíêöèè ω(u, t) ïîëó÷èì
óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ω(u, t) :

ω2
ut − ωttωuu − 2V0ωut + V 2

0 + V0(χ+ 1)u− (χ− 1)ωt − a20 = 0. (3.13)

Çàäàâàÿ ôóíêöèþ ω(u, t) â âèäå ω(u, t) = ω0(u) + ω3(u)t , ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå äëÿ ω3(u) : (ω

′
3)

2− 2V0ω
′
3 + V 2

0 − a20 + V0(χ+1)u− (χ− 1)ω3 = 0 , îáùåå ðåøåíèå
êîòîðîãî ìîæíî íàéòè. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò îäíîé ïðîèçâîëü-
íîé ôóíêöèè ω0(u) .

4. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèé äâîéíîé âîëíû óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíà-

ìèêè

a) Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîñòðîèì ðåøåíèå äâîéíîé âîëíû äëÿ óðàâíåíèÿ (2.2), îïè-
ñûâàþùåãî áåçâèõðåâûå èçýíòðîïè÷åñêèå äâóìåðíûå óñòàíîâèâøèåñÿ òå÷åíèÿ ãàçà èëè
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æèäêîñòè. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå èìååò âèä (1.9), ïîýòîìó ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëåæàíäðà (1.10) äëÿ ôóíêöèè ω(u, v) ïîëó÷èì ëèíåéíîå óðàâíåíèå:

−2uvωuv + u2ωvv + v2ωuu −
[
a20 +

χ− 1

2
V 2
0 − (χ− 1)

(
1

2
u2 +

1

2
v2
)]

(ωvv + ωuu) = 0. (4.1)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.1) ìîæíî èñêàòü â âèäå ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò ξ : ω = f(ξ) , ãäå
ξ = u2 + v2 . Äëÿ ôóíêöèè f(ξ) ïîëó÷èì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

ξf
′
(ξ)− [2a20 + (χ− 1)(V 2

0 − ξ)](f
′
(ξ)− ξf

′′
(ξ)) = 0,

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî f(ξ, C1, C2) =

∫
e
∫
h(ξ)dξ+C1dξ + C2 , ãäå h(ξ) =

2a20 + (χ− 1)V 2
0 − χξ

ξ[2a20 + (χ− 1)(V 2
0 − ξ)]

.

á) Ïîñòðîèì ðåøåíèå äâîéíîé âîëíû äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî òðàíñçâóêîâîãî óðàâíåíèÿ:

2φxt + (χ+ 1)φxφxx − a0(φyy + φzz) = 0. (4.2)

Ïåðåõîäÿ â (4.2) îò ôóíêöèè φ(x, y, z, t) ê ôóíêöèè ω(u, v, z, t) ïî ôîðìóëàì (1.8), ïîëó-
÷èì óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ω(u, v, z, t) :

2(ωvtωuv − ωutωvv) + (χ+ 1)uωvv − a0(ωuu − ωzz(ωuuωvv − ω2
uv)− ωuz(ωvzωuv − ωuzωvv)−

−ωvz(ωuzωuv − ωvzωuu)) = 0.

Ôóíêöèþ ω(u, v, z, t) ïðåäñòàâèì â âèäå: ω(u, v, z, t) = ω0(u, v)+ω1(u, v)z+ω2(u, v)t . Òîãäà
ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé ω0(u, v) , ω1(u, v) , ω2(u, v) :

(−2ω2u + (χ+ 1)u+ a0ω
2
1u)ωkvv + (−a0 + ω2

1v)ωkuu + 2(ω2v + a0ω1uω1v)ωkuv = 0,
k = 0, 1, 2.

(4.3)

Äëÿ ôóíêöèè ω0(u, v) èìååì ëèíåéíîå óðàâíåíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ôóíê-
öèè ω1(u, v) , ω2(u, v) , êîòîðûå îáðàùàþò â íóëü êîýôôèöèåíòû ïåðåä ñòàðøèìè ïðîèç-
âîäíûìè â (4.3) (íàïðèìåð, ωk(u, v) = bkv + Fk(u), k = 1, 2 ). Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ
ω0(u, v) - ïðîèçâîëüíàÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ïëîñêîì ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå (â (4.2) φz = 0 , φt = 0 ) ïîëó-
÷èì ëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ ïëîñêèõ òå÷åíèé:

(χ+ 1)uωvv − a0ωuu = 0, (4.4)

äëÿ êîòîðîãî ìîæíî ïîñòðîèòü øèðîêèå êëàññû ðåøåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(4.4) ìîæíî èñêàòü â âèäå: ω(u, v) =
∞∑
n=1

gn(u)(Ancos(vλn)+Bnsin(vλn)) , ãäå ôóíêöèè gn(u)

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Ýéðè. Ìîæíî òàêæå ïîëîæèòü ω(u, v) =
∞∑
n=1

gn(u)e
λnv .

Â ïëîñêîì íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå (â (4.2) φz = 0 ) ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ðåøåíèÿ
òèïà äâîéíîé âîëíû èìååò âèä:

(−2f2 + (χ+ 1)u)gkv − a0fku + 2g2fkv = 0, fkv = gku, k = 0, 2, (4.5)

ãäå fk = ωku , gk = ωkv . Ðåøåíèå çàìêíóòîé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé f2 , g2 íåëèíåéíîé
ñèñòåìû ìîæíî îòûñêèâàòü â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå:

f2 =

γ∑
k=0

Fk(ξ)η
k, g2 =

θ∑
k=0

Gk(ξ)η
k, u =

α∑
k=0

Uk(ξ)η
k, v =

β∑
k=0

Vk(ξ)η
k.
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Äëÿ ôóíêöèé f0 , g0 â (4.5) èìååì ëèíåéíóþ ñèñòåìó.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü ðåøåíèÿ äâîéíûõ âîëí äëÿ ïðèáëèæåííûõ

óðàâíåíèé â ãàçîâîé äèíàìèêå:
1) φtt + 2V0φxt + V 2

0 φxx − a20(φxx + φyy + φzz) = 0 ;
2) 2V0φxt + V 2

0 φxx + V0(χ+ 1)φxφxx − a20(φxx + φyy + φzz) = 0 ;
3) φtt + 2V0φxt + V 2

0 φxx + V0(χ+ 1)φxφxx − a20(φxx + φyy + φzz) = 0 ;
4) φtt + 2V0φxt + V 2

0 φxx + [V0(χ+ 1)φx + (χ− 1)φt]φxx − a20(φxx + φyy + φzz) = 0 .
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About some classes of the solutions of gas dynamics

equations

c⃝ P. A. Velmisov3, J. A. Kazakova4

Abstract. The solutions of the type ¾traveling wave¿ [1] are constructed for di�erential equations
in gas dynamics. The method is proposed to obtain solutions of this type without the use of
the method of di�erential relations, requiring the analyze of the compatibility of overdetermined
systems [4-6]. For example the solutions of simple and dual waves are constructed.
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dual waves.
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