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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ òðåõìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèé, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò èç ïîâåðõíîñòíûõ äâóìåðíûõ áà-
çèñíûõ ìíîæåñòâ. Ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ïîâåäåíèå äâóìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ
ìíîãîîáðàçèé òî÷åê áàçèñíûõ ìíîæåñòâ, íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîïî-
ëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè äâóõ äèôôåîìîðôèçìîâ èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü, áàçèñíûå ìíîæåñòâà, òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàñ-
ñèôèêàöèÿ

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå äèôôåîìîðôèçìû f , çàäàííûå íà
çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ ñâÿçíûõ 3 -ìíîãîîáðàçèÿõ M3 . Â ñèëó [8], [9], [6], íåîáõîäè-
ìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè äèôôåîìîðôèçìà f ÿâëÿåòñÿ
âûïîëíåíèå àêñèîìû A è ñòðîãîãî óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî, ñîãëàñíî
Ñ. Ñìåéëó [10], ïîä âûïîëíåíèåì àêñèîìû À äëÿ f ïîíèìàåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ
óñëîâèé: 1) ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê NW (f) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì; 2) ïå-
ðèîäè÷åñêèå òî÷êè ïëîòíû â NW (f) . Ñòðîãîå óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè ïðåäïîëàãàåò
íàëè÷èå òîëüêî òðàíñâåðñàëüíûõ ïåðåñå÷åíèé óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé
íåáëóæäàþùèõ òî÷åê.

Ñîãëàñíî ñïåêòðàëüíîé òåîðåìå Ñ. Ñìåéëà [10], íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f)
äèôôåîìîðôèçìà f ïpåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ çàìêíóòûõ èíâàpèàíòíûõ ìíîæåñòâ, íàçûâàåìûõ áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè, êàæ-
äîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò âñþäó ïëîòíóþ òðàåêòîðèþ. Ïàðó (a, b) íàçûâàþò òèïîì áà-
çèñíîãî ìíîæåñòâà B äèôôåîìîðôèçìà f , åñëè a = dim Es

x , b = dim Eu
x , ãäå Es

x, E
u
x �

êàñàòåëüíûå ïîäðàññëîåíèÿ â òî÷êå x ∈ B .
Áàçèñíîå ìíîæåñòâî B äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì, åñëè ñóùå-

ñòâóåò çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü U ìíîæåñòâà B òàêàÿ, ÷òî f(U) ⊂ int U ,
∩
j≥0

f j(U) = B .

Àòòðàêòîð äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f−1 íàçûâàåòñÿ ðåïåëëåðîì äèôôåîìîðôèçìà f . Àò-
òðàêòîð B äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèìñÿ, åñëè òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàç-
ìåðíîñòü dimB ðàâíà ðàçìåðíîñòè dim(Eu

B) íåóñòîé÷èâîãî ïîäðàññëîåíèÿ Eu
B . Ñæèìà-

þùèéñÿ ðåïåëëåð äèôôåîìîðôèçìà f ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèìñÿ àòòðàêòîðîì äëÿ f−1 .
Ñîãëàñíî ðàáîòå [7] èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôàêòû:

• Áàçèñíîå ìíîæåñòâî B äèôôåîìîðôèçìà f ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì (ðåïåëëåðîì)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B =

∪
x∈B

W u(x) (B =
∪
x∈B

W s(x) );

1Çàâåäóþùèé êàôåäðîé âûñøåé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ
àêàäåìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä; vgrines@yandex.ru.

2Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõî-
çÿéñòâåííàÿ àêàäåìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä; ulev4enko@gmail.com.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 4



8 Â. Ç. Ãðèíåñ, Þ. À. Ëåâ÷åíêî

• Åñëè áàçèñíîå ìíîæåñòâî B äèôôåîìîðôèçìà f èìååò òîïîëîãè÷åñêóþ ðàçìåð-
íîñòü äâà, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ëèáî àòòðàêòîðîì ëèáî ðåïåëëåðîì;

• Ðàñòÿãèâàþùèéñÿ àòòðàêòîð êîðàçìåðíîñòè 1 äèôôåîìîðôèçìà f ëîêàëüíî ãî-
ìåîìîðôåí ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ äâóìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà è êàíòîðî-
âà ìíîæåñòâà, àíàëîãè÷íóþ ñòðóêòóðó èìååò ñæèìàþùèéñÿ ðåïåëëåð êîðàçìåðíîñòè
1 .

Áàçèñíîå ìíîæåñòâî B äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì, åñëè îíî ïðè-
íàäëåæèò f -èíâàðèàíòíîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè M2

B , òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííîé â 3-
ìíîãîîáðàçèå M3 è íàçûâàåìîé íîñèòåëåì ìíîæåñòâà B .

Èç ðàáîòû [1] ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé äâóìåðíûé àòòðàêòîð (ðåïåëëåð) äèôôåîìîðôèç-
ìà f ÿâëÿåòñÿ ëèáî ðàñòÿãèâàþùèìñÿ àòòðàêòîðîì (ñæèìàþùèìñÿ ðåïåëëåðîì), ëèáî
ïîâåðõíîñòíûì àòòðàêòîðîì (ïîâåðõíîñòíûì ðåïåëëåðîì).

Â ðàáîòå [3] ïîëó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ f â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî èõ íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò äâóìåðíûé ðàñòÿãèâàþùèéñÿ àò-
òðàêòîð (ñæèìàþùèéñÿ ðåïåëëåð). Òàì æå äîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íåñóùåå ìíîãîîá-
ðàçèå äèôôåîìîðôíî òðåõìåðíîìó òîðó è íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò â òî÷íîñòè
îäíî íåòðèâèàëüíîå (îòëè÷íîå îò ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû) áàçèñíîå ìíîæåñòâî.

Â [2] äîêàçàíî, ÷òî ïîâåðõíîñòíûé àòòðàêòîð (ðåïåëëåð) B ðàçìåðíîñòè äâà äèôôåî-
ìîðôèçìà f èìååò òèï (2, 1) ( (1, 2) ) è íå ÿâëÿåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ðàñòÿãèâàþùèìñÿ
àòòðàêòîðîì (ñæèìàþùèìñÿ ðåïåëëåðîì). Êðîìå òîãî, â [2] óñòàíîâëåíî, ÷òî ëþáîå ïî-
âåðõíîñòíîå äâóìåðíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíî-
ãîîáðàçèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíî äâóìåðíîìó òîðó, ðó÷íî âëîæåííîìó â M3 ,
à îãðàíè÷åíèå íåêîòîðîé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèçìà f íà íîñèòåëü ñîïðÿæåíî ñ ãèïåðáî-
ëè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì òîðà.

Â ðàáîòå [5] óñòàíîâëåíî, ÷òî îáúåìëþùåå ìíîãîîáðàçèå M3 äëÿ äèôôåîìîðôèçìà
f , èìåþùåãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå â òî÷íîñòè èç äâóõ äâóìåðíûõ áàçèñ-
íûõ ìíîæåñòâ, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì íàä îêðóæíîñòüþ ñî ñëîåì
ãîìåîìîðôíûì äâóìåðíîìó òîðó.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ G ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ñòðóêòóðíî
óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ f : M3 →M3 , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f) äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G ñîñòîèò èç äâóìåðíûõ
ïîâåðõíîñòíûõ ñâÿçíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ, íîñèòåëü êàæäîãî èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ;

2. îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G íà íîñèòåëü áàçèñíîãî ìíîæåñòâà ñîõðàíÿåò
îðèåíòàöèþ íîñèòåëÿ;

3. äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, y òàêèõ, ÷òî x ïðèíàäëåæèò íeêîòîðîìó àòòðàêòîðó A ⊂
NW (f) , y ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ðåïåëëåðó R ⊂ NW (f) è W s(x) ∩W u(y) ̸= ∅ ,
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W s(x) ∩W u(y) ÿâ-
ëÿåòñÿ îòêðûòîé äóãîé, èìåþùåé ðîâíî äâå ãðàíè÷íûå òî÷êè, îäíà èç êîòîðûõ ïðè-
íàäëåæèò A , à äðóãàÿ R .

Îáîçíà÷èì A (R ) îáúåäèíåíèå âñåõ àòòðàêòîðîâ (ðåïåëëåðîâ) äèôôåîìîðôèçìà
f ∈ G . Òàê êàê äèôôåîìîðôèçì f ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì, òî, â ñèëó [10],
êàæäîå èç ìíîæåñòâ A , R íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì è óñòîé÷èâûå (íåóñòîé÷èâûå) ìíîãîîá-
ðàçèÿ W s(z) , z ∈ A (W u(z) , z ∈ R ) äèôôåîìîðôèçìà f çàäàþò äâóìåðíîå ñëîåíèå
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N s
f =

∪
z∈A

W s(z) , (Nu
f =

∪
z∈R

W u(z) ) íà ìíîæåñòâå M3 \ R (M3 \ A ), ïðè ýòîì ñëîè ñëî-

åíèé N s
f è Nu

f ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî. Â ñèëó óñëîâèÿ 3, âûäåëÿþùåãî êëàññ G ,
ïåðåñå÷åíèÿ ñëîåâ ñëîåíèé N s

f è Nu
f ïîðîæäàþò ñëîåíèå N su

f íà ìíîæåñòâå M3\(A∪R) ,
êàæäûé ñëîé êîòîðîãî åñòü ïðîñòàÿ îòêðûòàÿ äóãà, îäíà èç ãðàíè÷íûõ òî÷åê êîòîðîé ïðè-
íàäëåæèò A , à äðóãàÿ � R .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N̂ su
f íåïðåðûâíîå îäíîìåðíîå ñëîåíèå íà ìíîãîîáðàçèè M3 , ïîëó-

÷åííîå èç ñëîåíèÿ N su
f , äîáàâëåíèåì ê êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ýòîãî ñëîåíèÿ (ÿâ-

ëÿþùåéñÿ ïðîñòîé äóãîé) åå ãðàíè÷íûõ òî÷åê. Çàôèêñèðóåì ëþáîé àòòðàêòîð A äèô-
ôåîìîðôèçìà f . Òîãäà ìíîæåñòâî M3 \ A äîïóñêàåò ðàññëîåíèå N̂ su

A íà ïðîñòûå äóãè,
ïðèíàäëåæàùèå ñëîÿì ñëîåíèÿ N̂ su

f , êàæäàÿ èç êîòîðûõ åñòü îòêðûòàÿ äóãà, ãðàíè÷íûå
òî÷êè êîòîðîé ïðèíàäëåæàò àòòðàêòîðó A . Çàìåòèì, ÷òî ãðàíè÷íûå òî÷êè òàêîé äóãè
ìîãóò ñîâïàäàòü è â ýòîì ñëó÷àå åå çàìûêàíèå åñòü ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî äâà äèôôåîìîðôèçìà f, f ′ : M3 → M3 íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè
ñîïðÿæåííûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì g : M3 →M3 òàêîé, ÷òî f ′ = gfg−1 .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ïóñòü f, f ′ ∈ G . Íàçîâåì àòòðàêòîðû A ⊂ NW (f) è
A′ ⊂ NW (f ′) ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì g : A→ A′ òàêîé ÷òî

1. f ′|A′ = gfg−1|A′ ,
2. äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê z1, z2 ∈ A , ÿâëÿþùèõñÿ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè íåêîòîðîãî

ñëîÿ l ñëîåíèÿ N̂ su
A , òî÷êè z′1 = g(z1), z

′
2 = g(z2) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè

íåêîòîðîãî ñëîÿ l ñëîåíèÿ N̂ su
A′ .

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Ò å î ð å ì à 1.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ G áûëè òîïîëîãè÷å-
ñêè ñîïðÿæåíû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíè îáëàäàëè îäèíàêîâûì ÷èñëîì áà-
çèñíûõ ìíîæåñòâ è äëÿ íåêîòîðîãî àòòðàêòîðà A ⊂ NW (f) íàøåëñÿ ýêâèâàëåíòíûé
åìó àòòðàêòîð A′ ⊂ NW (f ′) .

2. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿ-

æåííîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ èç êëàññà G

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ëåììå 4.1 ðàáîòû [4].

Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü f : M3 →M3 äèôôåîìîðôèçì èç êëàññà G è A � àòòðàê-
òîð ïðèíàäëåæàùèé NW (f) . Òîãäà ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü U(A) àò-
òðàêòîðà A òàêàÿ, ÷òî

1) U(A) ãîìåîìîðôíà T × [−1, 1] ;
2) f(U(A)) ⊂ intU(A) ;
3) ∂U(A) ïåðåñåêàåò êàæäûé ñëîé ñëîåíèÿ N̂ su

f â òî÷íîñòè îäíîé òî÷êå.

Ë å ì ì à 2.2. Cóùåñòâóåò ÷èñëî n ∈ N , íóìåðàöèè âñåõ àòòðàêòîðîâ A1, . . . An

è ðåïåëëåðîâ R1, . . . Rn èç íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà NW (f) òàêèå, ÷òî
1) ïîâåðõíîñòè Ai, Ri è Ri, Ai+1 ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöàìè íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ

îáëàñòåé Kii è Kii+1 ñîîòâåòñòâåííî (ãäå i = 1, . . . , n è An+1 = A1 );

2) M3 = A ∪R ∪ (
n∪

i=1

Kii) ∪ (
n∪

i=1

Kii+1) ;

3) äëÿ ëþáîé òî÷êè zA1 ∈ A1 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê zR1 ∈
R1, . . . , zAn ∈ An, zRn ∈ Rn , òàêèõ ÷òî ïàðà òî÷åê zAi

, zRi
ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ñëîÿ

lzAi
⊂ Kii , i = 1, . . . , n , à ïàðà zRi

, zAi+1
� ãðàíèöåé ñëîÿ lzRi

⊂ Kii+1 i = 1, . . . i = n− 1
ñëîåíèÿ N su

f .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Çàôèêñèðóåì ëþáîé àòòðàêòîð èç ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç A1 . Â ñèëó [2]

è óñëîâèÿ 3), âûäåëÿþùåãî êëàññ G , àòòðàêòîð A1 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ ãî-
ìåîìîðôíîé òîðó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç UA1 òðóá÷àòóþ îêðåñòíîñòü ïîâåðõíîñòè A1 . Ëþáàÿ
òî÷êà zA1 ∈ A1 ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ äóã ñëîåíèÿ
N su

f (ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ ðàçëè÷íûìè êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà UA1 \A1 ). Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç lzA1

ëþáóþ èç ýòèõ äóã è ÷åðåç zR1 ãðàíè÷íóþ òî÷êó äóãè lzA1
, îòëè÷íóþ

îò òî÷êè zA1 , è ïðèíàäëåæàùóþ íåêîòîðîìó ðåïåëëåðó äèôôåîìîðôèçìà f , êîòîðûé
îáîçíà÷èì ÷åðåç R1 . Èç ëåììû 2.1. ñëåäóåò, ÷òî lzA1

ïðèíàäëåæèò ñâÿçíîìó îòêðûòîìó
ìíîæåñòâó K11 , îãðàíè÷åííîìó ïîâåðõíîñòÿìè A1 è R1 . Òîãäà ñóùåñòâóåò àòòðàêòîð
A2 (âîçìîæíî ñîâïàäàþùèé ñ A1 ) òàêîé, ÷òî îáúåäèíåíèå R1 ∪ A2 ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé
îáëàñòè K12 , íåïåðåñåêàþùåéñÿ ñ K11 . Îáîçíà÷èì lzR1

îòêðûòóþ äóãó ñëîåíèÿ N su ,
ïðèíàäëåæàùóþ îáëàñòè K12 ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè zR1 ∈ R1 è zA2 ∈ A2 . Â ñëó÷àå åñëè
àòòðàêòîð A2 íå ñîâïàäàåò ñ A1 ñóùåñòâóåò ðåïåëëåð R2 è îòêðûòàÿ äóãà lzA2

ñëîåíèÿ
N su ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè zA2 , zR2 , íå ñîâïàäàþùàÿ ñ lzR1

è ïðèíàäëåæàùàÿ îáëàñòè
K22 íå ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ K11 è K12 . Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷èñëî
áàçèñíûõ ìíîæåñòâ êîíå÷íî, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü f, f ′ ∈ G òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû è g : M3 → M3 ñî-

ïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì, òî åñòü f ′ = gfg−1 . Çàôèêñèðóåì íóìåðàöèè àòòðàêòîðîâ è
ðåïåëëåðîâ äèôôåîìîðôèçìà f ñîãëàñíî ëåììå 2.2. è ïîëîæèì A′

i = g(Ai), R
′
i = g(Ri) ,

K ′
ii = g(Kii), K

′
ii+1 = g(Kii+1) , i = 1, . . . , n . Äîêàæåì, ÷òî àòòðàêòîðû A1 è A′

1 ýêâè-
âàëåíòíû. Óñëîâèå 1) â îïðåäåëåíèè 1.1. âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî A′

1 = g(A1) è
f ′|A′

1
= gfg−1|A′

1
. Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 2).

Ïóñòü l ëþáàÿ äóãà, ïðèíàäëåæàùàÿ ñëîåíèþ Ň su
f . Îáîçíà÷èì îäíó èç ãðàíè÷íûõ

òî÷åê ýòîé äóãè zA1 , à äðóãóþ z̃A1 òàêèì îáðàçîì, ÷òî çàìûêàíèå cl(l) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â

âèäå cl(l) = (
n∪

i=1

lzAi
)∪(

n∪
i=1

lzRi
)∪((

n∪
i=1

zAi
)∪z̃A1)∪(

n∪
i=1

zRi
) , ãäå òî÷êè zAi

, zRi
óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèÿì ëåììû 2.2., à äóãà lzRn
ïðèíàäëåæèò Knn+1 ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè zRn è z̃A1 .

Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà z̃A1 ìîæåò ñîâïàäàòü ñ òî÷êîé zA1 . Äëÿ òî÷åê zAi
, zRi

ïîëîæèì z′A′
i
=

g(zAi
) , z′R′

i
= g(zRi

) . Òàê êàê g ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿãàþùèì ãîìåîìîðôèçìîì, òî îí îòîáðàæàåò

NWf â NW ′
f è ñëîè ñëîåíèÿ N s

f (Nu
f ) â ñëîè ñëîåíèÿ N s

f ′ (Nu
f ′ ). Ïîýòîìó g îòîáðàæàåò

ñëîè ñëîåíèÿ N su
f â ñëîè ñëîåíèÿ N su

f ′ è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , n} îáðàç
â ñèëó g äóãè lzAi

( lzRi
) åñòü äóãà l′z′

A′
i

( l′z′
R′
i

), ïðè÷åì g(zAi
) = zA′

i
è g(zRi

) = zR′
i
. Òàêèì

îáðàçîì, äóãà l′ ∈ Ň su
f ′ òàêàÿ, ÷òî cl(l′) = (

n∪
i=1

l′z′
A′
i

) ∪ (
n∪

i=1

l′z′
R′
i

) ∪ ((
n∪

i=1

z′A′
i
) ∪ z̃′A′

1
) ∪ (

n∪
i=1

z′R′
i
)

îáëàäàåò ñâîéñòâîì, ÷òî åå ãðàíè÷íûå òî÷êè z′A′
1
, z̃′A′

1
ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè ãðàíè÷íûõ

òî÷åê zA1 , z̃A1 äóãè l ñîîòâåòñòâåííî.
Äîñòàòî÷íîñòü.
Ïóñòü äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ G îáëàäàþò îäèíàêîâûì ÷èñëîì áàçèñíûõ ìíîæåñòâ

è A , A′ ýêâèâàëåíòíûå àòòðàêòîðû ïîñðåäñòâîì ãîìåîìîðôèçìà g . Ïîêàæåì, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ãîìåîìîðôèçì H : M3 →M3 òàêîé, ÷òî H|A1 = g|A1 è f ′ = gfg−1 .

Çàôèêñèðóåì íóìåðàöèþ A1, . . . , An, R1, . . . , Rn áàçèñíûõ ìíîæåñòâ äèôôåîìîðôèçìà
f â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 2.2. è ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå îáëàñòè Kii, Kii+1 , i = 1 . . . , n .

Ïîëîæèì A1 = A , A′
1 = A′ è ââåäåì íóìåðàöèè áàçèñíûõ ìíîæåñòâ äèôôåîìîð-

ôèçìîâ f è f ′ , A1, . . . , An, R1, . . . , Rn A′
1, . . . , A

′
n, R

′
1, . . . , R

′
n , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

ëåììû 2.2. ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìíîæåñòâàìè Kii, Kii+1 , K
′
ii, K

′
ii+1 .
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Î òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè äèôôåîìîðôèçìîâ íà 3-ìíîãîîáðàçèÿõ ñ . . . 11

Ïîñòðîåíèå ãîìåîìîðôèçìà H ðàçîáüåì íà 2 øàãà.
Øàã 1. Ïîëîæèì Φ1 = g è äëÿ êàæäîãî i = {1, . . . , n} ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçìû

Φi : Ai → A′
i , Ψi : Ri → R′

i òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
1) f ′|A′

i
= ΦifΦ

−1
i |A′

i
, f ′|R′

i
= ΨifΨ

−1
i |R′

i
, (Φ1 = g );

2) åñëè zAi
, zRi

- ãðàíè÷íûå òî÷êè ñëîÿ l ñëîåíèÿ N su
f , òî ñóùåñòâóåò ñëîé l′ ñëîåíèÿ

N su
f ′ ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè Φi(zAi

) , Ψi(zRi
) .

Ïîñòðîèì âíà÷àëå ãîìåîìîðôèçì Ψ1 : R1 → R′
1 . Ïóñòü zR1 ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, ïðè-

íàäëåæàùàÿ ðåïåëëåðó R1 . Òîãäà ñóùåñòâóåò ñëîé lzA1
⊂ K11 ñëîåíèÿ N su ñ ãðàíè÷íûìè

òî÷êàìè zA1 è zR1 . Ââåäåì ïðîåêöèþ ν11 : R1 → A1 âäîëü ñëîåâ ñëîåíèÿ N su , ïîëàãàÿ
ν11(zR1) = zA1 .

Ïîêàæåì, ÷òî fν11 = ν11f . Â ñèëó òîãî, ÷òî ñëîåíèå N su
f ÿâëÿåòñÿ f -èíâàðèàíòíûì,

ñóùåñòâóåò äóãà lf(zA1
) = f(lzA1

) , ãðàíè÷íûå òî÷êè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè ãðàíè÷íûõ
òî÷åê zA1 , zR1 äóãè lzA1

. Òîãäà f(ν11(zR1)) = f(zA1) , ν11(f(zR1)) = f(zA1) , òî åñòü fν11 =
ν11f .

Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ R1 ïîëîæèì Ψ1(x) = ν ′−1
11 (g(ν11(x))) . Èç óñëîâèÿ 3), âûäåëÿþ-

ùåãî êëàññ G ñëåäóåò, ÷òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå Ψ1 : R1 → R′
1 ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð-

ôèçìîì.
Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f ′|R′

1
= Ψ1f |R1Ψ

−1
1 . Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷-

êó zR1 ∈ R1 . Òîãäà f ′(Ψ1(zR1)) = f ′(ν ′−1
11 (g(ν11(zR1)))) = f ′(ν ′−1

11 (g(zA1))) = f ′(ν ′−1
11 (z′A1

)) .
Ψ1(f(zR1)) = ν−1

11 (g(ν11(f(zR1)))) = ν−1
11 (g(f(ν11(zR1)))) = ν−1

11 (g(f(zA1))) = ν−1
11 (f

′(g(zA1))) =
ν−1
11 (f

′(z′A′
1
)) = f ′(ν ′−1

11 (z′A1
)) = f ′(Ψ1(zR1)) .

Ïîñòðîèì òåïåðü ãîìåîìîðôèçì Φ2 : A2 → A′
2 . Ïóñòü zA2 ∈ A2 - ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà,

òîãäà ñóùåñòâóåò ñëîé lzR1
⊂ K12 ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè zA2 è zR1 . Ââåäåì ïðîåêöèþ

ν12 : A2 → R1 âäîëü ñëîåâ ñëîåíèÿ N su , ïîëàãàÿ ν12(zA2) = zR1 .
Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ A2 ïîëîæèì Φ2 = ν ′−1

12 Ψ2ν12(x) . Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó
ðàññóæäåíèþ äëÿ ãîìåîìîðôèçìà Ψ1 óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå Φ2 :
A2 → A′

2 ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì è âûïîëíÿåòñÿ f ′|A2 = Φ2f |A2Φ
−1
2 . Çàìåòèì, ÷òî

àòòðàêòîðû A1 è A2 ìîãóò ñîâïàäàòü. Â ýòîì ñëó÷àå îñòàíåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåííûé
ãîìåîìîðôèçì Φ2 ñîâïàäàåò c g .

Ïðîäîëæàÿ îïèñàííûé âûøå ïðîöåññ, ïîëó÷èì íàáîð ãîìåîìîðôèçìîâ Φ1 , Φ2, . . . ,Φn ,
Ψ1, . . . ,Ψn , ãäå Φi : Ai → A′

i , Ψi : Ri → R′
i (i = 1, . . . , n) çàäàþòñÿ ðåêóððåíòíûìè

ñîîòíîøåíèÿìè:
Φ1 = g ,
Ψi(x) = ν ′−1

ii (Φi(νii(x))) , x ∈ Ri , i = 1, . . . , n ;
Φi(x) = ν ′−1

ii+1(Ψi−1(νii+1(x))) , x ∈ Ai , i = 2, . . . , n .
Èñïîëüçóÿ âûøå îïèñàííîå ïîñòðîåíèå, çàäàäèì ãîìåîìîðôèçì Φn+1 : A1 → A1 ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:
Φn+1(x) = ν ′−1

nn+1Ψnνnn+1(x) , äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ A1 .
Äîêàæåì, ÷òî Φn+1 = Φ1 = g .
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó zA1 ∈ A1 . Ïî ïîñòðîåíèþ ñóùåñòâóåò ñëîé l ñëîåíèÿ

Ň su
f ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè zA1 è z̃A1 è ñëîé l′ ñëîåíèÿ Ň su

f ′ ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè
z′A′

1
= Φ1(zA1) , z̃′A′

1
= Φn+1(z̃A1) . Òàê êàê Φ1 = g , òî â ñèëó óñëîâèÿ 2) îïðåäåëåíèÿ 1.1.

ýêâèâàëåíòíîñòè àòòðàêòîðîâ A1 è A′
1 ïîëó÷àåì òàêæå, ÷òî Φn+1 = g .

Øàã 2. Ïîñòðîåíèå ñîïðÿãàþùåãî ãîìåîìîðôèçìà. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îáëàñòü

K èç (
n∪

i=1

Kii) ∪ (
n∪

i=1

Kii+1) ñ ãðàíèöåé ∂K = A ∪R . Â ñèëó øàãà 1 íà ãðàíèöå îáëàñòè K

çàäàíû ãîìåîìîðôèçìû Φ : A→ A′ è Ψ : R→ R′ òàêèå ÷òî:
1) f ′|A′ = ΦfΦ−1|A , f ′|R′ = ΨfΨ−1|R′ ;
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2) åñëè zA, zR � ãðàíè÷íûå òî÷êè ñëîÿ l ñëîåíèÿ N su
f , òî ñóùåñòâóåò ñëîé l′ ñëîåíèÿ

N su
f ′ ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè Φ(zA) , Ψ(zR) .
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñêîìîãî ãîìåîìîðôèçìà äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ãîìåîìîðôèçì hK :

cl(K)→ cl(K ′) òàêîé ÷òî:
1) hK |A = Φ|A , hK |R = Ψ|R ;
2) f ′|K′ = hKf(hK)

−1|K′ .
Èñêîìûé ãîìåîìîðôèçì H áóäåò ñîñòàâëåí èç ãîìåîìîðôèçìîâ hK , çàäàííûì íà

êàæäîì ìíîæåñòâå hK .
Ñîãëàñíî ëåììå 2.1. ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü àòòðàêòîðà U(A) ãîìåîìîðôíàÿ T 2 ×

[−1, 1] òàêàÿ, ÷òî f(U(A)) ⊂ intU(A) . Àòòðàêòîð A äåëèò îêðåñòíîñòü U(A) íà äâå êîì-
ïîíåíòû ñâÿçíîñòè, îäíà èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò îáëàñòè K . Îáîçíà÷èì ýòó êîìïîíåíòó
V , à êîìïîíåíòó ãðàíèöû V , ïðèíàäëåæàùóþ K , îáîçíà÷èì ÷åðåç T . Çàìåòèì, ÷òî ïî-
âåðõíîñòü T ãîìåîìîðôíà äâóìåðíîìó òîðó è êàæäûé ñëîé ñëîåíèÿ N su

f ïåðåñåêàåò T
â òî÷íîñòè îäíîé òî÷êå. Â ñèëó ñâîéñòâà 3), âûäåëÿþùåãî êëàññ G , f(V ) ⊂ V . Ïîëîæèì
Ṽ = f(V ) , T̃ = f(T ) è B = V \ Ṽ . Ïî ïîñòðîåíèþ ∂B = T ∪ T̃ è êàæäûé ñëîé ñëîåíèÿ
Nsu , ïðèíàäëåæàùèé îáëàñòè K ïåðåñåêàåòñÿ ñ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà B ïî äóãå, èìå-
þùåé â òî÷íîñòè äâå ãðàíè÷íûå òî÷êè, îäíà èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò T , à äðóãàÿ T̃ .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ν ïðîåêöèþ ìíîæåñòâà B íà àòòðàêòîð A âäîëü ñëîåâ ñëîåíèÿ Nsu ,
ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå ëþáîé òî÷êå x ∈ B òî÷êó ν(x) ∈ A , ÿâëÿþùóþñÿ ãðàíè÷íîé
òî÷êîé ñëîÿ lx ñëîåíèÿ N su , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó x .

Ïðîâåäåì àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f ′ è ñíàáäèì ñîîòâåòñòâó-
þùèå îáúåêòû øòðèõàìè.

Ðàññëîåííàÿ ñòðóêòóðà ïîñòðîåííûõ ìíîæåñòâ B è B′ ïîçâîëÿåò çàäàòü ãîìåîìîð-
ôèçì h1 : B → B′ , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ:

Φ(ν(x)) = ν ′((h1(x)) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ B .
Ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçì hK : K → K ′ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
äëÿ x ∈ K ïîëîæèì:
hK = f ′−l(h1(f

l(x))) , ãäå l - öåëîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî f l(x) ∈ B .
Ïî ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèå hK îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìåîìîðôèçìà cl(K)

è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:
hK |A = Φ|A , hK |R = Ψ|R .
Òåîðåìà 1.1. äîêàçàíà.
Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãðàíòà Ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ ãîñó-

äàðñòâåííîé ïîääåðæêè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ ïîä ðóêîâîäñòâîì âåäóùèõ
ó÷åíûõ â ðîññèéñêèõ îáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèÿõ âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçî-
âàíèÿ, äîãîâîð � 11.G34.31.0039, à òàêæå â ðàìêàõ ãðàíòà ÐÔÔÈ � 11-01-12056 îôè-ì.
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On a topological classi�cation of di�eomorphisms on

3-manifolds with two-dimensional nonwandering set

c⃝ V.Z. Grines3, Y.A. Levchenko4

Abstract. A class of structurally stable di�eomorphisms on 3-manifolds is concidered under
conditions that nonwandering set of any di�eomorphisms consists of surface two dimensional
attractors and repellers. Under additional suggesting concerning of behavior of intersection two
dimensional manifolds of points of basic sets are founded necessary and su�cient conditions of
topological conjugacy of di�eomorphisms from concidered class.
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