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ðîäà â ïðèáëèæåíèè Áèíà
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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå íàéäåíà ïðîñòàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ýêðàíè-
ðóþùåãî ñâåðõïðîâîäÿùåãî òîêà â ðàìêàõ ìîäåëè Áèíà ñ ó÷åòîì èñêðèâëåíèÿ ëèíèé ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ, æåñòêèõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ âòîðîãî ðîäà èìåþùèõ ôîðìó öèëèíäðîâ êîíå÷íîé
äëèíû è äèñêîâ (òàáëåòîê) íàõîäÿùèõñÿ â êðèòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè. Íà îñíîâå íàéäåííîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññ÷èòàíû ïîëíàÿ íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïåòëÿ ãèñòåðåçèñà íà-
ìàãíè÷åííîñòè îáðàçöîâ âûøåóêàçàííîé ôîðìû â ðàçíûõ ñëó÷àÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: æåñòêèé ñâåðõïðîâîäíèê âòîðîãî ðîäà, âûñîêîòåìïåðàòóðíûé ñâåðõïðî-
âîäíèê, êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå, êðèòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü òîêà, íàìàãíè÷åííîñòü, èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå ïåðâîãî ðîäà, êàðòà ðàñïðåäåëåíèÿ ýêðàíèðóþùåãî ñâåðõòîêà

1. Ââåäåíèå

Ìàãíèòíûå ñâîéñòâà âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ (ÂÒÑÏ) âàæíû äëÿ ïðè-
ìåíåíèé â ýëåêòðî- è ðàäèîèçìåðèòåëüíîé òåõíèêå. Â ñâÿçè ñ ýòèì âàæíî çíàòü îòêëèê
ðàçëè÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû ñâåðõïðîâîäíèêîâ íà ïåðåìåííîå è ïîñòîÿííîå ìàãíèò-
íûå ïîëÿ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî èìåòü êàðòó ðàñïðåäåëåíèÿ ýêðàíèðóþùåãî ñâåðõïðîâî-
äÿùåãî òîêà (ñâåðõòîêà) è íàìàãíè÷åííîñòü îáðàçöà. Ðàáîòû ïî âûøåîòìå÷åííîé òåìàòè-
êå, âåäóòñÿ äàâíî êàê â îòå÷åñòâåííîé, òàê è çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå, íàïðèìåð [1-7]. Â
ïðîñòåéøèõ ðàñ÷åòàõ íàìàãíè÷åííîñòè æåñòêèõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ âòîðîãî ðîäà íàõîäÿ-
ùèõñÿ â êðèòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè ïðèíèìàëàñü ïîëíàÿ ýêðàíèðîâêà âíåøíåãî ïîëÿ â öåíòðå
îáðàçöà èëè íà åãî îñè, íàïðèìåð, öèëèíäðà èëè ïëàñòèíû. Â ýòîì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå
ïîëÿ è ñâåðõòîêà îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì. Ïðè ýòîì ñâåðõïðîâîäíèê
(öèëèíäð, ïëàñòèíà) ðàçáèâàåòñÿ íà çàìêíóòûå îáëàñòè ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ ñ ïðîòè-
âîïîëîæíî òåêóùèìè ñâåðõòîêàìè, ýêðàíèðóþùèìè âîçðàñòàþùèå è óáûâàþùèå âíåøíèå
ìàãíèòíûå ïîëÿ, ÷òî çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò ðàñ÷åòû íàìàãíè÷åííîñòè.

Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ñâåðõòîêà äëÿ áåñêîíå÷íî òîíêèõ äèñêîâ íàé-
äåíî Ìèõååíêî è Êóçîâëåâûì â ðàáîòå [3]. Â ðàáîòàõ Áðàíäòà, íàïðèìåð, â [5] ÷èñëåííûì
ìåòîäîì ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ 2-ãî ðîäà ïîëó÷åíû ÷èñëåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ
ñâåðõòîêà â öèëèíäðàõ ëþáîé äëèíû. Äëÿ ýòîãî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ðîäà
áûëî ñâåäåíî ê óðàâíåíèþ âòîðîãî ðîäà ïóòåì çàäàíèÿ ÿâíîãî âèäà âîëüòàìïåðíîé õàðàê-
òåðèñòèêè ñâåðõïðîâîäíèêà ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé ýëåêòðîäèíàìèêè îïèñûâàþùèõ ñâåðõ-
ïðîâîäíèê. Èìåþòñÿ è äðóãèå ðàáîòû (íàïðèìåð, ñì. ñïèñîê ëèòåðàòóðû), íî íàèáîëåå
çíà÷èìûå îòìå÷åíû âûøå â äàííîì àáçàöå.

×èñëåííûå çàâèñèìîñòè íå âñåãäà óäîáíû è èõ íàõîæäåíèå äëÿ êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ
òðåáóåò íà êàæäîì ýòàïå ÷èñëåííûõ ðåøåíèé èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì
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âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èìåòü â ñâîåì àðñåíàëå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ðàñïðåäåëå-
íèÿ ýêðàíèðóþùåãî ñâåðõòîêà â ñâåðõïðîâîäíèêå èìåþùåãî ôîðìó, íàïðèìåð, öèëèíäðà
ëþáîé äëèíû.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìîäåëü ðàñ÷åòà

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàéäåíî ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ðàñïðåäåëåíèå ýêðàíèðóþùåãî ñâåðõòîêà, è ÷èñëåííî ñìîäåëè-
ðîâàí ïðîöåññ ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â êîðîòêèé öèëèíäð æåñòêîãî ñâåðõïðî-
âîäíèêà âòîðîãî ðîäà íàõîäÿùåãîñÿ â êðèòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè â ðàìêàõ ìîäåëè Áèíà [1] ñ
ó÷åòîì èñêðèâëåíèÿ ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ìàãíèòíîå ïîëå â òàêèå ñâåðõïðî-
âîäíèêè ïðîíèêàåò â âèäå ïîòîêà, îáðàçîâàííîãî íèòÿìè Àáðèêîñîâà è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
ôðîíòîì âíóòðü ñâåðõïðîâîäíèêà, ïðåîäîëåâàÿ ñèëó ïèííèíãà. Ñèëîâûå ëèíèè ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ êàê âíóòðè òàêîãî ñâåðõïðîâîäíèêà, òàê è âíå íåãî èñêðèâëåíû. Èçìåíåíèå
ìàãíèòíîãî ïîòîêà âíóòðè óêàçàííîãî ñâåðõïðîâîäíèêà âûçûâàåò â îáëàñòè ïðîíèêíîâå-
íèÿ íèòåé Àáðèêîñîâà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü, ìãíîâåííî ñîçäàåò
ýêðàíèðóþùèé ñâåðõòîê ñ êðèòè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ Jc . Â ìîäåëè Áèíà âåëè÷èíà Jc íå
çàâèñèò îò ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ìàãíèòíîãî ïîòîêà.

Ïîëíîå ìàãíèòíîå ïîëå (ñóììà âíåøíåãî àêñèàëüíî-íàïðàâëåííîãî ïîëÿ è ïîëÿ ñîçäàí-
íîãî ýêðàíèðóþùèì ñâåðõòîêîì ñâåðõïðîâîäÿùåãî öèëèíäðà) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè
ëèíåéíûìè èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî ðîäà, çàïèñàííûìè â öèëèíäðè÷åñêîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò [2, 8]. Àêñèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòè Hz ïîëíîãî ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

Hz(r, z) = H0 +
1

2π

∫∫
D+

Gz(r, z, r
′, z′)J(r′, z′)dr′dz′. (2.1)

Çäåñü

Gz(r, z, r
′, z′) =

1√
(r′ + r)2 + (z − z′)2

[
K(k) +

r′2 − r2 − (z − z′)2

(r′ − r)2 + (z − z′)2
E(k)

]
, (2.2)

è k2 =
4rr′

(r′ + r)2 + (z − z′)2
.

Ðàäèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ Hr ïîëíîãî ïîëÿ åñòü:

Hr(r, z) =
1

2π

∫∫
D+

Gr(r, z, r
′, z′)J(r′, z′)dr′dz′. (2.3)

Ãäå

Gr(r, z, r
′, z′) =

z − z′

r
√

(r′ + r)2 + (z − z′)2

[
−K(k) +

r′2 + r2 + (z − z′)2

(r′ − r)2 + (z − z′)2
E(k)

]
. (2.4)

Çäåñü H0 � íàïðÿæåííîñòü âíåøíåãî àêñèàëüíî-íàïðàâëåííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ,
J(r, z) � ýêðàíèðóþùèé ñâåðõòîê çàïîëíÿþùèé îáëàñòü ñâåðõïðîâîäíèêà D+ , êîòî-
ðûé íàïðàâëåí â ñèëó ñèììåòðèè âäîëü îðòà φ⃗ è íå çàâèñèò îò ïîëÿðíîãî óãëà φ ,
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K(k) =

π/2∫
0

dθ/
√

1− (k · sin θ)2 è E(k) =

π/2∫
0

√
1− (k · sin θ)2dθ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå

èíòåãðàëû.
Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè J(r, z) íåîáõîäèìî, èìåòü õîòÿ áû ïðèáëèæåííûå ëåâûå ÷àñòè

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.1) è (2.3) [9, 10]. Çàäà÷è òàêîãî ðîäà îòíîñÿòñÿ ê êëàññó íåêîð-
ðåêòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (ñì. íàïðèìåð, [9]). Èñõîäÿ èç ôèçè÷åñêèõ ñîîá-
ðàæåíèé, èìåþòñÿ ñëåäóþùèå ñâåäåíèÿ. Ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ (ÿäðà) óðàâíåíèé
(2.1) è (2.3) îïèñûâàþò íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñîçäàâàåìîãî áåñêîíå÷íî òîíêèì
êîëüöîì ðàäèóñà r′ íåñóùèì ñèëó òîêà ðàâíóþ Jdr′dz′ è ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè ðåøåíèÿìè
óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà [8]. Â ñèëó ñèììåòðèè îñåâàÿ Hz (óðàâíåíèå (2.1)) è ðàäèàëüíàÿ
Hr (óðàâíåíèå (2.3)) ñîñòàâëÿþùèå íàïðÿæåííîñòè ïîëíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ íå çàâèñÿò
îò óãëà φ . Ïðè z →∞ è (èëè) r →∞ ñîñòàâëÿþùèå ïîëÿ Hz → H0 è Hr → 0 . Â îáëà-
ñòè ñâåðõïðîâîäíèêà, ãäå ñâåðõòîê îòñóòñòâóåò (ýêðàíèðîâàííàÿ îáëàñòü), ò.å. J(r, z) = 0
âåëè÷èíû Hz = 0 è Hr = 0 . Êðîìå òîãî, èìååòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå J(r) äëÿ îäíîìåðíîãî
ñëó÷àÿ [3] (ðàñïðåäåëåíèå òîêà â áåñêîíå÷íî òîíêîì äèñêå ðàäèóñà R ):

J(r) =

 Jc
2

π
arctg

[
r

R

(
R2 − a2

a2 − r2

)1/2
]
, r < a;

Jc, a < r < R

(2.5)

Âåëè÷èíà a îïèñûâàåò ðàäèóñ ïðîíèêíîâåíèÿ ñâåðõòîêà âåëè÷èíîé Jc .
Ñëåäóÿ âûøåïðèâåäåííûì ïðåäïîñûëêàì, â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïðåäåëåíà ïðèáëèæåí-

íàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü (êâàçèðåøåíèå [9, 10]) ýêðàíèðóþùåãî ñâåðõòîêà J(r, z) â
ìîäåëè Áèíà äëÿ äâóõìåðíîãî ñëó÷àÿ â öèëèíäðè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Íàéäåííîå âûðàæåíèå
èìååò âèä (ðèñ. 2.1):

J(r, z) =

{
Jc = −|Jc| = const, ïðè r, z ∈ D+;
0, ïðè r, z ∈ D−

}
(2.6)

Ð è ñ ó í î ê 2.1
Ñå÷åíèå ÷åòâåðòè ñâåðõïðîâîäÿùåãî öèëèíäðà. Çàêðàøåííàÿ îáëàñòü D+ íåñåò òîê ñ

êðèòè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ Jc è îòäåëåíà îò îáëàñòè D− ïîâåðõíîñòüþ, çàäàííîé óðàâíåíèåì

z(r) .

Îáëàñòü D+ ïðîíèêíîâåíèÿ âèõðåé â öèëèíäð îò îáëàñòè D− , â êîòîðîé âèõðè îò-
ñóòñòâóþò (ò.å. îáëàñòü â êîòîðîé J(r, z) = 0 ), îòäåëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ çàäàííîé óðàâ-
íåíèåì:

z(r) = b ·

1− 2

π
· arctg

r

a

√√√√√√1−
( a

R

)2

1−
(r
a

)2




p(a)

(2.7)
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Çäåñü R � ðàäèóñ è d = 2b � äëèíà (òîëùèíà) öèëèíäðà (äèñêà), a � ðàäèóñ ïðî-
íèêíîâåíèÿ ïîëÿ ïðè z = 0 (ñì. ðèñ. 2.1). Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè p(a) ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ:
0 < p(a) < 2 è çàâèñèò òàêæå îò îòíîøåíèÿ b/R (ïðè b→ 0 âåëè÷èíà p→ 1 è íå çàâèñèò
îò çíà÷åíèÿ a , à ïðè b→∞ ñëåäóåò p→ 0 ).

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ óêëîíåíèÿ ρ(z, zt) ïðèáëèæåííîãî z îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ zt [9, 10]
ñòðîèëàñü öåëåâàÿ ôóíêöèÿ S , êîòîðàÿ âûáèðàëàñü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàê áûëî îòìå-
÷åíî âûøå, ñâåðõòîê è ìàãíèòíîå ïîëå â ýêðàíèðîâàííîé îáëàñòè ñâåðõïðîâîäíèêà îòñóò-
ñòâóþò. Òî åñòü â îáëàñòè D− ìû çíàåì òî÷íîå ðåøåíèå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â îáëàñòè D−

âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà Hz = 0 è Hr = 0 , ïàðàìåòð p ìîæíî îïðåäåëèòü èç óñëîâèÿ
ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè:

Sz,r(p) =
1

N

∑
ri,zj∈D−

∣∣∣∣Hz,r(ri, zj, p)

H0

∣∣∣∣ < ε (2.8)

Çäåñü N åñòü ÷èñëî âûáðàííûõ òî÷åê â îáëàñòè D− , à âåëè÷èíà ε îïðåäåëÿåò òî÷-
íîñòü íàéäåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.1) è (2.3). Â íàøåì ñëó÷àå îíà
ñîñòàâëÿëà ìåíåå 0,01 (1%). Â ñëó÷àå òî÷íûõ ðåøåíèé S = 0 .

3. Àëãîðèòì è ñòðóêòóðà ïðîãðàììû

Äëÿ ðàñ÷¼òà âåëè÷èíû íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ âî âñåì îáúåìå ñâåðõïðîâîäÿ-
ùåãî îáðàçöà è â îêðóæàþùåì åãî ïðîñòðàíñòâå, áûëà ðàçðàáîòàíà ñïåöèàëüíàÿ ïðîãðàì-
ìà íà ÿçûêå Ñ#. Îíà ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî áûñòðî è ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ïðîèçâåñòè
ðàñ÷åò êàðòû ðàñïðåäåëåíèÿ àêñèàëüíîé (2.1) è ðàäèàëüíîé (2.3) ñîñòàâëÿþùèõ íàïðÿ-
æåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, à òàêæå íàìàãíè÷åííîñòè îáðàçöà â öåëîì.

Ïðè âû÷èñëåíèè èñïîëüçîâàëàñü ñåòêà L×K , â ÷àñòíîñòè íà ïðèâåäåííûõ íèæå ðè-
ñóíêàõ ñåòêà ðàçìåðîì 100×50 (100 øàãîâ âäîëü ðàäèóñà r è 50 âäîëü îñè z . Ðàçðàáîòàí-
íàÿ ïðîãðàììà ïîçâîëÿò èñïîëüçîâàòü ñåòêè áîëüøèõ ðàçìåðîâ. Äëÿ êàæäîãî óçëà ýòîé
ñåòêè ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå åé âåëè÷èíû Hz è Hr ïðè çàäàííîé âåëè÷èíå íà-
ïðÿæåííîñòè H0 âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îñíîâíîå �ÿäðî� ðåøåíèÿ � ýòî âû÷èñëåíèå
çíà÷åíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà, îïðåäåëÿåìîãî óðàâíåíèÿìè (2.1) è (2.3). Ïðè ýòîì âàæíî
áûëî ïîäîáðàòü âåðíûé ÷èñëåííûé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ÷àñòè çàäà÷è, îáëàäàþùèé
óñòîé÷èâîñòüþ [10, 11]. Òàêæå âàæíîé ÷àñòüþ ðåøàåìîé çàäà÷è áûëî âû÷èñëåíèå îïòè-
ìàëüíîé âåëè÷èíû ïàðàìåòðà p îïðåäåëÿåìîãî âûðàæåíèåì (2.8). Äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ
ïðè ïîìîùè ïðîãðàììû áûëà ðåøåíà îòäåëüíàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè. Ïðèìåíåí ÷èñëåí-
íûé ìåòîä ïîèñêà ýêñòðåìóìà ôóíêöèè èçâåñòíûé êàê ìåòîä �çîëîòîãî ñå÷åíèÿ� [11]. Îí
áûë âûáðàí èç-çà åãî äîñòàòî÷íî âûñîêîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.

Â êà÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè ïðè ðåøåíèè äàííîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè áûëà âûáðàíà
ñóììà îòêëîíåíèé S (ñì. (2.8)) äëÿ îáëàñòè (N = 200 òî÷åê), â êîòîðîé îòñóòñòâóåò
ìàãíèòíîå ïîëå (îáëàñòü D− íà ðèñ. 2.1) .

Äëÿ êàæäîé ñîñòàâëÿþùåé Hz è Hr îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà p áûëî ðàññ÷è-
òàíî îòäåëüíî. Îäíàêî ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ïàðàìåòðû äëÿ ðàäèàëüíîé pr è àêñèàëüíîé
pz ñîñòàâëÿþùèõ ïîëÿ (ðèñ. 3.1) íåñêîëüêî îòëè÷àþòñÿ ïðè ïðîíèêíîâåíèè ïîëÿ íà äîñòà-
òî÷íî áîëüøóþ âåëè÷èíó. Äàííîå ðàñõîæäåíèå îáóñëîâëåíî ïðèáëèæåííûì õàðàêòåðîì
âûðàæåíèÿ (2.7).
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Ð è ñ ó í î ê 3.1

Çàâèñèìîñòü ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè p äëÿ ðàäèàëüíîé è àêñèàëüíîé ñîñòàâëÿþùèõ íàïðÿæåííîñòè

ïîëíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïåòëè ãèñòåðåçèñà íà-

ìàãíè÷åííîñòè

Ïîëó÷åííûé â èòîãå äâóìåðíûé ìàññèâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåí-
íîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îäíîé ÷åòâåðòè ôðîíòàëüíîãî ñå÷åíèÿ ñâåðõïðîâîäÿùåãî îáðàç-
öà. Òðåõìåðíûå ãðàôèêè, äåìîíñòðèðóþùèå ýòî ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ Hz(z, r) äëÿ öèëèí-
äðà ñ d/2R = 0, 25 , ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4.1 è 4.2.

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Òðåõìåðíûé ãðàôèê êàðòû ðàñïðåäåëåíèÿ îñåâîé ñîñòàâëÿþùåé íàïðÿæåííîñòè ïîëíîãî

ìàãíèòíîãî ïîëÿ Hz(r, z) . Çíà÷åíèå íàïðÿæåííîñòè óêàçàíû â ïðîöåíòàõ îò âåëè÷èíû

íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ïîëíîãî ïðîíèêíîâåíèÿ Hp. Ðàäèóñ ïðîíèêíîâåíèÿ ïîëÿ ñîñòàâëÿåò:

a = 0.5R .

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 4



30 Í. Ä. Êóçüìè÷åâ, À. À. Ôåä÷åíêî

Ð è ñ ó í î ê 4.2

Òðåõìåðíûé ãðàôèê êàðòû ðàñïðåäåëåíèÿ ðàäèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé íàïðÿæåííîñòè ïîëíîãî

ìàãíèòíîãî ïîëÿ Hz(r, z) . Çíà÷åíèå íàïðÿæåííîñòè óêàçàíû â ïðîöåíòàõ îò âåëè÷èíû

íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ïîëíîãî ïðîíèêíîâåíèÿ Hp . Ðàäèóñ ïðîíèêíîâåíèÿ ïîëÿ ñîñòàâëÿåò:

a = 0.8R . Èçîìåòðè÷åñêàÿ è ïðîôèëüíàÿ ïðîåêöèÿ òðåõìåðíîé êàðòû.

Ïðè ýòîì ïðèíèìàëîñü, ÷òî âíåøíåå ïîëå ïðîíèêëî íà ãëóáèíû, îïðåäåëÿåìûå ñëåäó-
þùèìè çíà÷åíèÿìè ðàäèóñà a : a = 0, 5R (ðèñ. 4.1) è a = 0, 8R (ðèñ. 4.2). Íà ðèñóíêàõ
âåëè÷èíà ïîëÿ ïðåäñòàâëåíà â åäèíèöàõ ïîëÿ ïîëíîãî ïðîíèêíîâåíèÿ Hp , ò.å. ìèíèìàëü-
íîé íàïðÿæåííîñòè âíåøíåãî ïîëÿ H0 , ïðè êîòîðîé âåñü îáúåì ñâåðõïðîâîäíèêà áóäåò
çàíÿò ýêðàíèðóþùèì ñâåðõòîêîì. Âåëè÷èíà Hp îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëåííî èëè å¼ ìîæíî
ðàññ÷èòàòü ïî ôîðìóëå:

Hp = Jcb · ln

R

b
+

√
1 +

(
R

b

)2
 . (4.1)

Äàííàÿ ôîðìóëà ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ êðèòè-
÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ â ìîäåëè Áèíà â ïðèáëèæåíèè ýêðàíèðîâêè ïîëÿ â öåíòðå êîðîòêîãî
öèëèíäðà ðàäèóñà R è ïîëóòîëùèíû b :

dHz

dr
=

Jc√
1 +

(r
b

)2
, Hz(R) = H0 (4.2)

Ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (4.2) åñòü âûðàæåíèå äëÿ àêñèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ïîëÿ:

Hz(r) =


H0, ïðèr > R;

H0 − Jcb

[
Arsh

(
R

b

)
− Arsh

(r
b

)]
, ïðè a < r < R;

0, ïðè 0 < r < a = b · sh
[
Arsh

(
R

b

)
− H0

Jcb

]
.

(4.3)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âûòåêàåò ôîðìóëà äëÿ Hp . Îòìåòèì, ÷òî ïðè H0 = Hp çàäà÷è
â ïîñòàíîâêàõ (2.1) � (2.3) è (4.2) ïðèâîäÿò ê îäèíàêîâûì ðåçóëüòàòàì, òàê êàê ýêðà-
íèðîâàííàÿ îáëàñòü ñâåðõïðîâîäíèêà ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó, íàõîäÿùóþñÿ â öåíòðå íà îñè
öèëèíäðà.
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Èç ðèñóíêîâ 4.1 è 4.2 âèäíî, ÷òî âíóòðåííÿÿ îáëàñòü îáðàçöà D− , íå çàòðîíóòàÿ ìàã-
íèòíûì ïîëåì, îáðàçóåò ïî÷òè ðîâíóþ ïîâåðõíîñòü, êîíòóð êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ óðàâ-
íåíèåì (2.7). Â òîæå âðåìÿ â îñòàëüíîé îáëàñòè íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ îòëè÷íà îò íóëÿ, à
íà ãðàíèöå ñâåðõïðîâîäíèêà íàáëþäàåòñÿ çíà÷èòåëüíûé îñòðûé �ñêà÷îê� íàïðÿæåííîñòè.
Ïðè áîëüøîì óäàëåíèè îò îáðàçöà çíà÷åíèå ïîëÿ ñòðåìèòñÿ ê âåëè÷èíå âíåøíåãî ïîëÿ
H0 , êàê áûëî îòìå÷åíî â ï. 1.

Àíàëîãè÷íûå ãðàôèêè äëÿ äðóãîé ñîñòàâëÿþùåé Hr(z, r) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4.3
( a = 0, 5R ) è ðèñ. 4.4 ( a = 0, 85R ). Âíå îáúåìà ñâåðõïðîâîäíèêà âäàëè îò íåãî íàïðÿæåí-
íîñòü ðàäèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé áëèçèòñÿ ê íóëþ, òàê êàê âåêòîð íàïðÿæåííîñòè âíåø-
íåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ íàïðàâëåí âäîëü îñè âðàùåíèÿ îáðàçöà.

Ð è ñ ó í î ê 4.3

Òðåõìåðíûé ãðàôèê êàðòû ðàñïðåäåëåíèÿ îñåâîé ñîñòàâëÿþùåé íàïðÿæåííîñòè ïîëíîãî

ìàãíèòíîãî ïîëÿ Hr(r, z) . Çíà÷åíèå íàïðÿæåííîñòè óêàçàíû â ïðîöåíòàõ îò âåëè÷èíû

íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ïîëíîãî ïðîíèêíîâåíèÿ Hp. Ðàäèóñ ïðîíèêíîâåíèÿ ïîëÿ ñîñòàâëÿåò:

a = 0.5R .

Ð è ñ ó í î ê 4.4

Òðåõìåðíûé ãðàôèê êàðòû ðàñïðåäåëåíèÿ îñåâîé ñîñòàâëÿþùåé íàïðÿæåííîñòè ïîëíîãî

ìàãíèòíîãî ïîëÿ Hr(r, z) . Çíà÷åíèå íàïðÿæåííîñòè óêàçàíû â ïðîöåíòàõ îò âåëè÷èíû

íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ïîëíîãî ïðîíèêíîâåíèÿ Hp. Ðàäèóñ ïðîíèêíîâåíèÿ ïîëÿ ñîñòàâëÿåò:

a = 0.8R .

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 4



32 Í. Ä. Êóçüìè÷åâ, À. À. Ôåä÷åíêî

Íà÷àëüíàÿ êðèâàÿ è ïåòëÿ ãèñòåðåçèñà íàìàãíè÷åííîñòè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.5. Ðàñ÷åò
ïðîèçâîäèëñÿ ïî íàéäåííîìó ðàñïðåäåëåíèþ ýêðàíèðóþùåãî ñâåðõòîêà. Íàìàãíè÷åííîñòü
M öèëèíäðè÷åñêîãî ñâåðõïðîâîäíèêà âû÷èñëÿëàñü ñîãëàñíî ôîðìóëå èñïîëüçóåìîé äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ñèñòåìû òîêîâ [8] ó÷èòûâàÿ, ÷òî ýêðàíèðóþùèé ñâåðõ-
òîê â ñèëó öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèè ÿâëÿåòñÿ àçèìóòàëüíûì:

M =
1

2V

∫∫
D+

[r,Jc]dV . (4.4)

Çäåñü V � îáúåì ñâåðõïðîâîäíèêà, D+ � îáëàñòü âíóòðåííåé ÷àñòè öèëèíäðà, çà-
íÿòàÿ ñâåðõòîêîì. Èíòåãðàë (4.4) ðàçáèâàåòñÿ íà ñóììó íåñêîëüêèõ èíòåãðàëîâ ñ ïðîòè-
âîïîëîæíî òåêóùèìè ñâåðõòîêàìè. Íà ðèñ. 4.5 ïðèâåäåíû êðèâûå íàìàãíè÷åííîñòè äëÿ
ðàçíûõ âåëè÷èí ìàêñèìàëüíûõ ïîëåé öèêëîâ íàìàãíè÷èâàíèÿ. Ïî îñè àáñöèññ îòëîæå-
íà íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ â åäèíèöàõ ïîëÿ ïîëíîãî ïðîíèêíîâåíèÿ Hp . Ïî îñè
îðäèíàò îòëîæåíà íàìàãíè÷åííîñòü öèëèíäðà â åäèíèöàõ íàìàãíè÷åííîñòè íàñûùåíèÿ
M0 = JcR/3 (èíà÷å â åäèíèöàõ M(Hp) ), êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç âûðàæåíèé (4.2) è (4.4)
ïóòåì íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé.

Ð è ñ ó í î ê 4.5
Íà÷àëüíàÿ êðèâàÿ íàìàãíè÷åííîñòè è ïåòëè ãèñòåðåçèñà íàìàãíè÷åííîñòè äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé

ìàêñèìàëüíûõ ïîëåé öèêëà íàìàãíè÷èâàíèÿ Hmax . Çíà÷åíèå ïîëÿ óêàçàíî â ïðîöåíòàõ îò Hp ,

à âåëè÷èíà íàìàãíè÷åííîñòè óêàçàíà åäèíèöàõ íàìàãíè÷åííîñòè íàñûùåíèÿ.

5. Çàêëþ÷åíèå

Ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ êàðòà ðàñïðåäåëåíèÿ ýêðàíèðóþùåãî ñâåðõòîêà (2.6)
â æåñòêèõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ âòîðîãî ðîäà èìåþùèõ ôîðìó öèëèíäðîâ êîíå÷íîé äëèíû
è äèñêîâ (òàáëåòîê) â ðàìêàõ ìîäåëè Áèíà è ïðîñòîå óðàâíåíèå (2.7) ïîâåðõíîñòè îòäå-
ëÿþùåé îáëàñòè öèëèíäðà (äèñêà) ñ òîêîì è áåç òîêà (ñì. ðèñ. 2.1). Äàííûå óðàâíåíèÿ
ïîëó÷åíû ñ ó÷åòîì èñêðèâëåíèÿ ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ôîðìóëà (2.7) âêëþ÷à-
åò åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð p (ïîêàçàòåëü ñòåïåíè), êîòîðûé ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ íàõîæ-
äåíèåì ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè (2.8). Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ñòðîèòñÿ íà ýêðàíèðîâàííîé
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îáëàñòè öèëèíäðà è ÿâëÿåòñÿ ïî ñâîåé ñóòè îòêëîíåíèåì òî÷íîãî çíà÷åíèÿ ïîëÿ îò ïðè-
áëèæåííîãî. Ðàñ÷åòû ðàäèàëüíîé è àêñèàëüíîé ñîñòàâëÿþùèõ ïîëÿ ïîêàçàëè ïðàâèëü-
íîñòü âûáîðà ìåòîäèêè. Ðàçðàáîòàííóþ ìåòîäèêó ìîæíî ïðèìåíÿòü è â ñëó÷àå ïîëåâîé
çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêîé ïëîòíîñòè òîêà. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ (2.1) è
(2.3) áóäóò íåëèíåéíûìè. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïî-
ëó÷åííûå â ðàáîòå âûðàæåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, ïðè
ðàçðàáîòêå ìàãíèòîìåòðà ñëàáûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé [13] íà îñíîâå ÂÒÑÏ ïîëèêðèñòàëëîâ.
Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [14, 15] ýêðàíèðóþùèé ñâåðõòîê â òàêèõ ñèñòåìàõ â ñëàáûõ
ìàãíèòíûõ ïîëÿõ íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû ïîëÿ.
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Mathematical modeling of the distribution of screening

current and magnetization hysteresis of the hard type II

superconductors in the form of short cylinders in Bean

approximation.

c⃝ N. D. Kuzmichev3 A. A. Fedchenko4

Abstract. Work �nds simple analytic dependence of distribution of screening superconducting
current and calculates magnetization within restriction of Bean model and taking into account the
curvature of the magnetic �eld lines for hard type II superconductors in the form of �nite length
cylinders and discs (tablets). On the basis of the found distribution were calculated total magnetic
�eld intensity and magnetic hysteresic loop for these samples in di�erent cases

Key Words: hard superconductor of the second kind, high-temperature superconductor, critical
current density, magnetization, integral equation of the �rst kind, distribution map of the screening
supercurrent.
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