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c⃝ Þ. À. Ãíàòåíêî1, Ì. Ò. Êàðàìóëëèí2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïîëó÷åíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Ìàéåðà ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû ðàñ-
ïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà,
äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à, ñèñòåìà ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé.

Îñíîâíîé õàðàêòåðíîé ÷åðòîé, ïðèñóùåé âñåì ïðèêëàäíûì çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è, ê êîòîðîé ïðè-
âîäèò ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [3]. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðè ÷èñëåííîì ïîèñêå
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàòðà÷èâàåòñÿ ìíîãî âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ è, ñîîòâåòñòâåííî,
âðåìåíè. Ïîýòîìó äëÿ óñêîðåíèÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçî-
âàòü ñèñòåìû ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé, êîòîðûå ñïîñîáíû â íåñêîëüêî ðàç ñîêðàòèòü
âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå íà ïîèñê.

Ñèñòåìó ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé áûëî ðåøåíî ñäåëàòü ïî ïðèíöèïó ¾óïðàâëÿþ-
ùèé � êîìàíäíûé öåíòð � êëèåíòû¿, ãäå ¾óïðàâëÿþùèé¿ � ýòî ðàáî÷àÿ ñòàíöèÿ, îòäàþ-
ùàÿ çàäàíèÿ êëèåíòàì ÷åðåç ¾êîìàíäíûé öåíòð¿; ¾êëèåíòû¿ � êîìïüþòåðû ñ íåîáõîäè-
ìûì ïðîãðàììíûì îáåñïå÷åíèåì, ñïîñîáíûå ïðèíèìàòü çàäàíèÿ îò óïðàâëÿþùèõ ðàáî÷èõ
ñòàíöèé ïîñðåäñòâîì êîìàíäíîãî öåíòðà, îáðàáàòûâàòü èõ è âîçâðàùàòü ðåçóëüòàò. Â êà-
÷åñòâå êîìàíäíîãî öåíòðà èñïîëüçóåòñÿ IRC-ñåðâåð [1].

Ðàññìîòðèì ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà ñëåäóþùåì ïðè-
ìåðå.

Ïóñòü äàíà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx1
dt

= x2(t),

dx2
dt

= −x1(t) + u(t), |u(t)| ≤ 1;

(1.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
x1(0) = 0, x2(0) = 0, (1.2)

à òàêæå ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà

I = x2(2π)→ min . (1.3)

Çäåñü x = (x1, x2)
T ∈ R2, t ∈ [0; 2π] .
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Òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå u∗(t) è ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó îïòèìàëüíóþ
òðàåêòîðèþ x∗(t) . Çàäà÷à (1.1)-(1.3) � çàäà÷à Ìàéåðà.

Ïðèìåíèì ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ïîíòðÿãèíà (ãàìèëü-
òîíèàí)

H(t,ψ,x, u) = ψ1x2 + ψ2[−x1 + u]. (1.4)

Íàéäåì ìàêñèìóì ôóíêöèè Ïîíòðÿãèíà. Òàê êàê ãàìèëüòîíèàí (1.4) ëèíååí ïî óïðàâ-
ëåíèþ u , à íà óïðàâëåíèå íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ |u(t)| ≤ 1 , òî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå
èìååò âèä

u∗(t) = argmaxH(t,ψ,x, u) = 1 · sign(ψ2(t)), (1.5)

òî åñòü óïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåëåéíûì è îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì ôóíêöèè ψ2(t) .
Ñ ó÷åòîì (1.5) ñèñòåìà îñíîâíûõ óðàâíåíèé (1.1) ïðèìåò âèä:

dx1
dt

= x2(t),

dx2
dt

= −x1(t) + 1 · sign(ψ2(t)).

(1.6)

Âûïèøåì ñîïðÿæåííûå óðàâíåíèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà:

dψ1

dt
= − ∂

∂x1
H(t,ψ,x, u)) = ψ2(t),

dψ2

dt
= − ∂

∂x2
H(t,ψ,x, u)) = −ψ1(t).

(1.7)

Íåäîñòàòîê ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âîñïîëíÿåòñÿ óñëîâèÿìè òðàíñâåðñàëüíîñòè, ÷èñëî êî-
òîðûõ ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó íåäîñòàþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ îñíîâíîé è ñîïðÿæåííîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé (äëÿ çàäà÷è ñî ñâîáîäíûì ïðàâûì êîíöîì).

ψ1(2π) = 0, ψ2(2π) = −1. (1.8)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à: íàéòè ðåøåíèå
êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû (1.6), (1.7) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.2), (1.8).

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé çàäà÷è òðåáóåòñÿ çàäàòü íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ âñåõ
íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé xi(t) è ψi(t), i = 1, 2 , à äàëåå ÷èñëåííî ðåøàòü çàäà÷ó Êîøè. Íåäî-
ñòàþùèå çíà÷åíèÿ

ψi(0) = ψ
(0)
i , i = 1, 2 (1.9)

äîëæíû çàäàâàòüñÿ äî íåêîòîðîé ñòåïåíè ïðîèçâîëüíî è çàòåì óòî÷íÿòüñÿ ïî çíà÷åíè-
ÿì ôóíêöèé ψi(t) â êîíå÷íîé òî÷êå òðàåêòîðèè (1.8). Îöåíêà íåñîîòâåòñòâèÿ (íåâÿçêà)
íàéäåííîé êîíå÷íîé òî÷êè ψ(k) ñ çàäàííîé îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå [2]:

r =
2∑
i=1

[ψi(2π)− ψ(k)
i ]

2
.

Ïðè ýòîì âàæíî îöåíèòü, íàñêîëüêî óäà÷íî âûáðàíû íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ (1.9), òî åñòü
ðåøèòü çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ:

min
ψ(0)

r(ψ(0)) = 0. (1.10)
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Çàäà÷à (1.10) áûëà ðåøåíà ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà áåçóñëîâíîé ìè-
íèìèçàöèè ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (1.1), (1.7) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (1.9) � êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà.
Â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ � ïðèáëèæåííîå ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (1.3) ïðè ðàçëè÷íûõ ψ

(0)
i , i = 1, 2 .

N Íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ Âðåìÿ ñ÷åòà, ÷:ìèí:ñ Íåâÿçêà Ìèíèìóì ô-ëà

1 ψ
(0)
1 = 0 ψ

(0)
2 = −1 00:00:03 0,01956 -3,9919428

2 ψ
(0)
1 = 0, 023 ψ

(0)
2 = −0, 989 00:00:16 0,025735 -3,9919418

3 ψ
(0)
1 = 0, 0456 ψ

(0)
2 = −0, 7856 00:21:16 0,048467 -3,9845698

4 ψ
(0)
1 = 1 ψ

(0)
2 = 1 48:58:27 1 -3,8788281

Àíàëèçèðóÿ ðåçóëüòàòû, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä: ÷åì äàëüøå íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ,
çàäàâàåìûå ïðîèçâîëüíî, îò àíàëèòè÷åñêèõ [3], ðàâíûõ ψ

(0)
1 = 0 , ψ

(0)
2 = −1 , òåì äîëüøå

âðåìÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ. Àíàëèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà (1.3): I = −4 .
Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñêîðèòü ïðîöåññ, ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìåíèòü ñèñòåìó ðàñïðåäåëåííûõ

âû÷èñëåíèé ñëåäóþùèì îáðàçîì: óïðàâëÿþùàÿ ñòàíöèÿ ãåíåðèðóåò ñèñòåìó äâóìåðíûõ
ñëó÷àéíûõ òî÷åê äëÿ çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ψ

(0)
i , i = 1, 2 ; êàæäûé êëèåíò ïîëó-

÷àåò îäíó èç ñëó÷àéíûõ òî÷åê è íà÷èíàåò íåçàâèñèìî îò äðóãèõ êëèåíòîâ ðåøàòü çàäà÷ó
(1.10). Êàê òîëüêî ïåðâûé èç êëèåíòîâ íàõîäèò ðåøåíèå çàäà÷è (1.10), ðàáîòà îñòàëüíûõ
êëèåíòîâ çàâåðøàåòñÿ. Óñêîðåíèå äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî îäèí èç êëèåíòîâ âûáèðàåò
ñëó÷àéíóþ òî÷êó íàèáîëåå ≪ áëèçêóþ≫ ê èñêîìîìó ðåøåíèþ.

Áûëî ðàçðàáîòàíî ïðîãðàììíîå ñðåäñòâî, ðåàëèçóþùåå äàííûé àëãîðèòì. Ñëó÷àéíûå
òî÷êè çàäàâàëèñü èç ïðîìåæóòêà [0; 10000]× [0; 10000] . Çàâèñèìîñòü âðåìåíè ñ÷åòà çàäà÷è
îò êîëè÷åñòâà êëèåíòîâ ïðåäñòàâëåíà â òàáëèöå.

÷èñëî êëèåíòîâ âðåìÿ, ñ
1 3,5
2 2,3
3 1,7

Òàêèì îáðàçîì, ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà êëèåíòîâ âðåìÿ ñ÷åòà óìåíüøàåòñÿ, ïðè ýòîì
÷èñëåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1.6), (1.7), (1.2), (1.8) ñîãëàñóåòñÿ ñ àíàëèòè÷åñêèì
[3].
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Numerical solution of the optimal management system

using distributed computing

c⃝ Y. A. Gnatenko3, M. T. Karamullin4

Abstract. In the work the solution of the Maier's problem is obtained with the help of the
distributed computing systems.
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