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1. Ââåäåíèå

Âçàèìîñâÿçàííûå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) è àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. Ýòè âçàè-
ìîñâÿçàííûå ñèñòåìû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû ÎÄÓ ñ òîæäåñòâåííî âûðîæäåí-
íîé ìàòðèöåé ïåðåä ïðîèçâîäíîé. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì ìîæíî çàäàâàòü íà÷àëüíûå óñëî-
âèÿ, êîòîðûå äîëæíû áûòü ñîãëàñîâàíû ñ ïðàâîé ÷àñòüþ èñõîäíîé ñèñòåìû. Äàííûé
êëàññ çàäà÷ ïðèíÿòî íàçûâàòü íà÷àëüíîé çàäà÷åé (çàäà÷åé Êîøè) äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÄÀÓ). Ïîñòðîåíèå ðàçíîñòíûõ ñõåìäëÿ ÄÀÓ äîñòàòî÷íî ñëîæ-
íàÿ, ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, çàäà÷à. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâåäåíû
ðàçíîñòíûå ñõåìû, êîòîðûå ïîõîæè íà ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ôîðìóëå äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ íàçàä. Íà ìîäåëüíîì ïðèìåðå ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïðåäëàãàåìûõ ñõåì ñ êëàññè÷å-
ñêèìè ìåòîäàìè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ðàçíîñòíûå ñõåìû

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

A(t)x′(t) +B(t)x(t) = f(t), t ∈ [0, 1], (2.1)

x(0) = x0, (2.2)

ãäå A(t) è B(t) - (n × n) - ìàòðèöû, f(t) - çàäàííàÿ, x(t) - èñêîìàÿ n -ìåðíàÿ âåêòîð-
ôóíêöèè. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ýëåìåíòû A(t) , B(t) è f(t) îáëàäàþò òîé ãëàäêîñòüþ, êîòî-
ðàÿ íåîáõîäèìà â äàëüíåéøåì.

Â çàìåòêå ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà

detA(t) = 0∀t ∈ [0, 1]. (2.3)

Ñèñòåìû (2.1) ñ óñëîâèåì (2.3) ïðèíÿòî íàçûâàòü ëèíåéíûìè ÄÀÓ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî íà÷àëüíûå äàííûå (2.2) ñîãëàñîâàíû ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, ò.å. ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à
èìååò ðåøåíèå.

1Ïðîãðàììèñò ëàáîðàòîðèè ñèñòåìíîãî àíàëèçà è âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ, Èíñòèòóò äèíàìèêè ñè-
ñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ ÑÎ ÐÀÍ, Èðêóòñê, soleilu@mail.ru
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Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. (ñì., íàïð, [1]).Ñèñòåìà (1) èìååò èíäåêñ îäèí, åñëè

rank[(λA(t) + B(t))−1A(t)] = rank[(λA(t) +B(t))−1A(t)]2 = r = const∀t ∈ [0, 1]. (2.4)

Äðóãèå ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ èíäåêñà ìîæíî íàéòè â [2].
Èçâåñòíî [1], ÷òî ïðè âûïîëíåíèè âûøåïðèâåäåííîãî óñëîâèÿ, çàäà÷à (2.1), (2.2) èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè âûøëî îãðîìíîå ìíîæåñòâî ðàáîò, ïîñâÿ-
ùåííûõ ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ÄÀÓ èíäåêñà îäèí. Êàê ïðàâèëî, ïåðâîíà÷àëüíî ýòè àë-
ãîðèòìû áûëè ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ æåñòêèõ ÎÄÓ, à â äàëüíåéøåì
èõ îáîñíîâîâàëè äëÿ ÄÀÓ èíäåêñà îäèí. Îäíàêî îòíîñèòåëüíî íåäàâíî áûëè ïîñòðîåíû
ïðèìåðû æåñòêèõ ÄÀÓ, äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êîòîðûõ áîëüøèíñòâî íåÿâíûõ ìåòîäîâ
îêàçàëèñü ìàëîýôôåêòèâíûìè (òðåáîâàëñÿ î÷åíü ìàëåíüêèé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ)[3], [4].
Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèâåäåì ïðèìåð [4] :
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, t ∈ [0, 1], (2.5)

ãäå α è λ ñêàëÿðíûå ïàðàìåòðû, u(0) = v(0) = 1 . Äàííàÿ çàäà÷à èìååò èíäåêñ îäèí
è òî÷íîå ðåøåíèå u = (1 + λt)eλt , v = eλt . Ïðè λ ≪ 0 ìû èìååì æåñòêóþ çàäà÷ó.
Ñòàíäàðòíûé k -øàãîâûé ìåòîä äëÿ çàäà÷è (2.1), (2.2), îñíîâàííûé íà ôîðìóëå äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ íàçàä ( ìåòîä ÔÄÍ), èìååò âèä

Ai+1

k∑
j=0

ρjxi+1 + hBi+1xi+1 = hfi+1, k ≤ 6, (2.6)

ãäå Ai+1 = A(ti+1) ,Bi+1 = B(ti+1) , fi+1 = f(ti+1) , ti+1 = ih , i = k, k + 1, . . . , N − 1 ,
h = 1/N , xi+1 ≈ x(ti+1) , êîýôôèöèåíòû ìîæíî íàéòè â [5] . Èçâåñòíî, ÷òî ïðè k ≤ 6
ìåòîäû ÔÄÍ ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ ÎÄÓ,
à ïðè k ≥ 7 -íåóñòîé÷èâûìè. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä (2.6) ê äàííîìó ïðèìåðó, îáîçíà÷àÿ z = λh
ω = αh è îïóñêàÿ âûêëàäêè, ïîëó÷èì

ui+1 = (1 + αti+1)vi+1, (2.7)

(ρ0 − z − ω)vi+1 +
k∑
j=1

(ρj − ω)vi+1−j = 0, (2.8)

ïðè ýòîì ïîëàãàÿ, ÷òî ñòàðòîâûå çíà÷åíèÿ äëÿ vj è uj, j = 0, 1, . . . , k − 1 çàäàíû òî÷íî.
Àíàëèç óðàâíåíèÿ (2.8) ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîãî z < 0 ñóùåñòâóåò ω òàêîå, ÷òî êàê
ìèíèìóì îäèí èç êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2.8) áóäåò ïî ìîäóëþ áîëüøå
åäèíèöû. Òàêèì îáðàçîì,ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ñòàíäàðòíûå ìåòîäû ÔÄÍ (2.6) äëÿ
âûøåïðèâåäåííîãî ïðèìåðà ìàëîýôôåêòèâíû. Íèæå ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäîâ
ÔÄÍ äëÿ çàäà÷è (2.1),(2.2) èíäåêñà îäèí. Ïåðåïèøåì èñõîäíóþ ñèñòåìó (2.1) â âèäå

(A(t)x(t))′ + (B(t)− A′(t))x(t) = f(t) (2.9)

è äëÿ çàäà÷è (2.9),(2.2) áóäåì ïðèìåíÿòü ìåòîäû ÔÄÍ, ïðè ýòîì âû÷èñëÿÿ A′(t)t=ti+1
òàê

æå ïî ìåòîäó ÔÄÍ. Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì áóäåò èìåòü âèä

k∑
j=0

ρjAi+1−jxi+1−j + (hBi+1 −
k∑
j=0

ρjAi+1−j)xi+1 = hfi+1 (2.10)
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Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäíèé àëãîðèòì äëÿ (2.5) è îïóñêàÿ âûêëàäêè, ïîëó÷èì

ui+1 = (1 + λti+1)vi+1, (2.11)

(ρ0 − z)vi+1 +
k∑
j=1

ρjvi+1−j = 0. (2.12)

Ôîðìóëà (2.12) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ìåòîäîì ÔÄÍ äëÿ ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ x
′
+λx =

0 è â îòëè÷èè îò ôîðìóëû (2.8) íå çàâèñèò îò ω . Îòìåòèì, ÷òî ïðè k = 1 (îäíîøàãîâûé
ìåòîä) ñõåìà (2.10) ïðèìåò âèä

(Ai+1xi+1 − Aixi) + (hBi+1 − Ai+1 + Ai)xi+1 = hfi+1, i = 0, 1, · · · , N − 1, (2.13)

êîòîðóþ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Ai(xi+1 − xi) + hBi+1xi+1 = hfi+1 (2.14)

Äåòàëüíûé àíàëèç ïîñëåäíåé ñõåìû ïðèâåäåí â ñòàòüÿõ [6], [7].
Äåòàëüíîå îáîñíîâàíèå ñõåì (2.10) ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîâåñòè â äàëüíåéøåì.
Àâòîð áëàãîäàðèò Ì.Â. Áóëàòîâà çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è îáñóæäåíèå ñòàòüè.
Ðàáîòà ïîääåðæåíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ �11-01-00639-à, 11-01-93005Âüåò-à.
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About the class of multistep methods for numerical

solution di�erential-algebraic equations of index one
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Abstract. In this paper we consider analysis of multistep schemes like methods based on back
di�erentiation formula. We show advantages of this schems above classical methods
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