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ìàðêîâñêèõ öåïåé ñ äâóìÿ êëàññàìè ñîñòîÿíèé
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíå÷íûå è ñ÷åòíûå òîïîëîãè÷åñêèå ìàðêîâñêèå öåïè, ó êî-
òîðûõ ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ðàçáèòî íà äâà êëàññà; òàêèå ìàðêîâñêèå öåïè âîçíèêàþò ïðè
ñèìâîëè÷åñêîì îïèñàíèè ñèñòåì òèïà ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè Ëîðåíöà. Äëÿ ìàðêîâñêèõ öåïåé
c óêàçàííûì ðàçáèåíèåì ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ìíîæåñòâî âðàùåíèÿ ââîäèòñÿ êàê ìíîæå-
ñòâî èíäèâèäóàëüíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñðåäíèõ ÷àñòîò ïîñåùåíèÿ îäíîãî èç âûäåëåííûõ êëàñ-
ñîâ ñîñòîÿíèé. Äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå òðàíçèòèâíîñòè ìíîæåñòâî âðàùåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé
ìàðêîâñêîé öåïè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíóòûé èíòåðâàë, ïðè÷åì â ñëó÷àå òîïîëîãè÷åñêîãî
ïåðåìåøèâàíèÿ èíòåðâàë âðàùåíèÿ íåòðèâèàëåí. Äîêàçàíî òàêæå, ÷òî äëÿ êîíå÷íûõ òîïî-
ëîãè÷åñêèõ ìàðêîâñêèõ öåïåé êîíöû èíòåðâàëà âðàùåíèÿ � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, êîòîðûå
äîñòèãàþòñÿ êàê ÷èñëà âðàùåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Òîïîëîãè÷åñêèå ìàðêîâñêèå öåïè, ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèñòåìû, ìíîæåñòâà
âðàùåíèÿ

1. Ââåäåíèå

Òîïîëîãè÷åñêèå ìàðêîâñêèå öåïè (ÒÌÖ) èãðàþò ðîëü ñèìâîëè÷ñêèõ ìîäåëåé äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ êëàññîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, âêëþ÷àÿ íåðàâíî-
ìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèå è ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèñòåìû, êîãäà ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî
ñèñòåìû äîïóñêàåò ìàðêîâñêîå ðàçáèåíèå (âîçìîæíî, ñ÷¼òíîå). Ê òàêèì êëàññàì ñèñòåì
îòíîñÿòñÿ ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùèå àêèîìå À Ñ.Ñìåéëà, ãèïåðáîëè÷åñêèå áèëüÿðäû,
ãåîìåòðè÷åñêèå ìîäåëè àòòðàêòîðà Ëîðåíöà, îäíîìåðíûå êóñî÷íî-ìîíîòîííûå îòîáðàæå-
íèÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé è äð. (ñì. [1], [3],[4], [7], [2], [6] ). Â ÷àñòíî-
ñòè, Ô. Õîôáàóýð äîêàçàë (ñì. [5]), ÷òî äëÿ êóñî÷íî-ìîíîòîííîãî, êóñî÷íî-íåïðåðûâíîãî
îòîáðàæåíèÿ f èíòåðâàëà I ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé ìîæíî ïîñòðî-
èòü êîíå÷íóþ èëè ñ÷¼òíóþ ÒÌÖ (ΩP , σ)) ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäîâ P , òàêóþ, ÷òî f : I → I
òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ñ îòîáðàæåíèåì ñäâèãà σ : ΩP → ΩP (òî÷íåå ãîâîðÿ, ñîïðÿæåí-
íîñòü èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ òî÷åê, êðîìå, âîçìîæíî, òàê íàçûâàåìîãî ¾ìàëîãî ìíîæåñòâà¿,
ò.å. òàêîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå íå ñîäåðæèò ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê è îáëàäàþùåãî òåì ñâîé-
ñòâîì, ÷òî ëþáàÿ ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà í¼ì èíâàðèàíòíàÿ ìåðà èìååò íóëåâóþ ýíòðîïèþ
Êîëìîãîðîâà-Ñèíàÿ). Òåì ñàìûì, èçó÷åíèå òîïîëîãè÷åñêèõ è ýðãîäè÷åñêèõ ñâîéñòâ îä-
íîìåðíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé
ìîæíî ñâåñòè ê ðàññìîòðåíèþ ñ÷¼òíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ìàðêîâñêèõ öåïåé.

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíå÷íûå è ñ÷åòíûå òîïîëîãè÷åñêèå ìàðêîâñêèå
öåïè, ó êîòîðûõ ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ðàçáèòî íà äâà ôèêñèðîâàííûõ ïîäìíîæåñòâà.
Òàêèå ìàðêîâñêèå öåïè åñòåñòâåííî âîçíèêàþò ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñèñòåì òèïà ñèñòåìû
Ëîðåíöà èëè å¼ îäíîìåðííîé ìîäåëè â âèäå êóñî÷íî-ìîíîòîííîãî îòîáðàæåíèÿ ñ äâó-
ìÿ èíòåðâàëàìè ìîíîòîííîñòè. Äëÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ìàðêîâñêèõ öåïåé ñ ôèêñèðîâàííûì
ðàçáèåíèåì ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ìíîæåñòâî âðàùåíèÿ ââîäèòñÿ êàê ìíîæåñòâî èí-
äèâèäóàëüíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñðåäíèõ ÷àñòîò ïîñåùåíèÿ îäíîãî èç âûäåëåííûõ êëàññîâ
ñîñòîÿíèé. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ïîêàçûâàåì (ñì. òåîðåìó 1), ÷òî ìíîæåñòâî âðàùå-
íèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ìàðêîâñêîé öåïè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíóòûé èíòåðâàë, ïðè÷åì â

1Äîöåíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàð-
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä; malkin@unn.ru
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ñëó÷àå òîïîëîãè÷åñêîãî ïåðåìåøèâàíèÿ èíòåðâàë âðàùåíèÿ íåòðèâèàëåí. Äàëåå áóäåò ïî-
êàçàíî (ñì. òåîðåìó 2), ÷òî äëÿ êîíå÷íûõ òðàíçèòèâíûõ ÒÌÖ êîíöû èíòåðâàëà âðàùåíèÿ
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, ÿâëÿþùèåñÿ ÷èñëàìè âðàùåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
òî÷åê. Â òåîðåìå 2 óñòàíîâëåíî òàêæå, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè èíòåðâàëà âðàùåíèÿ ìîæíî
îãðàíè÷èòüñÿ îðáèòàìè, äëÿ êîòîðûõ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ÷àñòîòà ñóùåñòâóåò è áåç ïåðåõî-
äà ê âåðõíåìó ïðåäåëó. Äàííûå ðåçóëüòàòû îòðàæàþò õàðàêòåðíóþ ïðèðîäó ìíîæåñòâà
âðàùåíèÿ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì � îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåðâàë, âåëè÷èíà êîòîðîãî
ñîîòâåòñòâóåò ñòåïåíè õàîòè÷íîñòè ñèñòåìû (íåòðèâèàëüíîñòü èíòåðâàëà âðàùåíèÿ óæå
óêàçûâàåò íà ñèëüíûå õàîòè÷åñêèå ñâîéñòâà: ïîëîæèòåëüíîñòü òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè,
íàëè÷èå ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê âñåõ ïåðèîäîâ çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, êîíå÷íîãî ÷èñëà).
Èçâåñòíî, ÷òî ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû èìåþò ìåñòî è äëÿ äðóãèõ êëàññîâ ñèñòåì: ýíäîìîð-
ôèçìîâ îêðóæíîñòè ñòåïåíè 1 è ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé èãòåðâàëà (ñì. [9], [8] ).

2. Èíòåðâàëû âðàùåíèÿ òðàíçèòèâíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ìàðêîâ-
ñêèõ öåïåé

Ââåäåì ïîíÿòèå ìíîæåñòâà âðàùåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ìàðêîâñêîé öåïè (ÒÌÖ), ó êî-
òîðîé ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ðàçáèòî íà äâà ïîäìíîæåñòâà.

Ïóñòü (L, P, σ) � îäíîñòîðîííÿÿ ÒÌÖ ñ êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì ïðîñòðàíñòâîì ñîñòî-
ÿíèé L è ìàòðèöåé ïåðåõîäîâ P (ee ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ íóëè èëè åäèíèöû).
Ôàçîâjt ïðîñòðàíñòâî ÒÌÖ (L, P, σ ) åñòü

ΩP := {x = (xi)
∞
i=0 : pxi,xi+1

= 1},

σ : ΩP → ΩP � îòîáðàæåíèå îäíîñòîðîííåãî ñäâèãà.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé L ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïå-

ðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ L1 è L2 . Òîãäà ΩP = B(L 1) ∪ B(L 2) , ãäå B(Li) � öèëèí-
äðè÷åñêîå ìíîæåñòâî âèäà B(Li) = {x = {xn}∞n=0 : x0 ∈ Li} , i = 1, 2 . Áóäåì c÷èòàòü,
÷òî äëÿ ÒÌÖ (L, P, σ) ðàçáèåíèå L = L1 ∪ L2 ôèêñèðîâàíî. Îáîçíà÷èì χL2 èíäèêàòîð
ìíîæåñòâà L2 ⊂ L . Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x = {xn}∞0 ∈ ΩP ÷èñëî âðàùåíèÿ ρ(x)
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ(x) = lim sup
k→∞

1

k

k−1∑
n=0

χL2(xn) (2.1)

Òàêèì îáðàçîì, ρ(x) åñòü âåðõíèé ïðåäåë ñðåäíåãî ÷èñëà ïîïàäàíèé îðáèòû òî÷êè x â
öèëèíäðè÷åñêîå ìíîæåòâî B(L2) çà âðåìÿ îò íóëÿ äî k−1 . Ìíîæåñòâî âðàùåíèÿ ρ(σ|ΩP )
ÒÌÖ (L, P, σ ) îòíîñèòåëüíî ðàçáèåíèÿ L1 ∪ L2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê çàìûêàíèå ìíîæåñòâà
çíà÷åíèé ρ(x) äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê x :

ρ(σ|ΩP ) = clos{ρ(x) : x ∈ Per(σ|ΩP )} (2.2)

Ïóñòü (L, P, σ) è (L′, P ′, σ) � äâå òîïîëîãè÷åñêè cîïðÿæåííûå ÒÌÖ, L = L1 ∪ L2 ,
L′ = L′1 ∪ L′2 � ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñîñòîÿíèé, è h : ΩP → ΩP ′ � ãîìåîìîðôèçì,
îñóùåñòâëÿþùèé ñîïðÿæåííîñòü, ïðè÷åì h(B(L1)) = B(L′1) , h(B(L2)) = B(L′2) . Òîãäà èç
îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà âðàùåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ρ(σ|ΩP ) = ρ(σ|ΩP ′) .

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå φ : X → X íàçûâàåòñÿ
òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíûì, åcëè äëÿ ëþáîé ïàðû V, V ′ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ X
íàéäåòñÿ n òàêîå, ÷òî V ∩φ−nV ′ ̸= ∅ . Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå φ : X → X íàçûâàåòñÿ
òîïîëîãè÷åñêè ïåðåìåøèâàþùèì, åcëè äëÿ ëþáîé ïàðû V, V ′ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ X

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 3



90 Ì. È. Ìàëêèí

íàéäåòñÿ n0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ n ≥ n0 âûïîëíåíî V ∩ φ−nV ′ ̸= ∅ . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ
êîíå÷íûõ è ñ÷åòíûõ ÒÌÖ òîïîëîãè÷åñêàÿ òðàíçèòèâíîñòü σ|ΩP ðàâíîñèëüíà íåðàçëîæè-
ìîñòè, à òîïîëîãè÷åñêîå ïåðåìåøèâàíèå ðàâíîñèëüíî íåðàçëîæèìîñòè è àïåðèîäè÷íîñòè
ìàòðèöû ïåðåõîäîâ.

Ò å î ð å ì à 2.1. Åñëè σ|ΩP òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíî, òî ρ(σ|ΩP ) ïðåäòàâ-
ëÿåò ñîáîé çàìêíóòûé èíòåðâàë (âîçìîæíî, òðèâèàëüíûé). Åñëè σ|ΩP òîïîëîãè÷åñêè
ïåðåìåøèâàåò, òî ρ(σ|ΩP ) � íåòðèâèàëüíûé èíòåðâàë.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç íåðàçëîæèìîñòè ÒÌÖ (L, P, σ) ñëåäóåò, ÷òî Per(σ|ΩP ) ̸=
∅ . Ïóñòü ρ1 = infρ(σ|ΩP ) ̸= sup ρ(σ|ΩP ) = ρ2 . Î÷åâèäíî, ÷òî 0 ≤ ρ1 < ρ2 ≤ 1 . Äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ìîæíî íàéòè ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè x è y , òàêèå ÷òî ρ(x) − ρ1 < ε , ρ2 − ρ(y) < ε .
Ïóñòü x è y èìåþò ïåðèîäû q1 è q2 ñîîòâåòñòâåííî è ρ(x) = p1

q1
, ρ(y) = p2

q2
. Îáîçíà÷èì

÷åðåç b1 è b2 áëîêè (x0, ..., xq1−1) è (y0, ..., yq2−1) ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü c = (z0, ..., zq) -
íåïóñòîé áëîê (ò.å. (zi, zi+1) ∈ P äëÿ i = 0, ..., q − 1 ); áóäåì íàçûâàòü c ïåðèîäè÷åñêèì
áëîêîì, åñëè (zq, z0) ∈ P .

Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî áëîêà c è íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îáîçíà÷èì ÷åðåç cn íåïóñòîé
ïåðèîäè÷åñêèé áëîê, ïîëó÷àþùèñÿ n -êðàòíûì ïîâòîðåíèåì c , à â ñëó÷àå n = ∞ îïðå-
äåëèì ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó c∞ ∈ Per(σ|ΩP ) , ïîëó÷àþùóþñÿ áåñêîíå÷íûì ïîâòîðåíèåì
c . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî áëîêà c îáîçíà÷èì ÷åðåç ĉ áëîê, ïîëó÷àþùèéñÿ èç c
óäàëåíèåì ïîñëåäíåãî ñèìâîëà.

Ïîñêîëüêó (L, P, σ) � íåðàçëîæèìàÿ ÒÌÖ, òî íàéäåòñÿ íåïóñòîé áëîê c1 (ñîîòâåò-
ñòâåííî, c2 ), íà÷èíàþùèéñÿ ñèìâîëîì x0 (ñîîòâåòñòâåííî, y0 ) è êîí÷àþùèéñÿ ñèìâî-
ëîì y0 (ñîîòâåòñòâåííî, x0 ). Ïóñòü c1 = (x0, v1, ..., vt, y0) , c2 = (y0, w1, ..., ws, x0) , òîãäà
ĉ1 = (x0, v1, ..., vt) , ĉ2 = (y0, w1, ..., ws) . Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ m,n ∈ N ïîñòðîèì ïåðèîäè÷å-
ñêóþ òî÷êó z = (bn1 , ĉ1, b

m
2 , ĉ2)

∞ .Òîãäà

ρ(z) =
np1 +mp2 + t1 + s1 + χL2(x0) + χL2(y0)

nq1 +mq2 + t+ s+ 2
,

ãäå

t1 =
t∑
i=1

χL2(vi), s1 =
s∑
i=1

χL2(wi).

Óñòðåìëÿÿ n → ∞ , m → ∞ òàê, ÷òî n
m
→ λ , ãäå 0 ≤ λ ≤ ∞ , ïîëó÷èì, ÷òî ρ(z)

ñòðåìèòñÿ ê λp1+p2
λq1+q2

. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè λ , ïîëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèÿ ρ(z) , êîãäà m,n ∈
N , ïëîòíû â èíòåðâàëå [ρ(x), ρ(y)] . Ïîñêîëüêó ρ(x), ρ(y) ìîæíî âûáðàòü ñêîëü óãîäíî
áëèçêèìè ê ρ1, ρ2 , òî îòñþäà ñëåäóåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ïóñòü òåïåðü σ|ΩP òîïîëîãè÷åñêè ïåðåìåøèâàåò. Äîêàæåì, ÷òî ρ(σ|ΩP ) íå ìîæåò
áûòü òðèâèàëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ρ(σ|ΩP ) = {pq} äëÿ íåêîòîðûõ

íåñîêðàòèìûõ p ∈ Z+, q ∈ N . Òîãäà ïåðèîä ëþáîé òî÷êè x ∈ Per(σ|ΩP ) äåëèòñÿ íà q .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî ñèìâîëà i ∈ L â ñèëó ïåðåìåøèâàíèÿ íàéäóòñÿ n ∈ N è
íåïóñòûå áëîêè c1, c2 äëèíû n è n+ 1 ñîîòâåòñòâåííî, íà÷èíàþùèåñÿ è êîí÷àþùèåñÿ â
i . Òîãäà òî÷êè (ĉ1)

∞, (ĉ2)
∞ ïåðèîäè÷åñêèå è èõ ïåðèîäû ðàâíû n è n+1 ñîîòâåòñòâåííî.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÍÎÄ ïåðèîäîâ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ðàâåí åäèíèöå. Òàêèì îáðàçîì,
ρ(σ|ΩP ) åñòü ëèáî {0} , ëèáî {1} . Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ρ(σ|ΩP ) = 0 , òîãäà âñå
ñèìâîëû ëþáîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè äîëæíû ïðèíàäëåæàòü L1 , íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò
íåðàçëîæèìîñòè ÒÌÖ (ò.ê. L2 ̸= ∅ ).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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3. Ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè, ïðåäñòàâëÿþùèå êîíöû èíòåðâàëà âðà-
ùåíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ êîíå÷íûõ òðàíçèòèâíûõ ÒÌÖ êîíöû èíòåî-
âàëà âðàùåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, ÿâëÿþùèåñÿ ÷èñëàìè âðàùåíèÿ
ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Êðîìå òîãî, áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî âðàùåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íàáîð ÷èñåë âðàùåíèÿ òåõ òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ñòàòèñòè÷åñêîå ñðåäíåå ñóùåñòâóåò
(ò.å. òåõ òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû ïðè ïîäñ÷åòå ÷àñòîòû ïîñåùåíèÿ
âûäåëåííîãî êëàññà ñîâïàäàþò).

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü (L, P, σ) -íåðàçëîæèìàÿ êîíå÷íàÿ ÒÌÖ. Òîãäà êîíöû èí-
òåðâàëà âðàùåíèÿ ρ(σ|ΩP ) � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Èíòåðâàë âðàùåíèÿ ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå:

ρ(σ|ΩP ) = {ρ(x) : x ∈ ΩP} = {ρ(x) : x ∈ Λ},

ãäå Λ � ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òàêèõ òî÷åê ΩP , äëÿ êîòîðûõ ñóùåòâóåò ïðåäåë
â (2.1).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ êîíå÷íîãî íåïóñòîãî áëîêà c = (x0, ..., xq−1) îïðåäåëèì
÷èñëî âðàùåíèÿ

ρ(c) =

∑q−1
i=o χL2(xi)

q
.

Î÷åâèäíî, ÷èñëî âðàùåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè x = (xn)
∞
0 ïåðèîäà q ðàâíî ρ(c) , ãäå

c = (x0, ..., xq−1) . Ïîýòîìó inf ρ(σ|ΩP ) = inf ρ(c) , ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî ïåðèîäè÷å-
ñêèì áëîêàì c . Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòà íèæíÿÿ ãðàíü íå äîñòèãàåòñÿ, òî äëÿ ëþáîãî
N íàéäåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèé áëîê c äëèíû áîëüøåé N òàêîé, ÷òî ρ(c) < ρ(d) äëÿ ëþáî-
ãî ïåðèîäè÷åñêîãî áëîêà d , äëèíà êîòîðîãî ìåíüøå äëèíû áëîêà c . Ïóñòü N= card L
è áëîê c = (x0, ..., xq−1) , q >N, îáëàäàåò óêàçàííûì ñâîéñòâîì. Ñðåäè ñèìâîëîâ áëî-
êà c åñòü õîòÿ áû äâà ñîâïàäàþùèõ, ò.ê. q > N . Ïóñòü xi = xj, 0 ≤ i < j ≤ q − 1 .
Îáîçíà÷èì d = (xi, ..., xj−1) è c′ = (x0, ..., xi−1, xj, ..., xq−1) . Â ñèëó ñâîéñòâ áëîêà c
èìååì: ρ(c) < ρ(d) = p1

j−i , ρ(c) < ρ(c′) = p2
q−j+i äëÿ íåêîòîðûõ p1, p2 ∈ N . Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ÷èñëî ρ(c) = p1+p2
(j−i)+(q−j+i) äîëæíî ïðèíàäëåæàòü èíòåðâàëó [ρ(d), ρ(c′)] . Ïîëó-

÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî inf ρ(c) äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîì ïåðèîäè÷åñêîì
áëîêå c . Òîãäà äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè x = c∞ èìååì ρ(x) = inf ρ(σ|ΩP ) . Àíàëîãè÷íî
íàõîäèòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà y , äëÿ êîòîðîé ρ(y) = sup ρ(σ|ΩP ) .

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî γ èç èíòåðâàëà âðàùåíèÿ ìîæíî íàéòè òî÷êó
x ∈ ΩP òàêóþ, ÷òî ïðåäåë

lim
k→∞

1

k

k−1∑
n=0

χL2(xn)

ñóùåñòâóåò è ðàâåí γ . Äåéñòâèòåëüíî, èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåé òåîîðåìû ñëåäóåò,
÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i0 ∈ L çíà÷åíèÿ ρ(c) , êîãäà c ïðîáåãàåò ïåðèîäè÷åñêèå áëîêè ñ
íà÷àëîì â i0 , ïëîòíû â èíòåðâàëå âðàùåíèÿ (â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 12 â êà÷åñòâå c1
ìîæíî âçÿòü áëîê, ñîäåðæàùèé ñèìâîë i0 è çàòåì ñäâèíóòü â i0 íà÷àëî ïåðèîäè÷åñêîãî
áëîêà bn1 ĉ1b

m
2 ĉ2 ). Òàêèì îáðàçîì, íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü cn ïåðèîäè÷åñêèõ áëîêîâ

ïåðèîäà qn ñ íà÷àëîì â òî÷êå i0 , òàêàÿ ÷òî ρ(cn) = pn
qn
→ γ ïðè n → ∞ . Äàëåå, âîçü-

ìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ln òàêóþ, ÷òî ln
qn+1

→ ∞ ïðè n → ∞ è

ðàññìîòðèì òî÷êó x ∈ ΩP âèäà x = cl11 c
l2
2 c

l3
3 ... .
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Ïîêàæåì, ÷òî ρ(x) = γ . Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîå k ∈ N îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå k =

∑m
i=1 liqi + jqm+1 + s , ãäå 0 ≤ j < lm+1, 0 ≤ s < qm+1 . Òîãäà∑m

i=1 lipi + jpm+1∑m
i=1 liqi + (j + 1)qm+1

≤
∑k−1

n=0 χL2(xn)

k
≤
∑m

i=1 lipi + (j + 1)pm+1∑m
i=1 liqi + jqm+1

(3.1)

Î÷åâèäíî, ÷òî m→∞ ïðè k →∞ . Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ ñòðåìëåíèå pm
qm
→ γ , ïîëó÷èì,

÷òî ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè ïîñëåäíåãî äâîéíîãî íåðàâåíñòâà ñõîäÿòñÿ ê γ ïðè k →∞ (ýòà
ñõîäèìîñòü äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû Øòîëüöà).

Òàêèì îáðàçîì, èìååì ρ(σ|ΩP ) ⊂ {ρ(x) : x ∈ Λ} ⊂ {ρ(x) : x ∈ ΩP} . Ïîêàæåì, ÷òî
{ρ(x) : x ∈ Λ} ⊂ ρ(σ|ΩP ) . Ïóñòü γ = ρ(x) äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x = (xn)

∞
0 ∈ ΩP è ïóñòü

cn = (x0, ..., xqn−1) -ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ áëîêîâ òî÷êè òàêàÿ, ÷òî
qn →∞, ρ(cn)→ γ . Ïîñêîëüêó (L, P, σ) -êîíå÷íàÿ íåðàçëîæèìàÿ ÒÌÖ, òî äëÿ ëþáîé ïàðû
i, j ∈ L íàéäåòñÿ áëîê äëèíû íå áîëåå N= card L , íà÷èíàþùèéñÿ â i è êîí÷àþùèéñÿ â j .
Òàêèì îáðàçîì,äëÿ ëþáîãî n ∈ N èìååòñÿ íåïóñòîé áëîê (xqn−1, y

(n)
1 , ..., y

(n)
tn , x0) äëèíû íå

áîëåå N, è ìîæíî îïðåäåëèòü ïåðèîäè÷åñêèé áëîê dn = (x0, ..., xqn−1, y
(n)
1 , ..., y

(n)
tn ) äëèíû

íå áîëåå qn +N . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî limn→∞ ρ(dn) = γ è ïîýòîìó γ ∈ ρ(σ|ΩP ) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, âêëþ÷åíèå ρ(σ|ΩP ) ⊂ {ρ(x) : x ∈ Λ} ñïðàâåä-
ëèâî òàêæå è äëÿ ñ÷åòíûõ ÒÌÖ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò 11-01-12056
îôè-ì, è ãðàíòà ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè 11.G34.31.0039.
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The intervals of rotation of denumerable topological

Markov chains with two classes of states

c⃝ M.I. Malkin2

Abstract.We consider �nite and countable topological Markov chains whose states are partitioned
into two classes; such Markov chais occur as symbolic description of systems like geometric Lorenz
models. The rotation set for such a Markov chain is de�ned as the set of individual mean frequences
of visiting the chosen class of the partition. We prove that for transitive topological Markov chain,
the rotation set is a closed interval, which is nontrivial provided that the chain is topologically
mixing. We also prove that for a �nite transitive topological Markov chain, the endpoints of the
rotation interval are rational and represent the rotation numbers of two periodic points.

Key Words: Topological Markov chain, hyperbolic systems, the set of rotation
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