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×èñëåííûé ìåòîä äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìàëûõ

ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé òîíêèõ óïðóãèõ ïëàñòèí

c⃝ À. À. Êóëåøîâ1

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìàëûõ ïîïåðå÷íûõ
êîëåáàíèÿõ òîíêèõ óïðóãèõ ïëàñòèí ïåðåìåííîé òîëùèíû ñ çàäàííûìè íà êîíòóðå ïëàñòè-
íû èçãèáàþùèì ìîìåíòîì è ïåðåðåçûâàþùåéñÿ ñèëîé. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ êî-
ëåáàíèé ïëàâàþùåãî íà âîäå ëåäÿíîãî ïîêðîâà ïîä äåéñòâèåì òåõíîãåííûõ äèíàìè÷åñêèõ
íàãðóçîê.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëü òîíêîé óïðóãîé ïëàñòèíû, ÷èñëåííûé ìåòîä, ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Ââåäåíèå

Çàäà÷à î ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ òîíêèõ óïðóãèõ ïëàñòèí èìååò ïðàêòè÷åñêèå ïðè-
ëîæåíèÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè. Â ÷àñòíîñòè, îíà ïðèìåíèìà ê çàäà÷å
î êîëåáàíèÿõ ëåäÿíîãî ïîêðîâà íà ïîâåðõíîñòè âîäû ïðè âîçäåéñòâèè ðàçëè÷íûõ äèíà-
ìè÷åñêèõ íàãðóçîê [1] è ê çàäà÷å î ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ îêåàíè÷åñêèõ ëèòîñôåðíûõ
ïëèò [2]. Ïðèìåíèìà îíà òàêæå ê çàäà÷å îá îïðåäåëåíèè ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëà ïëàñòèíû
íà èçãèá. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà äîñòàòî÷íî øèðîêèå ïðèëîæåíèÿ, ÷èñëåííûå ìåòîäû ðå-
øåíèÿ äëÿ ýòîé çàäà÷è ðàíåå áûëè ðàçðàáîòàíû íåäîñòàòî÷íî. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ
ïðåäëîæåííûé àâòîðîì ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, îñíîâàííûé
íà ñâåäåíèè èñõîäíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ê çàäà÷å äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâî-
ãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè ñ àïïðîêñèìàöèåé ýòîé ñèñòåìû íåÿâíîé äâóõñëîéíîé ðàçíîñòíîé
ñõåìîé.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì òîíêóþ óïðóãóþ èçîòðîïíóþ ïëàñòèíó ïåðåìåííîé òîëùèíû h(x, y) , ëå-
æàùóþ íà óïðóãîì âèíêëåðîâñêîì îñíîâàíèè è ñîâåðøàþùóþ ìàëûå ïîïåðå÷íûå êîëåáà-
íèÿ ïîä äåéñòâèåì íà÷àëüíîãî îòêëîíåíèÿ èëè âíåøíåé ñèëû. Çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ òàêîé
ïëàñòèíû ñ îáùèìè óñëîâèÿìè íà êðèâîëèíåéíîì êîíòóðå èìååò âèä [3]

ρhWtt +∆(D∆W )− (1− σ)(DyyWxx − 2DxyWxy +DxxWyy) + aW = F, (x, y) ∈ Ω, (1.1)

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà êðèâîëèíåéíîì êîíòóðå ïëàñòèíû:

−D∆W −D(1− σ)
[
sin 2θWxy − sin2 θWxx − cos2 θWyy

]
=MΓ, (x, y) ∈ Γ, (1.2)

−∂(D∆W )

∂n
− (1− σ) ∂

∂l
{D [sin θ cos θ (Wyy −Wxx) + cos 2θWxy]}+

+(1− σ) [sin θ DyWxx + cos θ DxWyy − (sin θ Dx + cos θ Dy)Wxy] = NΓ, (x, y) ∈ Γ,

(1.3)
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ãäå W (x, y, t) � ïîïåðå÷íûé ïðîãèá ïëàñòèíû, îòñ÷èòûâàåìûé ïî îñè OZ , íàïðàâëåííîé
âíèç îò ñðåäèííîé ïëîñêîñòè, ñîâìåùåííîé ñ ïëîñêîñòüþ XY è ðàçäåëÿþùåé òîëùèíó
ïëàñòèíû h(x, y) ïîïîëàì, ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ïëàñòèíû, D = Eh3/[12(1− σ2)] �
æåñòêîñòü ïëàñòèíû ïðè èçãèáå (öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü), E � ìîäóëü óïðóãîñòè, σ
� êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìàòåðèàëà ïëàñòèíû, n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê êîíòóðó Γ , l�
êàñàòåëüíàÿ ê êîíòóðó, θ � óãîë ìåæäó íîðìàëüþ n è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì
îñè OX , aW � ðåàêöèÿ óïðóãîãî îñíîâàíèÿ, F � âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ïî-
âåðõíîñòè ïëàñòèíû, MΓ � èçãèáàþùèé ìîìåíò è NΓ � ïåðåðåçûâàþùàÿ ñèëà, çàäàííûå
íà êîíòóðå ïëàñòèíû.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

W |t=0 = φ(x, y), Wt|t=0 = ψ(x, y). (1.4)

2. Îïèñàíèå ÷èñëåííîãî ìåòîäà

Óðàâíåíèå (1.1) ìîæíî çàïèñàòü â äðóãîé ôîðìå

ρh
∂2W

∂t2
=
∂2Mx

∂x2
− 2

∂2Mxy

∂x∂y
+
∂2My

∂y2
− aW + F, (2.1)

ãäå Mx,My � èçãèáàþùèå ìîìåíòû, Mxy � êðóòÿùèé ìîìåíò

Mx = −D
(
∂2W

∂x2
+ σ

∂2W

∂y2

)
, My = −D

(
∂2W

∂y2
+ σ

∂2W

∂x2

)
, Mxy = (1− σ)D ∂2W

∂x∂y
.

Óðàâíåíèå (2.1) ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ S = Wt , ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé
ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì ïî âðåìåíè, íåèçâåñòíûìè â êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïîïåðå÷íûé ïðîãèá
ïëàñòèíû, ñêîðîñòü ïðîãèáà è èçãèáàþùèå ìîìåíòû:

ρh
∂S

∂t
=
∂2Mx

∂x2
− 2

∂2Mxy

∂x∂y
+
∂2My

∂y2
− aW + F, (2.2)

∂Mx

∂t
= −D∂

2S

∂x2
− σD∂

2S

∂y2
, (2.3)

∂My

∂t
= −σD∂

2S

∂x2
−D∂

2S

∂y2
, (2.4)

∂W

∂t
= S, (2.5)

è äëÿ íåå âûïèñûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.
Äëÿ èñõîäíîé îáëàñòè Ω ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ñåòêà ωh = {(xi, yj), i =

1, N1, j = 1, N2} è ââîäÿòñÿ ðàçíîñòíûå àíàëîãè wnij , s
n
ij , u

n
ij , v

n
ij , r

n
ij , hij , Dij , f

n
ij

ôóíêöèé W , S , Mx , My , Mxy , h , D , F ñîîòâåòñòâåííî. Íà ñåòêå ωh äëÿ ñèñòåìû
(2.2-2.5) áàëàíñíûì ìåòîäîì ñòðîèòñÿ íåÿâíàÿ äâóõñëîéíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà [4]

�âíóòðåííÿÿ ÿ÷åéêà

ρhijs
n
t,ij = u

n+1/2
x̄x,ij − 2r

n+1/2
◦
x
◦
y,ij

+ v
n+1/2
ȳy,ij − aw

n+1/2
ij + f

n+1/2
ij ,

unt,ij = −Dijs
n+1/2
x̄x,ij − σDijs

n+1/2
ȳy,ij , vnt,ij = −σDijs

n+1/2
x̄x,ij −Dijs

n+1/2
ȳy,ij ;
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� êðàåâàÿ ëåâàÿ ÿ÷åéêà

ρh1js
n
t,1j =

1

∆x
u
n+1/2
x,1j −

2

∆x
r
n+1/2
◦
y,3/2,j

+ v
n+1/2
ȳy,1j − aw

n+1/2
1j +

N
n+1/2
Γëj

∆x
+ f

n+1/2
1j ,

un+1
1j =Mn+1

Γëj , vnt,1j = −(1− σ2)D1js
n+1/2
ȳy,1j + σMn

Γët,j;

� êðàåâàÿ ïðàâàÿ ÿ÷åéêà

ρhN1js
n
t,N1j

= − 1

∆x
u
n+1/2
x̄,N1j

+
2

∆x
r
n+1/2
◦
y,N1−1/2,j

+ v
n+1/2
ȳy,N1j

− awn+1/2
N1j

+
N
n+1/2
Γïðj

∆x
+ f

n+1/2
N1j

,

un+1
N1j

=Mn+1
Γïðj, vnt,N1j

= −(1− σ2)DN1js
n+1/2
ȳy,N1j

+ σMn
Γïðt,j;

� êðàåâàÿ âåðõíÿÿ ÿ÷åéêà

ρhi1s
n
t,i1 = u

n+1/2
x̄x,i1 −

2

∆y
r
n+1/2
◦
x,i,3/2

+
1

∆y
v
n+1/2
y,i1 − awn+1/2

i1 +
N
n+1/2
Γâi

∆y
+ f

n+1/2
i1 ,

unt,i1 = −(1− σ2)Di1s
n+1/2
x̄x,i1 + σMn

Γât,i, vn+1
i1 =Mn+1

Γâi ;

� êðàåâàÿ íèæíÿÿ ÿ÷åéêà

ρhiN2s
n
t,iN2

= u
n+1/2
x̄x,iN2

+
2

∆y
r
n+1/2
◦
x,i,N2−1/2

− 1

∆y
v
n+1/2
ȳ,iN2

− awn+1/2
iN2

+
N
n+1/2
Γíi

∆y
+ f

n+1/2
iN2

,

unt,iN2
= −(1− σ2)DiN2s

n+1/2
x̄x,iN2

+ σMn
Γít,i, vn+1

iN2
=Mn+1

Γíi ;

� óãëîâàÿ âåðõíÿÿ ëåâàÿ ÿ÷åéêà

ρh11s
n
t,11 =

1

∆x
u
n+1/2
x,11 +

1

∆y
v
n+1/2
y,11 − awn+1/2

11 +
N
n+1/2
Γë1

∆x
+
N
n+1/2
Γâ1

∆y
+ f

n+1/2
11 ,

un+1
11 =Mn+1

Γë1 , vn+1
11 =Mn+1

Γâ1 ;

� óãëîâàÿ íèæíÿÿ ëåâàÿ ÿ÷åéêà

ρh1N2s
n
t,1N2

=
1

∆x
u
n+1/2
x,1N2

− 1

∆y
v
n+1/2
ȳ,1N2

− awn+1/2
1N2

+
N
n+1/2
ΓëN2

∆x
+
N
n+1/2
Γí1

∆y
+ f

n+1/2
1N2

,

un+1
1N2

=Mn+1
ΓëN2

, vn+1
1N2

=Mn+1
Γí1 ;

� óãëîâàÿ âåðõíÿÿ ïðàâàÿ ÿ÷åéêà

ρhN11s
n
t,N11

= − 1

∆x
u
n+1/2
x̄,N11

+
1

∆y
v
n+1/2
y,N11

− awn+1/2
N11

+
N
n+1/2
Γïð1

∆x
+
N
n+1/2
ΓâN1

∆y
+ f

n+1/2
N11

,

un+1
N11

=Mn+1
Γïð1, vn+1

N11
=Mn+1

ΓâN1
;
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� óãëîâàÿ íèæíÿÿ ïðàâàÿ ÿ÷åéêà

ρhN1N2s
n
t,N1N2

= − 1

∆x
u
n+1/2
x̄,N1N2

− 1

∆y
v
n+1/2
ȳ,N1N2

− awn+1/2
N1N2

+
N
n+1/2
ΓïðN2

∆x
+
N
n+1/2
ΓíN1

∆y
+ f

n+1/2
N1N2

,

un+1
N1N2

=Mn+1
ΓïðN2

, vn+1
N1N2

=Mn+1
ΓíN1

;

àïïðîêñèìàöèÿ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.5) äëÿ âñåõ ÿ÷ååê èìååò âèä

wnt,ij = s
n+1/2
ij .

Çàäàíû ρ , a , Dij , hij , f
n
ij , (i, j) ∈ ωh , Mn

Γij , N
n
Γij , (i, j) ∈ Γh ; w

0
ij , s

0
ij , u

0
ij , v

0
ij , r

0
ij ,

f 0
ij , M

0
Γij , N

0
Γij .

Â ïðèâåäåííîé àïïðîêñèìàöèè èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

Φ
n+1/2
ij = (Φn+1

ij +Φn
ij)/2, Φn

ij = (wnij, s
n
ij, u

n
ij, v

n
ij, r

n
ij, f

n
ij, N

n
Γij)

T ,

à òàêæå ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ ðàçíîñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [5].
Ïîëó÷åííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà çíà÷èòåëüíî ïðîùå äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè, ÷åì ãðî-

ìîçäêàÿ òðåõñëîéíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, êîòîðàÿ ïîëó÷èëàñü áû ïðè íåïîñðåäñòâåííîé ðàç-
íîñòíîé àïïðîêñèìàöèè èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì.

3. Ñõîäèìîñòü ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé

Â èñõîäíîé çàäà÷å ôóíêöèè F , MΓ , NΓ ìîãóò áûòü ðàçðûâíûìè, è, â ñèëó ýòîãî,
ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1)�(1.4) ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îáîáùåííûå ðåøåíèÿ èç ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Äëÿ ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà â [6] áûëà äîêàçàíà ñèëü-
íàÿ ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé çàäà÷è ê îáîáùåííîìó ðåøåíèþ èñõîäíîé íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷è è ïîëó÷åíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè. Ïðè óñëîâèè, ÷òî âõîäíûå äàííûå
fni,j , M

n
Γij , N

n
Γij â ðàçíîñòíîé çàäà÷å àïïðîêñèìèðóþò ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè èñõîäíîé

çàäà÷è ñ ïîðÿäêîì íå íèæå O
(
(∆t+∆x+∆y)1/2

)
, ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé çàäà÷è ñõîäÿòñÿ

ê îáîáùåííîìó ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è ñî ñêîðîñòüþ O
(
(∆t+∆x+∆y)1/2

)
è îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èìååò âèä∥∥∥[snij −W n

t,ij]
∥∥∥
L2(L2(ωh))

+
∥∥∥[wnij −W n

ij]
∥∥∥
L2(H2(ωh))

≤(∆t+∆x+∆y)1/2C

(∥∥∥F∥∥∥
H1(0,T ;L2(Ω))

+

+
∥∥∥MΓ

∥∥∥
H2(0,T ;L2(Γ))

+
∥∥∥NΓ

∥∥∥
H2(0,T ;L2(Γ))

+
∥∥∥MΓ

∥∥∥
H1(0,T ;H3/2(Γ))

+
∥∥∥NΓ

∥∥∥
H1(0,T ;H1/2(Γ))

+

+∥φ∥H4(Ω) + ∥ψ∥H2(Ω) +
∥∥∥[fnij]∥∥∥

H1(L2(ωh))
+
∥∥∥[Mn

Γij]
∥∥∥
H2(L2(Γh))

+
∥∥∥[Nn

Γij]
∥∥∥
H2(L2(Γh))

+

+
∥∥∥[u0ij]∥∥∥

H2(ωh)
+
∥∥∥[v0ij]∥∥∥

H2(ωh)
+
∥∥∥[r0ij]∥∥∥

H2(ωh)
+
∥∥∥[w0

ij]
∥∥∥
L2(ωh)

+
∥∥∥[s0ij]∥∥∥

H2(ωh)

)
.
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4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ
Â.Â.Ìûìðèíûì áûë ñîçäàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî áûëè ïðî-
âåäåíû ðàñ÷åòû íåêîòîðûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, îïèñûâàåìûõ ìîäåëüþ òîíêèõ óïðóãèõ
ïëàñòèí. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàáîòû ìåòîäà ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ âîëíîâîé
äèíàìèêè ïëàâàþùåãî íà âîäå ëåäÿíîãî ïîêðîâà ïðè ïîñàäêå òÿæåëûõ òðàíñïîðò-
íûõ ñàìîëåòîâ íà ëåäîâûå àýðîäðîìû â Àíòàðêòèäå. Ïðè ýòîì áûëà òàêæå ÷èñëåííî
èññëåäîâàíà ïðî÷íîñòü ëåäÿíîãî ïîêðîâà ïîä äåéñòâèåì âîçíèêàþùèõ íàïðÿæåíèé.

Â ðàñ÷åòàõ ðàññìàòðèâàëñÿ ëåäÿíîé ïîêðîâ ñ ëèíåéíûìè ðàçìåðàìè 2500 ì× 250 ì.
Ðàçìåðû ñåòêè � 5000× 500 óçëîâ ïðè îäèíàêîâûõ øàãàõ ñåòêè ∆x = ∆y = 0.5 ì � ïîç-
âîëèëè ó÷èòûâàòü äàâëåíèå íà ëåä êàæäîãî êîëåñà øàññè ñàìîëåòà. Çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ ëåäÿíîãî ïîêðîâà: ìîäóëü óïðóãîñòè E = 5·109 í/ì 2 , êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà
σ = 0.33 , ïðî÷íîñòü ëüäà íà ðàñòÿæåíèå 0.5�1,0 ÌÏà, ïðî÷íîñòü ëüäà íà ñæàòèå 2�3 ÌÏà.
Â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ ðàçðóøåíèÿ ëüäà âûáèðàëèñü ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïðî÷íîñòè íà
ðàñòÿæåíèå è ñæàòèå. Ìîäåëèðîâàëàñü çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ ëåäÿíîãî ïîêðîâà ïîñòîÿííîé
òîëùèíû ñî ñâîáîäíûì êðàåì (MΓ = 0 , NΓ = 0) . Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà çíà÷åíèé ïðîãè-
áà (ñì. ðèñ.1 ñëåâà) ñðàâíèâàëèñü ñ ðåçóëüòàòàìè ìîäåëèðîâàíèÿ ïîñàäêè ñàìîëåòà Ñ130
íà ëåäîâûé àýðîäðîì McMurdo Sound â Àíòàðêòèäå, ïîëó÷åííûìè â ðàáîòå êàíàäñêèõ
ó÷åíûõ [7] íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ è àïïðîêñèìàöèè ïîëó÷åííîãî èí-
òåãðàëà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé. Ìàêñèìàëüíàÿ ðàñ÷åòíàÿ âåëè÷èíà ïðîãèáà ñîñòàâèëà
1.3ìì, à â ðàáîòå [7] ïðèáëèçèòåëüíî 3.5ìì. Îäíàêî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ðåçóëüòà-
òû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà òî÷íåå, òàê êàê áîëåå òî÷íî çàäàåòñÿ
íàãðóçêà íà ëåä ïðè ïîñàäêå ñàìîëåòà, êàê ïî ôîðìå çàäàíèÿ, òàê è ïî ðàñïðåäåëåíèþ
íàãðóçêè ïî ïëîùàäè. Òàê, â ðàññìàòðèâàåìîì ìåòîäå ñ øàãàìè ñåòêè 0.5ì ó÷èòûâàåòñÿ
ðåàëüíàÿ íàãðóçêà è îò ïåðåäíèõ, è îò çàäíèõ ñòîåê øàññè, à â ðàáîòå [7] íàãðóçêà çàäàåòñÿ
ãðóáî ñ ïîìîùüþ δ -ôóíêöèè âèäà Pδ(x − vt) , è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà ïëîùàäè
1.5ì×2.5ì.

Â õîäå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëî òàêæå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïðåäåëüíîé òîë-
ùèíû ëåäÿíîãî ïîêðîâà, ïðè êîòîðîé íå ïðîèñõîäèò åãî ðàçðóøåíèÿ. Íà ðèñ. 1 ñïðàâà
âèäåí ëîêàëüíûé ìàêñèìóì íàïðÿæåíèé îò äàâëåíèÿ ïåðåäíåé ñòîéêè øàññè ñàìîëåòà è
ãëîáàëüíûé � îò çàäíèõ ñòîåê. Äëÿ ñàìîëåòà C-130H Hercules ìàññîé 50 ò ìèíèìàëüíàÿ
òîëùèíà ëüäà, ïðè êîòîðîé ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïðî÷íîñòè íà ðàñòÿæåíèå è ñæàòèå íå
äîñòèãàëèñü, ðàâíà 1.7 ì.

Çàêëþ÷åíèå

Ðàçðàáîòàííûé è îáîñíîâàííûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è è
ñîçäàííàÿ êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà ïîçâîëÿþò ìîäåëèðîâàòü âîëíîâóþ äèíàìèêó ïîïå-
ðå÷íûõ êîëåáàíèé òîíêèõ óïðóãèõ ïëàñòèí, à òàêæå äåëàòü âûâîäû î âîçìîæíîñòè ðàç-
ðóøåíèÿ ìàòåðèàëà ïëàñòèí ïîä äåéñòâèåì âîçíèêàþùèõ íàïðÿæåíèé.
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a) n=2000

a) n=20000

c) n=40000

Ðèñ. 1: Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà çíà÷åíèé ïîïåðå÷íûõ ïðîãèáîâ ëüäà W [ì](ñëåâà) è íîðìàëü-
íîé êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σxx [Ïà] (ñïðàâà) ïðè ïîñàäêå ñàìîëåòà Ñ�130 (â
ðàçðåçå ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ). Ïàðàìåòðû ðàñ÷åòà: ìàññà ñàìîëåòà �
50 ò; íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü � 50 ì/ñ; òîëùèíà ëüäà � 2.5 ì.
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Numerical method for modeling of small transverse

vibrations in thin elastic plates

c⃝ A.A. Kuleshov2

Abstract. The numerical method for problem of small transverse vibrations in a thin elastic
plates of variable thickness with a bending moment and a shearing force on the plate contour is
considered. The results of numerical simulation of �oating ice vibrations caused by moving loads
are shown.
Key Words: model of a thin elastic plate, numerical method, results of numerical simulation
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