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ÓÄÊ 517.9

Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðóåìîñòè

ðåøåíèÿ ñèñòåìû Ôðàíêëÿ â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àå

c⃝ Ò. À. Øåìÿêèíà1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðóåìîñòè ðåøåíèÿ
ñèñòåìû äâóõ êâàçèëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî
ïîðÿäêà. Îñíîâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà,
ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà, ðàñøèðåííàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó Ôðàíêëÿ â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àå:{
∂u(x,y)
∂y

− P (x, y, u, v)∂v(x,y)
∂x

= 0,
∂u(x,y)
∂x

−Q(x, y, u, v)∂v(x,y)
∂y

= 0,
(1.1)

ïðè P ≥ p0 > 0, Q ≥ q0 > 0,
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé:

u(x, 0) = φ(x), v(x, 0) = ψ(x), (1.2)

â îáëàñòè Ω̃ = {(x, y) : −∞ < x <∞, 0 ≤ y ≤ Y, Y > 0}.
Â äàííîé ðàáîòå ïðîäîëæåíî èññëåäîâàíèå ñèñòåìû Ôðàíêëÿ â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó-

÷àå (1.1), (1.2). Îñíîâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãó-
ìåíòà [1], [2].

Â ðàáîòå [4] äëÿ ñèñòåìû Ôðàíêëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ìåòîäîì äîïîëíèòåëüíîãî
àðãóìåíòà ïîñòðîåíà íîâàÿ ðàñøèðåííàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà:

dη1(x,y,s)
ds

= e(η1(x, y, s), s, u1(x, y, s), v1(x, y, s)),
dη2(x,y,s)

ds
= −e(η2(x, y, s), s, u2(x, y, s), v2(x, y, s)),

dw1(x,y,s)
ds

= F1(η1(x, y, s), s, u1(x, y, s), v1(x, y, s), w1(x, y, s), w3(x, y, s)),
dw2(x,y,s)

ds
= F2(η2(x, y, s), s, u2(x, y, s), v2(x, y, s), w4(x, y, s), w2(x, y, s)),

du1(x,y,s)
ds

= w3(x, y, s),
dv2(x,y,s)

ds
= −w4(x, y, s)/b(η2(x, y, s), s, u2(x, y, s), v2(x, y, s)),

η1(x, y, y) = x, η2(x, y, y) = x,
w1(x, y, 0) = Φ1(η1(x, y, 0)), w2(x, y, 0) = Φ2(η2(x, y, 0)),
u1(x, y, 0) = φ(η1(x, y, 0)), v2(x, y, 0) = ψ(η2(x, y, 0)),

w3(x, y, s) = w2(η1(x, y, s), s, s), w4(x, y, s) = w1(η2(x, y, s), s, s),
u2(x, y, s) = u1(η2(x, y, s), s, s), v1(x, y, s) = v2(η1(x, y, s), s, s),

(1.3)

ãäå e(x, y, u, v) =
√
P (x, y, u, v)/Q(x, y, u, v) ;

ôóíêöèè Fi,Φi, i = 1, 2; âûðàæàþòñÿ ÷åðåç èñõîäíûå äàííûå ÿâíûì îáðàçîì.

1Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Ïîëèòåõíè÷åñêèé óíè-
âåðñèòåò, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; sh tat @ mail.ru.
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Â ýòîé ñèñòåìå óðàâíåíèé íîâûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè η1, η2, w1, w2, w3, w4, u1, u2, v1, v2
çàâèñÿò íå òîëüêî îò x è y , íî åùå è îò äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà s .

Îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì íîâîé ðàñøèðåííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ïðåäûäóùåé [3] ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìû óìåíüøèëè êîëè÷åñòâî ñóïåðïîçèöèé íåèçâåñò-
íûõ ôóíêöèé è ñåé÷àñ óäîáíåå èññëåäîâàòü åå ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

Èíòåãðèðóÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ èç (1.3) ïî ïåðåìåíîé s è ó÷èòûâàÿ íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ òàì æå, ïðèõîäèì ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé:



η1(x, y, s) = x−
∫ y
s
e(η1(x, y, τ), τ, u1(x, y, τ), v1(x, y, τ))dτ,

η2(x, y, s) = x+
∫ y
s
e(η2(x, y, τ), τ, u2(x, y, τ), v2(x, y, τ))dτ,

w1(x, y, s) = Φ1(η1(x, y, 0))+
+
∫ s
0
F1(η1(x, y, τ), τ, u1(x, y, τ), v1(x, y, τ), w1(x, y, τ), w3(x, y, τ))dτ,

w2(x, y, τ) = Φ2(η2(x, y, 0))+
+
∫ s
0
F2(η2(x, y, τ), τ, u2(x, y, τ), v2(x, y, τ), w4(x, y, τ), w2(x, y, τ))dτ,

u1(x, y, s) = φ(η1(x, y, 0)) +
∫ s
0
w3(x, y, τ)dτ,

v2(x, y, s) = ψ(η2(x, y, 0))−
∫ s
0
w4(x, y, τ)/b(η2(x, y, τ), τ, u2(x, y, τ), v2(x, y, τ))dτ,

w3(x, y, s) = w2(η1(x, y, s), s, s), w4(x, y, s) = w1(η2(x, y, s), s, s),
u2(x, y, s) = u1(η2(x, y, s), s, s), v1(x, y, s) = v2(η1(x, y, s), s, s).

(1.4)

Â ðàáîòå [4] áûëà óñòàíîâëåíà è äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.4) è èñõîäíîé çàäà÷è (1.1), (1.2):

Ôóíêöèè u(x, y) = u1(x, y, s) , v(x, y) = v2(x, y, s) , îïðåäåëÿåìûå èç ðàñøèðåííîé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.4) ïðè çíà÷åíèè äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà
s = y , áóäóò ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è (1.1), (1.2).

2. Ñóùåñòâîâàíèå îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1), (1.2) íàäî äî-
êàçàòü ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìîãî, îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.4).

Òàê êàê ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â êëàññå îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, òî ââåäåì íîâûå íåèç-
âåñòíûå ïåðåìåííûå: µ1(x, y, s) = x− η1(x, y, s) , µ2(x, y, s) = x− η2(x, y, s). Òîãäà ñèñòåìà
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.4) ïðèìåò âèä:



µ1(x, y, s) =
∫ y
s
e(x− µ1(x, y, τ), τ, u1(x, y, τ), v1(x, y, τ))dτ,

µ2(x, y, s) = −
∫ y
s
e(x− µ2(x, y, τ), τ, u2(x, y, τ), v2(x, y, τ))dτ,

w1(x, y, s) = Φ1(x− µ1(x, y, 0))+
+
∫ s
0
F1(x− µ1(x, y, τ), τ, u1(x, y, τ), v1(x, y, τ), w1(x, y, τ), w3(x, y, τ))dτ,

w2(x, y, τ) = Φ2(x− µ2(x, y, 0))+
+
∫ s
0
F2(x− µ2(x, y, τ), τ, u2(x, y, τ), v2(x, y, τ), w4(x, y, τ), w2(x, y, τ))dτ,

u1(x, y, s) = φ(x− µ1(x, y, 0)) +
∫ s
0
w3(x, y, τ)dτ,

v2(x, y, s) = ψ(x− µ2(x, y, 0))−
−
∫ s
0
w4(x, y, τ)/b(x− µ2(x, y, τ), τ, u2(x, y, τ), v2(x, y, τ))dτ,

w3(x, y, s) = w2(x− µ1(x, y, s), s, s), w4(x, y, s) = w1(x− µ2(x, y, s), s, s),
u2(x, y, s) = u1(x− µ2(x, y, s), s, s), v1(x, y, s) = v2(x− µ1(x, y, s), s, s).

(2.1)
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Ë å ì ì à 2.1. Ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.4) ïðè 0 < s ≤ y < Y0 , ãäå Y0
- èçâåñòíîå çíà÷åíèå, îïðåäåëÿåìîå ÷åðåç èñõîäíûå äàííûå, èìååò åäèíñòâåííîå, íåïðå-
ðûâíîå, îãðàíè÷åííîå íà âñåé îñè −∞ < x <∞ ðåøåíèå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.4) áóäåì äîêàçûâàòü ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ

ïðèáëèæåíèé.
Çà íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.1)âîçüìåì ðà-

âåíñòâà:
µ0
1(x, y, s) = 0, µ0

2(x, y, s) = 0 , w0
1(x, y, s) = Φ1(x), w

0
2(x, y, s) = Φ2(x) ,

u01(x, y, s) = φ(x), v02(x, y, s) = ψ(x).
Ïåðâîå è âñå ïîñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1) îïðåäåëèì

ïðè ïîìîùè ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé (n = 1, 2, ...) :{
µn1 (x, y, s) =

∫ y
s
e(x− µn1 (x, y, τ), τ, u

n
1 (x, y, τ), v

n
1 (x, y, τ))dτ,

µn2 (x, y, s) = −
∫ y
s
e(x− µn2 (x, y, τ), τ, u

n
2 (x, y, τ), v

n
2 (x, y, τ))dτ.

(2.2)


wn1 (x, y, s) = Φ1(x− µn1 (x, y, 0))+

+
∫ s
0
F1(x− µn1 (x, y, τ), τ, u

n
1 (x, y, τ), v

n
1 (x, y, τ), w

n
1 (x, y, τ), w

n
3 (x, y, τ))dτ,

wn2 (x, y, s) = Φ2(x− µn2 (x, y, 0))+
+
∫ s
0
F2(x− µn2 (x, y, τ), τ, u

n
2 (x, y, τ), v

n
2 (x, y, τ), w

n
4 (x, y, τ), w

n
2 (x, y, τ))dτ.

(2.3)


un1 (x, y, s) = φ(x− µn1 (x, y, 0)) +

∫ s
0
wn3 (x, y, τ)dτ,

vn2 (x, y, s) = ψ(x− µn2 (x, y, 0))−
−
∫ s
0
wn4 (x, y, τ)/b(x− µn2 (x, y, τ), τ, u

n
2 (x, y, τ), v

n
2 (x, y, τ))dτ.

(2.4)

wn3 (x, y, s) = wn−1
2 (x− µn1 (x, y, s), s, s), w

n
4 (x, y, s) = wn−1

1 (x− µn2 (x, y, s), s, s),

un2 (x, y, s) = un−1
1 (x− µ2(x, y, s), s, s), v

n
1 (x, y, s) = vn−1

2 (x− µ1(x, y, s), s, s).

Äëÿ âñåõ ïàð óðàâíåíèé (2.2), (2.3), (2.4) ïðè êàæäîì n ñ ïîìîùüþ ñâîåãî ïðîöåññà
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå èõ ðåøåíèé. Äëÿ âñåõ 0 < y ≤
Yn0 , ãäå Yn0 - èçâåñòíîå çíà÷åíèå, îïðåäåëÿåìîå ÷åðåç èñõîäíûå äàííûå, ïîñëåäîâàòåëüíûå
ïðèáëèæåíèÿ {un,k1 } , {vn,k2 } , {µn,ki } , {wn,ki } , i = 1, 2 ; îãðàíè÷åíû, ñõîäÿòñÿ è èìåþò
îãðàíè÷åííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî àðãóìåíòó x . Òàêèì îáðàçîì äëÿ âñåõ n = 1, 2, ...
ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îöåíêè:

∥µni ∥ ≤ 1, ∥∂xµni ∥ ≤ 1, i = 1, 2;
∥wni ∥ ≤ CΦ, ∥∂xwni ∥ ≤ Nwix, i = 1, 2;

∥un1∥ ≤ 2Cφψ, ∥∂xun1∥ ≤ 3Cφψ,
∥vn2 ∥ ≤ 2Cφψ, ∥ ∂xvn2 ∥ ≤ 3Cφψ,

(2.5)

ãäå Cφψ , CΦ , Nw1x , Nw2x - èçâåñòíûå êîíñòàíòû.
Â ñèëó ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé

{un1} , {vn2 } , {µni } , {wni } , i = 1, 2 .
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèÿõ (2.2), (2.3), (2.4) ïðè çíà÷åíèÿõ n→ ∞

ïîëó÷èëè, ÷òî ïðåäåëüíûå ôóíêöèè áóäóò óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé (2.1), à ñëåäîâàòåëüíî è ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.4). Åäèíñòâåííîñòü ðå-
øåíèÿ ñëåäóåò òàêæå èç íåðàâåíñòâ (2.2).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè, ÷òî ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.4) ïðè 0 < s ≤
y < Y0 , ãäå Y0 ≤ Yn0 - èçâåñòíîå çíà÷åíèå, îïðåäåëÿåìîå ÷åðåç èñõîäíûå äàííûå, èìååò
åäèíñòâåííîå, íåïðåðûâíîå, îãðàíè÷åííîå íà âñåé îñè −∞ < x <∞ ðåøåíèå.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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3. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-

íèé

Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé è îöåíîê, òàêèõ æå êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.1,
äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ë å ì ì à 3.1. Ôóíêöèè u1 , v2 , µi , wi , i = 1, 2 ; ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.1) ïðè 0 < s ≤ y < Y∗ , Y∗ ≤ Y0 - èçâåñòíîå çíà÷åíèå, îïðå-
äåëÿåìîå ÷åðåç èñõîäíûå äàííûå, èìåþò íåïðåðûâíûå è îãðàíè÷åííûå íà âñåé ÷èñëîâîé
îñè x ∈ (−∞,∞) , ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåííûì x , y .

Íà îñíîâå ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó.

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü ôóíêöèè P (x, y, u, v) , Q(x, y, u, v) - äâàæäû äèôôåðåí-
öèðóåìû ïî âñåì ñâîèì àðãóìåíòàì; P ≥ p0 > 0 , Q ≥ q0 > 0; φ(x) ∈ C 2(R1) ,
ψ(x) ∈ C 2(R1) .

Òîãäà çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû Ôðàíêëÿ â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àå (1.1), (1.2) ïðè
0 ≤ y < Y∗ , ãäå êîíñòàíòà Y∗ òî÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç èñõîäíûå äàííûå,

èìååò åäèíñòâåííîå, îãðàíè÷åííîå íà âñåé ÷èñëîâîé îñè x ∈ (−∞,∞) ðåøåíèå
u(x, y) ∈ C (1,1)((−∞,∞) × [0, Y0]) , v(x, y) ∈ C (1,1)((−∞,∞) × [0, Y0) , êîòîðîå ïðè s = y
ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.4): u(x, y) = u1(x, y, y) ,
v(x, y) = v2(x, y, y) .

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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Conditions for the existence and di�erentiability of

solutions of Frankl in the hyperbolic case.
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Abstract. We have obtained the conditions of existence and di�erentiability of solutions of the
system of two quasilinear di�erential partial equations of the �rst order. The basic research
technique is the method of additional argument.
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