
22 Ì. Â. Áóëàòîâ, Ò. Â. Àìîñîâà, Ã. Âàíäåí Áåðãå
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Íåêëàññè÷åñêèå ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà
(íà÷àëüíàÿ çàäà÷à)
c⃝ Ì. Â. Áóëàòîâ1, Ò. Â. Àìîñîâà2, Ã. Âàíäåí Áåðãå3

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìîòðåíà íà÷àëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ.
Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ïðåäëîæåíû íîâûå äâóøàãîâûå ðàçíîñòíûå ñõåìû ÷åò-
âåðòîãî ïîðÿäêà. Ïðîâåäåí àíàëèç ñâîéñòâ òàêèõ ñõåì è èõ ñðàâíåíèå ñ èçâåñòíûìè ìåòîäàìè
íà ìîäåëüíûõ ïðèìåðàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, íà÷àëü-
íàÿ çàäà÷à, ðàçíîñòíûå ñõåìû, ìåòîä Íóìåðîâà.

1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

y′′(t) = A(t)y(t) + f(t), y(0) = y0, y
′(0) = y′0, t ∈ [0, 1], (1.1)

ãäå A(t)− ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (n × n), f(t) � çàäàííàÿ, à y(t) � èñêîìàÿ âåêòîð�
ôóíêöèè. Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû A(t) è
âåêòîð�ôóíêöèè f(t) îáëàäàþò òîé ãëàäêîñòüþ, êîòîðàÿ íåîáõîäèìà äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ-
ñóæäåíèé.

Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû íîâûå äâóøàãîâûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) è ïðîâåäåíî
ñðàâíåíèå ýòèõ ìåòîäîâ ñ èçâåñòíûìè ðàçíîñòíûìè ñõåìàìè íà ìîäåëüíîì ïðèìåðå.

2. Äâóøàãîâûå ñõåìû

Çàäàäèì íà îòðåçêå [0, 1] ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ti = ih, i = 0, 1, ..., N, h = 1/N è îáîçíà-
÷èì Ai = A(ti), fi = f(ti), à yi êàê àïïðîêñèìàöèþ òî÷íîãî ðåøåíèÿ y(ti) .

Äëÿ çàäà÷è (1.1) ðàçðàáîòàíû êëàññè÷åñêèå ëèíåéíûå k � øàãîâûå ìåòîäû

k∑
j=0

αjyi+1−j = h2
k∑

j=0

βj(Ai+1−jyi+1−j + fi+1−j). (2.1)

Èçâåñòíî [2], ÷òî ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê óñòîé÷èâûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ðàâåí k+2 , åñëè
k � ÷åòíîå ÷èñëî, è k + 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Èç äâóøàãîâûõ ñõåì (2.1) ìàêñèìàëüíûé
ïîðÿäîê, ÷åòâåðòûé, èìååò ìåòîä Íóìåðîâà

yi+1 − 2yi + yi−1 = h2/12(Ai+1yi+1 + fi+1 + 10(Aiyi + fi) + Ai−1yi−1 + fi−1).
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Ââîäÿ ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû

∆[yi] = yi+1 − 2yi + yi−1, ξj[yi] = βj
0yi+1 + βj

1yi + βj
2yi−1, j = 1, 2, (2.2)

äâóøàãîâûå ëèíåéíûå ìåòîäû äëÿ çàäà÷è (1.1) ìîæíî çàïèñàòü

∆[yi] = h2ξ1[(Ai + fi)]. (2.3)

Ýòè ìåòîäû óñòîé÷èâû è èìåþò êàê ìèíèìóì ïåðâûé ïîðÿäîê, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

β1
0 + β1

1 + β1
2 = 1. (2.4)

Âîçüìåì àíàëîãè÷íóþ ñõåìó (îäíîîïîðíûé âàðèàíò), èìåþùóþ âèä

∆[yi] = h2(A(ξ2[ti]ξ2[yi] + f(ξ2[ti]))), (2.5)

ãäå êîýôôèöèåíòû β2
0 , β

2
1 , β

2
2 òàêæå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ò.å.

β2
0 + β2

1 + β2
2 = 1. (2.6)

Ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå (2.6) è òîò ôàêò, ÷òî ti+1 = ti + h ñõåìû (2.5) ïåðåïèøåì

∆[yi] = h2(Aεξ2[yi] + fε), (2.7)

çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ ti−1 + (β2
1 + 2β2

0)h = tε , ε = β2
1 + 2β2

0 ,
Aε = A(tε) , fε = f(tε). Îáúåäèíèì ôîðìóëû (2.3) è (2.7) â ïåðåîïðåäåëåííóþ ñèñòåìó
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ):(

E − h2β1
0Ai+1

E − h2β2
0Aε

)
yi+1 =

(
2E + h2β1

2Ai

2E + h2β2
1Aε

)
yi+(

−E + h2β1
2Ai−1

−E + h2β2
2Aε

)
yi−1 + h2

(
ψi

φε

)
, (2.8)

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, à ψi = ξi[fi] , φε = f(tε). Â îáùåì ñëó÷àå ÑËÀÓ
(2.8) ìîæåò íå èìåòü êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèå. Íàéòè ¾ðåøåíèå¿ ýòîé ñèñòåìû ìîæíî ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: óìíîæèì îáå ÷àñòè (2.8) íà ïðÿìîóãîëüíóþ ìàòðèöó (V |W ) ðàçìåðíîñòè
(n× 2n) òàêóþ, ÷òîáû ìàòðèöà V (E − h2β1

0Ai+1) +W (E − h2β2
0Aε) � áûëà íåâûðîæäåí-

íîé, à äàëåå áóäåì íàõîäèòü ðåøåíèå óæå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû. Â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå
ìàòðèöû V è W ìîæíî âûáèðàòü ñîîòâåòñòâåííî c1E , c2E ãäå c1 è c2 � ñêàëÿðíûå
ïàðàìåòðû. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ìåòîäîâ (2.3) è (2.7), êîòî-
ðàÿ ÿâëÿåòñÿ õîðîøî èçó÷åííîé. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåì óìíîæèòü îáå ÷àñòè ñèñòåìû
(2.8) íà ïðÿìîóãîëüíóþ ìàòðèöó ðàçìåðíîñòè (n× 2n) âèäà

Li+1 = (E − h2β1
0Ai+1|d(E − h2β2

0Aε)),

ãäå d � ñâîáîäíûé ïàðàìåòð. Â èòîãå ïðåäëîæåííîé ìàòðè÷íîé êîìáèíàöèè ïîëó÷èì
ðàçíîñòíóþ ñõåìó

Mi+1yi+1 = Piyi +Qi−1yi−1 + gi+1, (2.9)

ãäå

Mi+1 = Li+1

(
E − h2β1

0Ai+1

E − h2β2
0Aε

)
, Pi = Li+1

(
2E + h2β1

1Ai

2E + h2β2
1Aε

)
,
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Qi−1 = Li+1

(
−E + h2β1

2Ai−1

−E + h2β2
2Aε

)
, gi+1 = h2Li+1

(
ψi

φε

)
.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü èíòåðïîëÿöèîííûé ñëó÷àé òàêèõ ñõåì, ò.å. tε ∈ [ti−1, ti+1], ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî tε = ti−1 + (β2

1 + 2β2
0)h, ïîëó÷èì îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòð ε

ε ∈ [0, 2]. (2.10)

Îòìåòèì [5], ÷òî åñëè A(t) � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, è d = 1 ìû ïîëó÷àåì íîðìàëüíîå
ðåøåíèå ñèñòåìû (2.8).

Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.4) è (2.6), òî ñõåìû (2.3) è (2.7) èìåþò, êàê ìèíèìóì,
ïåðâûé ïîðÿäîê. Ñõåìà (2.9) ñîäåðæèò ñåìü ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ βi

j, i = 1, 2; j = 0, 1, 2 è
d, è äâà óðàâíåíèÿ íà ïîðÿäîê (2.4) è (2.6). Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì âûáèðàòü ñâîáîäíûå
ïàðàìåòðû, ÷òîáû ñõåìû (2.9) èìåëè êàê ìîæíî áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê, èëè îáëàäàëè
ïðåèìóùåñòâàìè íàä èçâåñòíûìè ñõåìàìè.

Â ðàáîòå [1] âûïèñàíû óñëîâèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà íà ñõåìû (2.9), êîòîðûå èìåþò âèä
β1
0 + β1

1 + β1
2 = 1

β2
0 + β2

1 + β2
2 = 1

d+ 1 = β1
1 + 2β1

0 + dε
5
6
(d+ 1) = β1

1 + dβ2
1

5
6
(d+ 1) = β1

1 − dε2 + 2dε,

è âûïîëíåíî óñëîâèå (2.10).
Â ÷àñòíîñòè, ýòà ñèñòåìà èìååò ñëåäóþùåå ðåøåíèå

d = 0, β1
1 =

5

6
, β1

0 =
1

12
, β1

2 =
1

12
,

ñî ñâîáîäíûìè ïàðàìåòðàìè β2
1 , β

2
0 , β

2
2 , ε . Íåòðóäíî óáåäèòñÿ, ÷òî ïðè òàêèõ êîýôôèöèåí-

òàõ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (2.9) ñîâïàäàåò ñ ìåòîäîì Íóìåðîâà.
Îáùåå ðåøåíèå âûøå ïðåäñòàâëåííîé ñèñòåìû èìååò âèä

β2
2 =

1

2
ε2 − 3

2
ε+ 1, β2

0 =
1

2
ε2 − 1

2
ε, β2

1 = −ε2 + 2ε,

β1
1 =

5

6
(d+ 1) + dε2 − 2dε, β1

0 =
1

12
(1 + d)− 1

2
dε2 +

1

2
dε, (2.11)

β1
2 = −11

12
d+

1

12
− 1

2
dε2 +

3

2
dε,

ñî ñâîáîäíûìè ïàðàìåòðàìè ε, è d ̸= −1.
Ïîÿñíèì, ïî÷åìó ïàðàìåòð d ̸= −1. Åñëè ïàðàìåòð d = −1, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû èç

ðàçíîñòíîé ñõåìû (2.3) âû÷èòàåì ðàçíîñòíóþ ñõåìó (2.7), ò.å. â ëåâîé ÷àñòè (2.9) ïîëó÷àåì
íîëü.

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ Si+1 = E−h2( 1
12
(d+1)− 1

2
dε2+ 1

2
dε)Ai+1, Ui+1 = E−h2( 1

12
ε− 1

2
B)Aε,

ïåðåïèøåì ðàçíîñòíóþ ñõåìó (2.9) â âèäå

(S2
i+1 + dU2

i+1)yi+1 = (Si+1(2E + h2(
5

6
(d+ 1) + dε2 − 2dε)Ai)−

−dUi+1(2E + h2(−ε2 + 2ε)Aε))yi + (Si+1(−E + h2(
1

12
(1− 11d)− 1

2
dε2 +

3

2
dε)Ai−1)− (2.12)

−dUi+1(−E + h2(
1

2
ε2 − 1

2
ε+ 1)Aε))yi−1 + h2(Si+1ξi[fi] + dUi+1fε),
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êîòîðàÿ ñîäåðæàò äâà ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðà d è ε è èìååò ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè ε = 1 ìû ïîëó÷èì ñåìåéñòâî ñèììåòðè÷íûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì (2.9).

Òàêèå ñõåìû áûëè äåòàëüíî èññëåäîâàíû â ñòàòüå [1]. Íàïîìíèì, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà
íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, åñëè αj = αk−j è βj = βk−j, j = 0, 1, ..., [k/2].

Äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ óñòîé÷èâîñòè ðàçëè÷íûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì Ëàìáåðò è Âàòñîí [3]
ïðåäëîæèëè èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ïðîñòîå ìîäåëüíîå óðàâíåíèå

y′′ = −k2y. (2.13)

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå υ = hk ëþáîé ñèììåòðè÷íûé äâóøàãîâûé ìåòîä, ïðèìåíåííûé ê
ýòîìó óðàâíåíèþ, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

yi+1 − 2R(υ2)yi + yi−1 = 0.

Äëÿ ñèììåòðè÷íûõ äâóøàãîâûõ ñõåì èçâåñòíî

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. [2] Ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ R(υ2) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé
óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà. Èíòåðâàë (0, υ20), â êîòîðîì | R(υ2) |≤ 1 äëÿ υ2 ≤ 0 ≤ υ20, íà-
çûâàåòñÿ èíòåðâàëîì óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà. Ìåòîä íàçûâàåòñÿ P �óñòîé÷èâûé, åñëè
| R(υ2) |≤ 1, äëÿ ëþáûõ υ2 > 0.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðîàíàëèçèðîâàíû íåñèììåòðè÷íûå ðàçíîñòíûå ñõåìû âèäà
(2.12) è ïðèâåäåíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ýòèõ ñõåì.

3. Íåñèììåòðè÷íûå ñõåìû

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ε ̸= 1. Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì ñåìåéñòâî íåñèììåòðè÷íûõ
ñõåì. Äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ óñòîé÷èâîñòè ðàññìîòðèì ìîäåëüíîå óðàâíåíèå (2.13).

Â ýòîì ñëó÷àå, îáîçíà÷àÿ υ = hk ëþáîé íåñèììåòðè÷íûé äâóøàãîâûé ìåòîä, ïðèìå-
íåííûé ê óðàâíåíèþ (2.13), ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

a(d, ε, υ2)yi+1 + b(d, ε, υ2)yi + c(d, ε, υ2)yi−1 = 0. (3.1)

Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ (3.1)

a(d, ε, υ2)λ2 + b(d, ε, υ2)λ+ c(d, ε, υ2) = 0. (3.2)

Êîýôôèöèåíòû a(d, ε, υ2), b(d, ε, υ2), c(d, ε, υ2) èìåþò î÷åíü ãðîìîçäêèé âèä, ïîýòî-
ìó áóäåì èññëåäîâàòü ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè ïîëèíîìà (3.2), èñïîëüçóÿ êðèòåðèé Ðàóñà�
Ãóðâèöà [4]. Äëÿ ýòîãî â ôîðìóëå (3.2) ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ λ = z+1

z−1
, êîòîðàÿ

îòîáðàæàåò åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü â ëåâóþ ïîëóïëîñêîñòü. Â èòîãå áóäåì èìåòü õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì

α(d, ε, υ2)z2 + β(d, ε, υ2)z + γ(d, ε, υ2) = 0. (3.3)

Êîýôôèöèåíòû α(d, ε, υ2), β(d, ε, υ2), γ(d, ε, υ2) èìåþò ìåíåå ãðîìîçäêèé âèä, ÷åì
êîýôôèöèåíòû a(d, ε, υ2), b(d, ε, υ2), c(d, ε, υ2) . Ïðèâåäåì èõ âèä

α(d, ε, υ2) = 1 +
1

12
υ2 +

1

12
υ2d+ d,

β(d, ε, υ2) = 2d−2dε+
1

12
υ2d− 7

12
υ2dε+

1

12
υ2d2+

5

12
υ2d2ε−υ2d2ε2+ 1

12
υ2d2ε3+

3

12
υ2dε2−υ2dε3,
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γ(d, ε, υ2) = 4− 1

3
dυ2− 1

3
υ2− 7

36
υ4d− 5

36
υ4d2+

8

3
υ2dε2+

8

3
υ2d2ε2− 1

2
υ4d2ε+υ4d2ε4−3υ4d2ε3−

1

18
υ4 + 4d+ dυ4ε4 − dυ4ε3 − 1

2
dυ4ε.

Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3.2) ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû, ò.å. âûïîëíå-
íû íåðàâåíñòâà [4] 

α(d, ε, υ2) ≥ 0
β(d, ε, υ2) ≥ 0
γ(d, ε, υ2) ≥ 0

. (3.4)

Ïðèâåäåì îáëàñòè çíà÷åíèé d è υ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε ïðè êîòîðûõ âû-
ïîëíåíà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (3.4). Ýòè îáëàñòè íàçûâàþòñÿ îáëàñòÿìè óñòîé÷èâîñòè, íà
ðèñóíêàõ îíè çàøòðèõîâàíû.

Ðèñ. 1: Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðè ε = 0 .

Ðèñ. 2: Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðè ε = 1 .

Ðèñ. 3: Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðè ε = 2 .

4. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ ïðè
ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ d . Ïðè ïðîâåäåíèè ýòèõ ðàñ÷åòîâ ñòàðòîâûå çíà÷åíèÿ y0 è y1
âûáèðàëèñü êàê òî÷íûå çíà÷åíèÿ y(t0) è y(t1) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

y′′(t) = (
2a

t3
+
a2

t4
)y(t), t ∈ [1, 10], a = −20,
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êîòîðîå èìååò òî÷íîå ðåøåíèå
y(t) = e−20/t,

ãäå y0 = y(1) = e−20 è y1 = y(1 + h) = e−20/(1+h).
Íà îòðåçêå [1, 10] çàäàäèì ðàâíîìåðíûå ñåòêè ñ øàãàìè hj = 0.2/2j , j = 1, 2, 3 è

îáîçíà÷èì erj =| e−2 − yNj
| , Nj = 9/hj . Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå

1 è òàáëèöå 2 ïðè ε = 1 è ε = 2 ñîîòâåòñòâåííî.

d h=0.1 h=0.05 h=0.025
0 3· 10−4 3· 10−5 2· 10−6

2 5· 10−3 5· 10−4 4· 10−5

3 7· 10−3 8· 10−4 6· 10−5

5 1· 10−2 1· 10−3 1· 10−4

Òàáëèöà 1: Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðè ε = 1.

d h=0.1 h=0.05 h=0.025
2 1· 10−2 6· 10−3 1· 10−4

3 1· 10−2 8· 10−3 2· 10−3

5 1· 10−1 1· 10−2 1· 10−3

Òàáëèöà 2: Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðè ε = 2.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè d = 0 ìû èìååì ìåòîä Íóìåðîâà. Êàê âèäíî èç òàáëèö ïðè ëþáûõ
çíà÷åíèÿõ h ìåòîä Íóìåðîâà ïðåäïî÷òèòåëüíåå (äàåò áîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû âû÷èñëå-
íèé) ñõåì (2.12), íî ñëåäóþùèé ïðèìåð èëëþñòðèðóåò ïðåèìóùåñòâà ïðåäëîæåííûõ ñõåì
íàä ìåòîäîì Íóìåðîâà.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ìîäåëüíóþ çàäà÷ó [3]

y′′(t) = −k2y(t), t ∈ [0, 4π], k = 5,

è â êà÷åñòâå òî÷íîãî ðåøåíèÿ âîçüìåì

y(t) = sin(5t),

ãäå y0 = y(0) = 0 è y1 = y(h) = sin(5h).
Íà îòðåçêå [0, 4π] çàäàäèì ðàâíîìåðíûå ñåòêè ñ øàãàìè hj = π/2j, j = 1, 2, 3, 4 è îáî-

çíà÷èì erj =| sin20π − yNj
|=| yNj

| , Nj = 4π/hj . Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâëåíû
â òàáëèöå 3 ïðè ε = 2 . Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðè ε = 1 ïðåäñòàâëåíû â ñòàòüå [1].

d h = π/2 h = π/4 h = π/8 h = π/16
0 * * 6· 10−7 4· 10−13

1 2· 10−2 8· 10−4 6· 10−13 5· 10−14

3 6· 10−1 5· 10−6 4· 10−13 5· 10−14

5 1· 10−1 1· 10−6 4· 10−14 5· 10−14

Òàáëèöà 3: Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðè ε = 2.

Èç äàííîé òàáëèöû âèäíî, ÷òî ìåòîäû ïðåäëîæåííûå â ñòàòüå, ïðåäïî÷òèòåëüíåå ìå-
òîäà Íóìåðîâà, ò.ê. ñïðàâëÿþòñÿ ñî âòîðûì ïðèìåðîì ñ áîëåå êðóïíûì øàãîì èíòåãðè-
ðîâàíèÿ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ �11�01�00639-a.
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