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ÓÄÊ 517.938

Î ñòðóêòóðå ïðîñòðàíñòâà áëóæäàþùèõ îðáèò
äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé ñ êîíå÷íûì
ãèïåðáîëè÷åñêèì öåïíî ðåêóððåíòíûì ìíîæåñòâîì
c⃝ Ò. Ì. Ìèòðÿêîâà1, Î.Â. Ïî÷èíêà2, A. E. Øèøåíêîâà3

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ Φ äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòè
M2 ñ êîíå÷íûì ãèïåðáîëè÷åñêèì öåïíî ðåêóððåíòíûì ìíîæåñòâîì. Êàæäîé ïåðèîäè÷åñêîé
îðáèòå Oi, i = 1, . . . , kf äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Φ ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå äèíàìèêè
äèôôåîìîðôèçìà f â âèäå �èñòî÷íèê�ñòîê�, ãäå èñòî÷íèê (ñòîê) � ýòî ðåïåëëåð Ri (àò-
òðàêòîð Ai ) äèôôåîìîðôèçìà f . Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî îðáèò áëóæäàþùåãî
ìíîæåñòâà Vi = M2 \ (Ai ∪ Ri) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð êîíå÷íîãî ÷èñëà äâóìåðíûõ òî-
ðîâ. Îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîðôèçìà f íà ìíîæåñòâî Vi

òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ñ ëèíåéíûì ñæàòèåì

Êëþ÷åâûå ñëîâà: öåïíî ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî, ïðîñòðàíñòâî îðáèò, àòòðàêòîð, ðåïåë-
ëåð.

1. Îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ Φ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ f ñ êîíå÷íûì ãèïåðáîëè÷åñêèì öåïíî ðåêóððåíòíûì ìíîæåñòâîì, çàäàííûõ íà
ãëàäêèõ îðèåíòèðóåìûõ çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòÿõ M2 ñ ìåòðèêîé d .

Íàïîìíèì, ÷òî ε -öåïüþ äëèíû n , ñîåäèíÿþùåé òî÷êó x ∈ M2 ñ òî÷êîé y ∈ M2

äëÿ êàñêàäà f íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x = x0, . . . , xn = y òî÷åê â M2 òàêàÿ, ÷òî
d(f(xi−1), xi) < ε äëÿ 1 ≤ i ≤ n . Òî÷êà x ∈ M2 íàçûâàåòñÿ öåïíî ðåêóððåíòíîé äëÿ f ,
åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò n , çàâèñÿùåå îò ε > 0 , è ε -öåïü äëèíû n , ñîåäè-
íÿþùàÿ òî÷êó x c íåé ñàìîé. Ìíîæåñòâî âñåõ öåïíî ðåêóððåíòíûõ òî÷åê f íàçûâàåòñÿ
öåïíî ðåêóððåíòíûì ìíîæåñòâîì f è îáîçíà÷àåòñÿ Rf . Öåïíîé êîìïîíåíòîé íàçûâà-
åòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè òî÷êè x ∈ Rf îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ :
x ∼ y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ε -öåïü, ñîåäèíÿþùàÿ
òî÷êó x c òî÷êîé y è ε -öåïü, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êó y c òî÷êîé x .

Ïóñòü f ∈ Φ . Èç òîãî, ÷òî öåïíî ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî Rf êîíå÷íî, ñëåäóåò, ÷òî
îíî ñîñòîèò èç ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê (Rf = Perf ) è êàæäàÿ öåïíàÿ êîìïîíåíòà ñîâïàäàåò
ñ ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòîé. Ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà p ∈ Perf ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, åñëè

ñðåäè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû ßêîáè
(

∂fper(p)

∂x

)
|p íåò ÷èñåë, ïo ìîäóëþ ðàâíûõ 1.

Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà Rf ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ ó êàæäîé òî÷êè
p ∈ Rf óñòîé÷èâîãî W s

p è íåóñòîé÷èâîãî W u
p ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì: W s
p = {x ∈ M : d(fkper(p)(x), p) → 0 ïðè k → +∞} , W u

p = {x ∈ M :

d(f−kper(p)(x), p) → 0 ïðè k → +∞} .
Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå äèôôåîìîðôèçìû èç êëàññà Φ íå ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíî

óñòîé÷èâûìè, íî ëþáîé äèôôåîìîðôèçì f ∈ Φ ÿâëÿåòñÿ Ω -óñòîé÷èâûì (ñì., íàïðè-

1Àññèñòåíò êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé, Íèæåãîðîäñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò èì. Í.È. Ëîáà-
÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; tatiana.mitryakova@yandex.ru.

2Äîöåíò êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé, Íèæåãîðîäñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò èì. Í.È. Ëîáà÷åâ-
ñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; olga-pochinka@yandex.ru.

3Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäå-
ìèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; math@agri.sci-nnov.ru.
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ìåð, [3]), â ñèëó ÷åãî ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû äèôôåîìîðôèçìà f äîïóñêàþò íóìåðàöèþ
O1, . . . ,Okf , ñîãëàñóþùóþñÿ ñ îòíîøåíèåì Ñ. Ñìåéëà, òî åñòü i ≤ j , åñëè W s

Oi
∩W u

Oj
̸= ∅ .

Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íóìåðàöèÿ îðáèò âûáðàíà òàê, ÷òî íîìåð ëþáîé
ñåäëîâîé îðáèòû áîëüøå íîìåðà ëþáîé ñòîêîâîé è ìåíüøå íîìåðà ëþáîé èñòî÷íèêîâîé
îðáèòû. Äëÿ i = 1, . . . , kf ïîëîæèì W s

i = W s
Oi
,W u

i = W u
Oi

è äëÿ i = 1, . . . , kf−1 ïîëîæèì

Ai =
i∪

j=1

W u
j , Ri =

kf∪
j=i+1

W s
j .

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíàâëèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ f ∈ Φ .

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü f ∈ Φ . Òîãäà

1) M2 =
kf∪
i=1

W u
i ;

2) W u
i ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ M2 ;

3) ìíîæåñòâî Ai ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì4 äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Φ ;
4) (cl W u

i+1 \W u
i+1) ⊂ Ai .

Äëÿ i = 1, . . . , kf − 1 ïîëîæèì Vi = M2 \ (Ai ∪ Ri) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç V̂i = Vi/f

ïðîñòðàíñòâî îðáèò äåéñòâèÿ äèôôåîìîðôèçìà f íà ìíîæåñòâå Vi è ÷åðåç ρ
i
: Vi → V̂i

� åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü f ∈ Φ . Òîãäà
1) ïðîåêöèÿ ρ

i
: Vi → V̂i ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì, èíäóöèðóþùèì ñòðóêòóðó ãëàäêîãî

çàìêíóòîãî 2 -ìíîãîîáðàçèÿ íà ïðîñòðàíñòâå îðáèò V̂i è îòîáðàæåíèå ηi , ñîñòîÿùåå
èç íåòðèâèàëüíûõ ãîìîìîðôèçìîâ η

v̂i
: π1(v̂i) → Z íà êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè v̂i

ìíîãîîáðàçèÿ V̂i ;
2) ìíîãîîáðàçèå V̂i ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, êàæäàÿ èç

êîòîðûõ ãîìåîìîðôíà äâóìåðíîìó òîðó.

2. Äèíàìèêà äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà Φ

Â ðàáîòå [1] áûëà äîêàçàíà ëåììà 2.1., êîòîðàÿ ïîíàäîáèòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû 1.1.

Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü σ � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñåäëîâàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äèôôåî-
ìîðôèçìà f : M2 → M2 , Nσ ⊂ W s

σ � êîìïàêòíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè σ è r ∈ Nσ .
Òîãäà, äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {rn} ⊂ (M2 \ Nσ) , ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå r ,
ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {rnj

} , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë kj → +∞
è òî÷êà q ∈ (W u

σ \ σ) òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {fkj(rnj
)} ñõîäèòñÿ ê

òî÷êå q .

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü f ∈ Φ . Òîãäà

1) M2 =
kf∪
i=1

W u
i ;

2) W u
i ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ M2 ;

4Ïóñòü f � ãîìåîìîðôèçì ìíîãîîáðàçèÿ M2 . Çàìêíóòîå f -èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî A ⊂ M2 íàçû-
âàåòñÿ àòòðàêòîðîì äèñêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû f , åñëè îíî èìååò êîìïàêòíóþ îêðåñòíîñòü UA

òàêóþ, ÷òî f(UA) ⊂ int UA è A =
∩
k≥0

fk(UA) . Îêðåñòíîñòü UA ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ çàõâàòûâàþùåé

èëè èçîëèðóþùåé. Ðåïåëëåð îïðåäåëÿåòñÿ êàê àòòðàêòîð äëÿ f−1 .
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3) ìíîæåñòâî Ai ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì
5 äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Φ ;

4) (cl W u
i+1 \W u

i+1) ⊂ Ai .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

1) Cîîòíîøåíèå M2 =
kf∪
i=1

W u
i ñëåäóåò èç òåîpåìû î ñïåêòpàëüíîì pàçëîæåíèè (ñì.,

íàïðèìåð, [3]).
2) Äîêàæåì, ÷òî W u

i ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ M2 . Íå
óìåíüøàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Rf äèôôåîìîðôèçìà f ñîñòîèò èç êî-
íå÷íîãî ÷èñëà íåïîäâèæíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ òî÷åê, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ïðîâåñòè
àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ïîäõîäÿùåé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèçìà f .

Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ: a) dimW u
i = 0 ; b) dimW u

i = 1 ; c) dimW u
i = 2 .

Â ñëó÷àå a) W u
i ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé è, ñëåäîâàòåëüíî, ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãî-

îáðàçèÿ M2 .
Â ñëó÷àå c) W u

i ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì è äâóìåðíûì, è, ñëåäîâàòåëüíî, ãëàäêèì ïîäìíî-
ãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ M2 .

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå b). Ïóñòü x ∈ W u
i è Nx ⊂ W u

i � êîìïàêòíîå ìíîæå-
ñòâî, ñîäåðæàùåå x . Ñîãëàñíî îáîáùåííîé òåîðåìå îá óñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèè ãèïåðáî-
ëè÷åñêîé òî÷êè (ñì., íàïðèìåð, [5], òåîðåìà 7.3), W u

i ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì R1 îòíîñèòåëüíî
èíúåêòèâíîé èììåðñèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò êàðòà ψ : Ux → R2 ìíîãîîáðàçèÿ M2

òàêàÿ, ÷òî ψ(Ux∩Nx) = R1 . Åñëè W u
i íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì M2 , òî ñó-

ùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ (W u
i \Nx) òàêàÿ, ÷òî xn → x ïðè n→ +∞ . Èç ëåì-

ìû 2.1. ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnj
} , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ

÷èñåë kj → +∞ è òî÷êà y ∈ W s
i òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {yj = f−kj(xnj

)}

ñõîäèòñÿ ê òî÷êå y . Òàê êàê M2 =
kf∪
i=1

W u
i , òî y ∈ W u

l äëÿ íåêîòîðîãî l ∈ {1, . . . , kf} .

Ðàññìîòðèì òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ: [a] dimW u
l = 0 ; [b] dimW u

l = 1 ; [c] dimW u
l = 2 .

[a] Åñëè dimW u
l = 0 , òî yj ∈ W u

l äëÿ âñåõ j , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî. Ñëåäîâàòåëüíî,
i = l . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àé [a] íåâîçìîæåí.

[c] Åñëè dimW u
l = 2 , òî W u

l = Ol , y = Ol . Ñëåäîâàòåëüíî Ol ⊂ W s
i . Ïîëó÷èëè

ïðîòèâîðå÷èå, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àé [c] íåâîçìîæåí.
[b] Åñëè dimW u

l = 1 , òî l ̸= i , òàê êàê äèôôåîìîðôèçì f ∈ Φ íå èìååò ãîìîêëèíè÷å-
ñêèõ òî÷åê â ñèëó êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà Rf . Ñëåäîâàòåëüíî, èç ëåììû 2.1. ñëåäóåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yjr} , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë mr → +∞ è
òî÷êà z ∈ W s

l òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {fmr(yjr)} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå z . Òàê

êàê M2 =
kf∪
i=1

W u
i , òî z ∈ W u

t äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ {1, . . . , kf} . Ðàññóæäàÿ êàê âûøå, ïîëó-

÷àåì, ÷òî dimW u
t = 1 è t ̸= l . Òàê êàê, â ñèëó Ω -óñòîé÷èâîñòè, äèôôåîìîðôèçì f ∈ Φ

íå èìååò öèêëîâ, òî t ̸= i . Ïîâòîðÿÿ âûøåïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
ìíîæåñòâî Rf êîíå÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî ñëó÷àé [b] íåâîçìîæåí.

Òàêèì îáðàçîì, W u
i � ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèÿ M2 äëÿ êàæäîãî i ∈

{1, . . . , kf} .
3) Â ñèëó òåîðåìû î ôèëüòðàöèè (ñì., íàïðèìåð, [3]), äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Φ

ñóùåñòâóåò ôèëüòðàöèÿ, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü M1, . . . ,Mkf−1 2 -ïîäìíîãîîáðàçèé ñ

5Ïóñòü f � ãîìåîìîðôèçì ìíîãîîáðàçèÿ M2 . Çàìêíóòîå f -èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî A ⊂ M2 íàçû-
âàåòñÿ àòòðàêòîðîì äèñêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû f , åñëè îíî èìååò êîìïàêòíóþ îêðåñòíîñòü UA

òàêóþ, ÷òî f(UA) ⊂ int UA è A =
∩
k≥0

fk(UA) . Îêðåñòíîñòü UA ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ çàõâàòûâàþùåé

èëè èçîëèðóþùåé. Ðåïåëëåð îïðåäåëÿåòñÿ êàê àòòðàêòîð äëÿ f−1 .
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ãëàäêîé ãðàíèöåé ìíîãîîáðàçèÿ M2 òàêèõ, ÷òî M2 = Mkf ⊃ Mkf−1 ⊃ · · · ⊃ M1 ⊃ M0 = ∅
è äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , kf âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) f(Mi) ⊂ int Mi ;
2) Oi ⊂ int (Mi \Mi−1) ;
3) Oi =

∩
l∈Z

f l(Mi \Mi−1) ;

4)
∩
l≥0

f l(Mi) =
∪
j≤i

W u
Oj

=
∪
j≤i

cl(W u
Oj
) .

Òîãäà óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ìíîæåñòâî Ai (Ri ) ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì (ðåïåëëåðîì)
äèôôåîìîðôèçìà f íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ 1) � 4) ôèëüòðàöèè.

4) Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Rf ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî
÷èñëà íåïîäâèæíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ òî÷åê, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ïðîâåñòè àíàëî-
ãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ïîäõîäÿùåé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèçìà f .

Ïóñòü x ∈ (cl W u
i+1 \W u

i+1) . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ⊂ W u
i+1 òàêàÿ,

÷òî d(xk, x) → 0 ïðè k → +∞ . Èç òîãî, ÷òî M2 =
kf∪
i=1

W u
i , ñëåäóåò, ÷òî x ∈ W u

j äëÿ

íåêîòîðîãî j ∈ {1, . . . , kf} .
Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ: a) dimW u

j = 0 ; b) dimW u
j = 1 ; c) dimW u

j = 2 .
a) Åñëè dimW u

j = 0 , òî W u
j = Oj , x = Oj è xk ∈ W s

j äëÿ âñåõ k , íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî. Òîãäà, W u

i+1 ∩W s
j ̸= ∅ è, ñëåäîâàòåëüíî, j < i+ 1 . Òàêèì îáðàçîì, x ∈ Ai .

c) Åñëè dimW u
j = 2 , òî xk ∈ W u

j äëÿ âñåõ k , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî. Îòêóäà i+ 1 = j
è x ∈ W u

i+1 . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì x ∈ (cl W u
i+1 \W u

i+1) , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
ñëó÷àé c) íåâîçìîæåí.

b) Åñëè dimW u
j = 1 , òî, ñîãëàñíî ëåììå 2.1., ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xkl ,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë ml → +∞ è òî÷êà z ∈ W s
j òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü òî÷åê zl = f−ml(xkl) ñõîäèòñÿ ê òî÷êå z . Òàê êàê M2 =
kf∪
i=1

W u
i , òî z ∈ W u

t äëÿ

íåêîòîðîãî t ∈ {1, . . . , kf} . Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ: [a] dimW u
t = 0 ; [b] dimW u

t = 1 ; [c]
dimW u

t = 2 .
[a] Åñëè dimW u

t = 0 , òî W u
t = Ot , z = Ot . Ñëåäîâàòåëüíî, Ot ∈ W s

j . Ïîëó÷èëè
ïðîòèâîðå÷èå, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àé [a].

[c] Åñëè dimW u
t = 2 , òî zl ∈ W u

t äëÿ âñåõ l , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî. Òîãäà Ot = Oi+1 ,
îòêóäà j < i+ 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ Ai .

[b] Åñëè dimW u
t = 1 , òî t > j . Åñëè t = i + 1 , òî x ∈ Ai . Åñëè t ̸= i + 1 , òî

ïîâòîðÿÿ âûøåïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ è ó÷èòûâàÿ êîíå÷íîñòü Rf è îòñóòñòâèå öèêëîâ,
ïîëó÷èì, ÷òî x ∈ Ai .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

3. Ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà áëóæäàþùèõ îðáèò äèôôåîìîðôèç-

ìîâ êëàññà Φ

Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâà îðáèò äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà Φ , íàì ïîíàäîáèòñÿ
ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ. Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé äèôôåîìîðôèçì b : R2 → R2 , çàäàííûé
ôîðìóëîé b(x, y) = (x

2
, y
2
) . Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî îðáèò T2 = (R2 \ O)b äåéñòâèÿ

äèôôåîìîðôèçìà b íà R2 \ O ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì äâóìåðíûì òîðîì è åñòåñòâåííàÿ
ïðîåêöèÿ pT : R2 \ O → T2 ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ηT : π1(T2) → Z �
ýïèìîðôèçì, ñîîâåòñòâóþùèé íàêðûòèþ pT .

Â äàëüíåéøåì ïàðà (P̂ , η) áóäåò îáîçíà÷àòü ìíîãîîáðàçèå P̂ , ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íî-
ãî ÷èñëà äâóìåðíûõ òîðîâ T2

1, . . . ,T2
r è îòîáðàæåíèå η , ñîñòàâëåííîå èç ýïèìîðôèçìîâ
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η
T21
, . . . , η

T2r
. Ïóñòü γ̂ � ïàðà ãëàäêèõ çàìêíóòûõ êðèâûõ íà P̂ , òàêèõ, ÷òî η([ℓ̂]) = 1

äëÿ êàæäîãî óçëà ℓ̂ ïàðû γ̂ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(γ̂) ⊂ P̂ � òðóá÷àòóþ îêðåñòíîñòü
óçëîâ γ̂ , êîòîðóþ áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ ìíîæåñòâîì S0 × S1 × D1 . Îïðåäåëèì äèô-
ôåîìîðôèçì µ : ∂N(γ̂) → S0 × S1 × S0 ôîðìóëîé µ(x, y, z) = (z, y, x) . Ïîëîæèì
P̂γ̂ = (P̂ \ int N(γ̂))

∪
µ(S0 × S1 × D1) è áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî P̂γ̂ ïîëó÷å-

íî ïåðåñòðîéêîé ìíîãîîáðàçèÿ P̂ âäîëü γ̂ .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.1. Ïðîñòðàíñòâî P̂γ̂ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà äâó-
ìåðíûõ òîðîâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî γ̂ ñîñòîèò èç äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ
óçëîâ, òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà P̂ \ int N(γ̂) ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðîì
(ñì., íàïðèìåð, [4]). Ïî ïîñòðîåíèþ, ãîìåîìîðôèçì µ ñêëåèâàåò ãðàíè÷íûå îêðóæíîñòè
ìíîæåñòâà P̂ \ int N(γ̂) ñ ãðàíè÷íûìè îêðóæíîñòÿìè äâóìåðíûõ êîëåö. Òàêèì îáðàçîì,
êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà P̂γ̂ åñòü äâóìåðíûé òîð.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Íà ðèñ. 3.1 èçîáðàæåíà ïåðåñòðîéêà äâóìåðíîãî òîðà âäîëü ïàðû óçëîâ. Ðåçóëüòàòîì
òàêîé ïåðåñòðîéêè ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèå P̂γ̂ , ãîìåîìîðôíîå ïàðå äâóìåðíûõ òîðîâ.

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ïåðåñòðîéêà äâóìåðíîãî òîðà âäîëü ïàðû óçëîâ

Íàïîìíèì, ÷òî ðàíåå äëÿ i = 1, . . . , kf − 1 áûëè ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Ai =
i∪

j=1

W u
j , Ri =

kf∪
j=i+1

W s
j , Vi =M2 \ (Ai ∪Ri) , V̂i = Vi/f .

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü f ∈ Φ . Òîãäà
1) åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ ρ

i
: Vi → V̂i ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì, èíäóöèðóþùèì ñòðóêòóðó

ãëàäêîãî çàìêíóòîãî 2 -ìíîãîîáðàçèÿ íà ïðîñòðàíñòâå îðáèò V̂i è îòîáðàæåíèå ηi , ñîñòî-
ÿùåå èç íåòðèâèàëüíûõ ãîìîìîðôèçìîâ η

v̂i
: π1(v̂i) → Z íà êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè

v̂i ìíîãîîáðàçèÿ V̂i ;
2) ìíîãîîáðàçèå V̂i ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, êàæäàÿ èç êîòî-

ðûõ ãîìåîìîðôíà äâóìåðíîìó òîðó.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
1) Ïîêàæåì, ÷òî ãðóïïà F = {fn, n ∈ Z} äåéñòâóåò ñâîáîäíî è ðàçðûâíî íà Vi .
Ïî ïîñòðîåíèþ âñå íåáëóæäàþùèå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà f ïðèíàäëåæàò îáúåäè-

íåíèþ Ai ∪ Ri . Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Vi ñîñòîèò èç áëóæäàþùèõ òî÷åê è,
ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà F äåéñòâóåò ñâîáîäíî íà Vi .

Â ñèëó òåîðåìû 1.1. ìíîæåñòâî Ai ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì äèôôåîìîðôèçìà f è, ñëåäî-
âàòåëüíî, îáëàäàåò îêðåñòíîñòüþ Mi òàêîé, ÷òî f(Mi) ⊂ int Mi è

∩
l≥0

f l(Mi) =
∪
j≤i

W u
Oj

=
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∪
j≤i

cl(W u
Oj
) . Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî Ki = Mi \ int f(Mi) ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé

îáëàñòüþ îãðàíè÷åíèÿ äèôôåîìîðôèçìà f íà Vi . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî∪
k∈Z

fk(Ki) = Vi . Ïîñêîëüêó Ki ⊂ Vi , òî
∪
k∈Z

fk(Ki) ⊂ Vi . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáðàòíîå

âêëþ÷åíèå íå èìååò ìåñòà: òî åñòü ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈ Vi òàêàÿ, ÷òî x /∈
∪
k∈Z

fk(Ki) .

Ïîñêîëüêó Mi � îêðåñòíîñòü Ai , òî Mi ñîäåðæèò ôóíäàìåíòàëüíóþ îáëàñòü îãðà-

íè÷åíèÿ äèôôåîìîðôèçìà f íà
i∪

j=1

W s
j è, ñëåäîâàòåëüíî,

∪
k∈Z

fk(Mi) ⊃
i∪

j=1

W s
j . Òàê êàê

Mi ⊂
i∪

j=1

W s
j , òî

∪
k∈Z

fk(Mi) ⊂
i∪

j=1

W s
j è, ñëåäîâàòåëüíî,

∪
k∈Z

fk(Mi) =
i∪

j=1

W s
j . Îòêóäà∪

k∈Z
fk(Mi) \ Ai = Vi . Òàêèì îáðàçîì, x ∈ fk∗(Mi) äëÿ íåêîòîðîãî k∗ ∈ Z . Ïîñêîëüêó

x /∈ Ai è Ai =
∩
k≥0

fk(Mi) , òî ñóùåñòâóåò k∗ > k∗ òàêîå, ÷òî x ∈ fk∗(Mi) è x /∈ fk∗+1(Mi) .

Òàêèì îáðàçîì, x ∈ fk∗(Ki) . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Åñëè K � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Vi , òî îíî îãðàíè÷åíî è, ñëåäîâà-

òåëüíî, ñóùåñòâóåò ÷èñëî N ∈ N òàêîå, ÷òî K ⊂
∪

|k|≤N

fk(Ki) . Òîãäà fk(K) ∩K = ∅ äëÿ

|k| > 2N . Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äåéñòâèå ãðóïïû F ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíûì.
Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ ρ

i
: Vi → V̂i ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì,

èíäóöèðóåò ñòðóêòóðó 2-ìíîãîîáðàçèÿ íà ïðîñòðàíñòâå îðáèò V̂i è îòîáðàæåíèå ηi , ñîñòî-
ÿùåå èç íåòðèâèàëüíûõ ãîìîìîðôèçìîâ η

V̂
j
i

: π1(V̂
j
i ) → Z, j = 1, . . . , ri . Ïî ïîñòðîåíèþ

V̂i ãîìåîìîðôíî ìíîãîîáðàçèþ, ïîëó÷åííîìó èç Ki îòîæäåñòâëåíèåì åãî ãðàíèö â ñèëó
äèôôåîìîðôèçìà f . Îòêóäà ñëåäóåò çàìêíóòîñòü ìíîãîîáðàçèÿ V̂i .

2) Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Rf íåïîäâèæíî, â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ïîäõîäÿùåé ñòåïåíè m äèô-
ôåîìîðôèçìà f , à òàê êàê ïðîñòðàíñòâî Vi/f

m ÿâëÿåòñÿ m -ëèñòíûì íàêðûòèåì äëÿ
ïðîñòðàíñòâà Vi/f , òî èç òîãî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Vi/f

m ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà äâó-
ìåðíûõ òîðîâ, àíàëîãè÷íîå âåðíî è äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ Vi/f .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ksf , mf è kuf � ÷èñëî ñòîêîâûõ îðáèò äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Φ , ÷èñ-
ëî ñåäëîâûõ îðáèò è ÷èñëî èñòî÷íèêîâûõ îðáèò äèôôåîìîôèçìà f ∈ Φ , ñîîòâåòñòâåííî, è
÷åðåç pi � ïåðèîä îðáèòû Oi . Òîãäà, ìíîãîîáðàçèå Vi, i = 1, . . . , ksf ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíè-
åì áàññåéíîâ ñòîêîâûõ îðáèò áåç ñàìèõ îðáèò. Â ñèëó òåîðåìû î ëîêàëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé
êëàññèôèêàöèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà ([2], òåîðåìà 5.5),
îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîðôèçìà fpi íà êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Vi ñîïðÿæå-
íî ñ ëèíåéíûì äèôôåîìîðôèçìîì b , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè
ìíîãîîáðàçèÿ V̂i ãîìåîìîðôíà ñòàíäàðòíîìó äâóìåðíîìó òîðó T2 à, ñëåäîâàòåëüíî, óäî-
âëåòâîðÿåò çàêëþ÷åíèþ òåîðåìû. Àíàëîãè÷íî ìíîãîîáðàçèå V̂i, i = ksf + mf + 1, . . . , kf

ãîìåîìîðôíî ñòàíäàðòíîìó äâóìåðíîìó òîðó T2 . Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ìíîãîîáðàçèÿ V̂i
äëÿ i = ksf + 1, . . . , ksf +mf . Çàìåòèì, ÷òî ïåðåõîä îò ìíîãîîáðàçèÿ Vi−1 ê ìíîãîîáðàçèþ
Vi äëÿ i = ksf + 1, . . . , kf − 1 ñîñòîèò â äîáàâëåíèè W s

i è óäàëåíèè W u
i .

Ñîãëàñíî ïóíêòó 4) òåîðåìû 1.1., (W u
i \ Oi) ⊂ Vi−1 . Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Vi

ñëåäóåò, ÷òî Vi = Vi−1 \ (W u
i \ Oi) ∪ (W s

i \ Oi) è, ñîãëàñíî ïóíêòó 1) íàñòîÿùåé òåîðåìû
1.2., ïðîñòðàíñòâî îðáèò V̂i ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì çàìêíóòûì 2 -ìíîãîîáðàçèåì, à ïðîåêöèÿ
ρ

i
: Vi → V̂i ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , kf − 1 . Äëÿ i = ksf +1, . . . , ksf +mf

ïîëîæèì γ̂ui = ρi−1(W
u
i \Oi) . Òîãäà â ñèëó ïóíêòà 2) òåîðåìû 1.1. è òåîðåìû î ëîêàëüíîé

òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà
([2], òåîðåìà 5.5) γ̂ui ÿâëÿåòñÿ ïàðîé ãëàäêèõ çàìêíóòûõ êðèâûõ íà ìíîãîîáðàçèè V̂i−1
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òàêîé, ÷òî η[ĉ] = 1 äëÿ êàæäîãî óçëà ĉ ïàðû γ̂i .

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ïåðåñòðîéêà ïðîñòðàíñòâ V̂i−1 è V̂i

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Φ ïðîñòðàíñòâî V̂i, i ∈ {ksf +

1, . . . , ksf + mf} ïîëó÷àåòñÿ èç ïðîñòðàíñòâà V̂i−1 ïåðåñòðîéêîé âäîëü çàìêíóòûõ êðè-
âûõ γ̂ui = ρi−1(W

u
i ) . Äëÿ ýòîãî âûáåðåì òðóá÷àòóþ îêðåñòíîñòü N(γ̂ui ) óçëîâ γ̂ui , êîòî-

ðóþ áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ ìíîæåñòâîì S0 × S1 × D1 è îáîçíà÷èì ÷åðåç µi : ∂N(γ̂ui ) →
S0 × S1 × S0 � äèôôåîìîðôèçì, çàäàííûé ôîðìóëîé µi(x, y, z) = (z, y, x) . Ïîëîæèì
U s
pi
= ρ−1

i−1(N(γ̂ui )) \W u
i ∪W s

i , Û
s
pi
= ρi(U

s
pi
) è V̌i−1 = V̂i−1 \ int N(γ̂ui ) .

Íà ðèñóíêå 3.2 ââåäåííûå îáúåêòû èçîáðàæåíû äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f : S2 → S2 ,
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç ÷åòûðåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê,
è çíà÷åíèÿ i = 2 . Êðîìå òîãî, äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïðî-
ñòðàíñòâ V̂i−1 è V̂i , èçîáðàæåíû ôóíäàìåíòàëüíûå îáëàñòè (ãîìåîìîðôíûå äâóìåðíûì
êîëüöàì) îãðàíè÷åíèÿ f íà Vi−1 è Vi .

Çàìåòèì, ÷òî Û s
pi
ãîìåîìîðôíî ïàðå äâóìåðíûõ êîëåö. Ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçì ìåæ-

äó ìíîæåñòâàìè (V̂i−1)γ̂u
i
= V̌i−1

∪
µi
(S0 × S1 × D1) è V̂i . Îáîçíà÷èì ÷åðåç q : V̌i−1

∪
(S0 ×

S1 ×D1) → (V̂i−1)γ̂u
i
� åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ. Òîãäà (V̂i−1)γ̂u

i
= q(V̌i−1) ∪ q(S0 × S1 ×D1) .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, V̂i = ρi(ρ
−1
i−1(V̌i−1)) ∪ ρi(U s

pi
) . Îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì Φi : q(V̌i−1) →

ρi(ρ
−1
i−1(V̌i−1)) ôîðìóëîé Φi(x) = ρi(ρ

−1
i−1(q

−1(x))) . Ïî ïîñòðîåíèþ, ãîìåîìîðôèçì Φi ïåðå-

âîäèò ãðàíèöû êîëåö q(S0×S1×D1) â ãðàíèöû êîëåö Û s
pi
è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîäîëæàåòñÿ

íà ìíîæåñòâî q(S0 × S1 × D1) äî ãîìåîìîðôèçìà Φi : (V̂i−1)γ̂u
i
→ V̂i .

Òàê êàê V̂ksf ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà äâóìåðíûõ òîðîâ

è äëÿ i = ksf +1, . . . , kf ìíîãîîáðàçèt V̂i ãîìåîìîðôíî (V̂i−1)γ̂u
i
, òî ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ

3.1., ìíîãîîáðàçèå V̂i äëÿ ëþáîãî i = ksf +1, . . . , kf ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì
êîíå÷íîãî ÷èñëà äâóìåðíûõ òîðîâ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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On a structure of the space wandering orbits of
di�eomorphisms on surfaces with the �nite hyperbolic
chain recurrent set
c⃝ T.M. Mitryakova6, O. V. Pochinka7, A. E. Shishenkova8

Abstract. In the present paper a class Φ of di�eomorphisms on surfaces M2 with the �nite
hyperbolic chain recurrent set is considered. To each periodic orbit Oi, i = 1, . . . , kf of f ∈ Φ
corresponds a representation of the dynamics of a di�eomorphism f in the form �source � sink�,
where source (sink) is a repeller Ri (an attractor Ai ) of di�eomorphism f . It is assigned that
the orbit space of the wandering set Vi = M2 \ (Ai ∪ Ri) is a collection of the �nite number
of two-dimention torus. It implies, in particular, that the restriction of f to Vi is topologically
conjugated with the homothety.

Key Words: chain recurrent set, space of orbits, attractor, repeller.

6Assistant of Theory Function Chair, Nizhny Novgorod State University after N.I. Lobachevsky, Nizhny
Novgorod; tatiana.mitryakova@yandex.ru.

7Associate Professor of Theory Function Chair, Nizhny Novgorod State University after N.I. Lobachevsky,
Nizhny Novgorod; olga-pochinka@yandex.ru.

8Associate Professor of Higher Mathematics, Nizhny Novgorod State Agricultural Academy, Nizhny
Novgorod; math@agri.sci-nnov.ru.

MVMS journal. 2011. V. 13, No. 1


