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½�¾�¿j¿jÀhÁ�Â Ã�Ä�ÀÆÅ�Ä�Ç�ÈjÉ�Ç�Ê ËÌ¿�Â	¾�Í�Ä�Á Ç�¾�Ã�Ç�Ê ËÎ¿jÄ�¿�Â ÈjÀ�Ê'Ç�¾�Ï	Å�Ë�Ð�ÈjÇ�Ä�Ñ

Ẋ = AX, Y = CX, Ò � Ók��Ô
Õ Ð�È C Ö�× Á ¿�Â Á�Ñ�Ç�Ç�¾	ÑØÀ�¾	Â Ã�Ä�Í�¾xÃ�¾	Ù�ÀhÈjÃ�¾ r×n Ú Y = (y1, . . . , yr)

T Ö�Û ÈjÜ�Â Á ÃØÇ�¾�Ï	Å�Ë�Ð�ÈjÇ�Ä�É ÒÝÛ ÞGß ÁjÐ Þ¿jÄ�¿�Â ÈjÀ Þ Ô�ÓàRÁ ¿�Â	¾ Û Ä�À)Ù�¾�Ð�¾�á�Ê × Á Ä�¿jÜ ¾µÀhÄ�Ç�Ä�À�¾�Å�â Ç�Á Õ Á%á�Ä�¿�Å�¾ p Û ÞGß ÁjÐ�Á Û�Ú	× Ã�Ä`Ü?Á�Â Á Ã ÞGß Á�Â Ü�Ã Þ Â	¾	Ñ�¿jÄ�¿�Â È ÖÀ�¾
Ẋ = AX

ÀhÁ�ã�È�Â;Ï Þ Â â;¿�Ð�È�Å�¾�Ç�¾;Ç�¾�Ï	Å�Ë�Ð�¾�ÈjÀhÁ É × Ê?Â ÈjÀ Û Þ Ï Á Ã�¾6¿jÁ Á�Â Û È�Â ¿�Â Û Ê Ë©ä`ÈjÉåÀ�¾	Â Ã�Ä�Í Þ
C

Ã�¾	Ù�ÀhÈjÃ�¾
p × n × Á	Å�Ç�Á Õ Á3Ã�¾�Ç Õ ¾ Ú Â Ó È Ó Ù�¾�Ð�¾�á�Ê�¿�Â Ã�Ê Ü�Â�Ê Ã�Ç�Á É+ÀhÄ�Ç�Ä�ÀhÄ�Ù�¾�Í�Ä�Äå¿jÄ�¿�Â ÈjÀ Þ Ç�¾�Ï	Å�Ë ÖÐ�ÈjÇ�Ä�Ñ Ó

æèçêéìëWíîë a ë cêe ë ï [ ï [ñðØò�ó�ô�õ�ö�÷ùø�ò�ú?ò�û�ü6ö£ú�ý�þ�ü�ý�û?ô�ÿ � ò ������� ò ö�÷Pô�þ�ü�ý þ�ý�þ�ü6ö�÷ �
Ò � Ók��Ô ÷Rý � ý ÷Rò ��	 � ô�ö 
 ý�þ � ô p õ � ø�ô � ô�õ �
� ú�ý û?ô�ü6ô�ú � ø ô�ü�ûjú � ü�ò � þ�ý�þ�ü6ö�÷Rò Ẋ = AX ÷Pô �� ö�ü � � ü 	 þ � ö � ò � ò � ò ������� ò ö�÷Pô�ÿ ��� ü6ö�÷#õ � � ô�ú?òmþjô�ô�ü6õ�ö�ü6þ�ü6õ � ��� ö�ÿ'÷Rò�üµú�ý ��� C ú?ò�ó�÷Pö£ú?ò
p× n � ô � � ô � ô%ú?ò ��� ò �� × Ã�¾ Û È�Ð�Å�Ä Û ¾6Â ÈjÁ Ã�ÈjÀ�¾ Ó

� ë q éìë � _ ï [ ï [ � ò�ú?ò�û�ü6ö£ú�ý�þ�ü�ý�û�ò � ò ������� ò ö�÷Pô�þ�ü�ýW÷Rò�üµú�ý ��� A ú?ò õ � ò p ��� � ö p =
maxi=1,k pi � ò pi ��
 ý�þ � ô � ý � ö�ÿ � ô � ö�ó	ò õ	ý�þ�ý ÷ � ø'þjô � þ�ü6õ�ö ����� ø�õ�ö�û�ü6ô�ú�ô�õ�þjô�ô�ü6õ�ö�ü6þ�ü6õ � ��� ý ø
ú?ò�ó � ý 
���� ÷Uþjô � þ�ü6õ�ö ����� ÷ 
 ý�þ � ò�÷ λi (i = 1, k) ÷Rò�üµú�ý ��� A � ü � ö � õ�þjö � � ò`÷Pô � � ô`õ � � ú?ò�ü 	
p
� ý � ö�ÿ � ô � ö�ó	ò õ	ý�þ�ý ÷ � ø¯õ�ö � öjþ�ü6õ�ö ����� ø6õ�ö�û�ü6ô�ú�ô�õ C1, . . . , Cp ��� õ � � ��� ý ø�þ � þ�üµú�ô�û�ò�÷Rýñ÷Rò�ü �

ú�ý ��� C ü�ò�û ��
 ü6ô6þ�ý�þ�ü6ö�÷Rò\Ò � Ók��Ô � � � ö�ü � ò ������� ò ö�÷Pô�ÿ �� Á Ü ¾	Ù�¾	Â È�Å�â ¿�Â Û Á-Â ÈjÁ Ã�ÈjÀ Þ Í�È�Å�Ä�Ü?Á À#Á × Ä�Ã�¾�È�Â ¿�ÑêÇ�¾åÂ Á�Â � ¾�Ü�Â Ú á�Â Á+Èj¿�Å�Ä Û È�Å�Ä�á�Ä�Ç�¾ p
Ð�Å�Ñ

À�¾	Â Ã�Ä�Í Þ A Ú Ñ Û Å�Ñ�È�Â ¿�Ñ¯À�¾�Ü?¿jÄ�À�¾�Å�â Ç Þ À+á�Ä�¿�Å�Á À)Å�Ä�Ç�ÈjÉ�Ç�ÁØÇ�È�Ù�¾ Û Ä�¿jÄ�À ÞGß ¿jÁ Ï ¿�Â Û ÈjÇ�Ç ÞGß¯Û ÈjÜ�Â Á Ã�Á Û¿jÁ Á�Â Û È�Â ¿�Â Û Ê Ë©ä`Ä ß Ã�¾	Ù�Å�Ä�á�Ç Þ Àì¿jÁ Ï ¿�Â Û ÈjÇ�Ç Þ Àîá�Ä�¿�Å�¾�À
λi (i = 1, k) � Â Á É)À�¾	Â Ã�Ä�Í ÞRÚ Â Á Û ¿jÈ Õ Ð�¾ÀhÁ�ã;Ç�Á Û Þ Ï Ã�¾	Â â p

Å�Ä�Ç�ÈjÉ�Ç�Á¯Ç�È�Ù�¾ Û Ä�¿jÄ�À ÞGßWÛ È�ä`Èj¿�Â Û ÈjÇ�Ç ÞGß�Û ÈjÜ�Â Á Ã�Á Û C1, . . . , Cp Ú Ñ Û Å�Ñ�Ë©ä`Ä ß ¿�Ñ¿�Â Á	Å�Ï Í�¾�ÀhÄ`À�¾	Â Ã�Ä�Í Þ C
Â	¾�Ü Ú á�Â Á%Ã�¾�Ç Õ À�¾	Â Ã�Ä�Í Þ V T = [CT , AT CT , . . . , (An−1)T CT ]

Ï Þ Å6Ã�¾ Û ÈjÇ
n
Ó  ¿�Å�Ä'ã�ÈRÃ�¾�Ç Õ À�¾	Â Ã�Ä�Í Þ C

ÀhÈjÇ�â ! È
p Ú Â Á¯¿jÄ�¿�Â ÈjÀ�¾ Ò � Ók��Ô Ç�ÈRÑ Û Å�Ñ�È�Â ¿�Ñ�Ç�¾�Ï	Å�Ë�Ð�¾�ÈjÀhÁ É Ó
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 � ö � ÷Rò�üµú�ý ��� A þjô�õ � ò � ò �
ö�ü þñö � ôØ÷Rý � ý ÷Rò ��	 ��� ÷Ì÷ � ô � ô 
 � ö � ô�÷ � ü6ô6þ�ý�þ�ü6ö�÷Rò\Ò � Ók��Ô ÷Pô � ö�ü � � ü 	 þ � ö � ò � ò � ò ������� ò ö �
÷Pô�ÿåþ � ô�÷Pô � 	 � þ�û�ò � � ú � ô�ÿ\þ�ý�þ�ü6ö�÷ � � ò ������� ö � ý � �
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� Ó � Ê Ï Á Û � Ó K Ó Ú � Ä�Ü�Ê ¿�¾�Ã K Ó K Ó Ú � Ê Ï Á Û 
 Ó K Ó � Â Ã�Ê Ü�Â�Ê Ã�Ç�¾	Ñ+ÀhÄ�Ç�Ä�ÀhÄ�Ù�¾�Í�Ä�Ñ)¿jÄ�¿�Â ÈjÀîÊ × Ã�¾ Û	ÖÅ�ÈjÇ�Ä�Ñ ��� S Ã Ó � � � ½ ��
 Ó � Ä�Ç�¾�ÀhÄ�Ü ¾ñÇ�ÈjÁjÐ�Ç�Á Ã�ÁjÐ�Ç ÞGß ¿jÄ�¿�Â ÈjÀ Ó S Ó � � Ò P Ô�Ó M Ó ��� Ù�Ð Ö£Û Á ��� � ÚP<Q6Q � Ó � Ó ��� Ö ��� Ó
P Ó � Ê Ï Á Û � Ó K Ó Ú � Ê Ï Á Û 
 Ó K Ó S ÈjÁ Ã�Ä�Ñ'Ê ¿�Â Á É�á�Ä Û Á ¿�Â Ä)Ä × Ã�Ä�ÀhÈjÇ�ÈjÇ�Ä�ÈñÜ'Ù�¾�Ð�¾�á�¾�Àêá�Ä�¿�Å�ÈjÇ�Ç�Á Õ Á¾�Ç�¾�Å�Ä�Ù�¾ Ó � á Ó × Á ¿ Ó � àRÏ Ó ��� Ù�Ð Ö£Û Á 
 ����� Ä�ÀhÄ�Ä � àRÏ  � Ú P<Q � Q Ú Ö � Q P ¿ Ó
� Ó ! Å�Ä�¿�Â	¾�Ç�Á Û ¾ � Ó � Ó Ú � Ê Ï Á Û � Ó K Ó Ú � Ê Ï Á Û 
 Ó K Ó Ú � È Û ÈjÃ�Í�È Û 
 Ó � Ó � Á Ç�¿�Â Ã�Ê Ü�Â Ä Û Ç Þ ÈµÀhÈ�Â ÁjÐ ÞÂ ÈjÁ Ã�Ä�Ä;Ê ¿�Â Á É�á�Ä Û Á ¿�Â Ä'Ä;Ä ß;× Ã�Ä�ÀhÈjÇ�ÈjÇ�Ä�ÈRÜ¯Ù�¾�Ð�¾�á�¾�À á�Ä�¿�Å�ÈjÇ�Ç�Á Õ Á6¾�Ç�¾�Å�Ä�Ù�¾ Ó � á Ó × Á ¿ Ó � àRÏ Ó �� Ù�Ð Ö£Û Á 
 ����� Ä�ÀhÄ�Ä � àRÏ  � Ú P<Q6Q P Ú � � R ¿ Ó
� Ó M Ê?Â�Å�Ê N Ó K Ó N ¿jÇ�Á Û Þ Ê × Ã�¾ Û Å�ÈjÇ�Ä�Ñ3Ð Û Ä�ã�ÈjÇ�Ä�ÈjÀ Ó Ò � ¿j¿�Å�È�Ð�Á Û ¾�Ç�Ä�ÈPÃ�¾ Û Ç�Á ÀhÈjÃ�Ç�Á ÉWÊ ¿�Â Á É�á�Ä Ö

Û Á ¿�Â Ä × Á � Ñ × Ê Ç�Á Û Ê Ô � á Ó × Á ¿ Ó � àRÏ Ó Ú P<Q6Q � Ó R P ¿ Ó
" Ó � Ê Ï Á Û � Ó K Ó � Â	¾�Ï Ä Å�Ä�Ù�¾�Í�Ä�Ñ+Ä)Ê × Ã�¾ Û Å�ÈjÇ�Ä�È Û Ð�Ä�Ç�¾�ÀhÄ�á�Èj¿jÜ�Ä ß ¿jÄ�¿�Â ÈjÀ�¾ ß Ó � á Ó × Á ¿ Ó � àRÏ Ó �� àRÏ  � Ú P<Q6Q � Ú � � P ¿ Ó
# Ó � Ê Ï Á Û � Ó K Ó Ú � Å�Ä?Ð�Ã�Ä�¿j¿jÄ M Ó � Ó ½�¾�¿já�È�Â Ä ¿�Â	¾�Ï Ä Å�Ä�Ù�¾�Í�Ä�Ñ × Ã�Á Õ Ã�¾�ÀhÀhÇ ÞGß Â Ã�¾�ÈjÜ�Â Á Ã�Ä�É

ÀhÈ ß ¾�Ç�Ä�á�Èj¿jÜ�Ä ß ¿jÄ�¿�Â ÈjÀ Ó � á Ó × Á ¿ Ó � àRÏ Ó � � àRÏ  � Ú P<Q6Q $ Ú # $ ¿ Ó
% ò�ü�ò � ô�þ�ü � � � ö � ý � &�' � (�) � &�(�(�*
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:�;=<?>?@BADCE> � F ; D-C A GDH 1BD I(J 1 J A ; G 1BD K�I,KLI(JMH ? I ; N ; : I,H DE4�1 J A ; G A I D HOI ; C 4 HOPQJMRDH�J 1 I,S ; NTPLHVUWG A J A ; G ?LA G A ? 82?
G 82? : H D ; N'HVX A JYI § 1 J�Z�R A [YR\HVX 1B?LA GDH1I,KLI(JMH ? ; GDH1[ 1 G A I ?�1 S�H4[ ; ? ] C HVJMH C K A I ; : I,H DE4 HOP ° ^�RDH4J 1 I,SLI C A S�H
I ; D J ; N_JMH?G A I�I,] DEA GD` : Ka[ D H 1 J A ; G ; N=I,KLI(JMH ? I ; N ; : I,H DE4�1 J A ; G °
b�cedgfih @BjT< ¼ 4 HO[kJ ; D ; N ; : I,H DE4�1 J A ; G § D 1 GDS ; N ?�1 J DEA X § ?�1 J DEA X § ] ; C KlG ; ?LA 1BC § ] A C C 1BD § ; Z�GaG 82? : H D °

monqp=nqr�nqs�t�nqu

v ° w 82:<;�4 x ° y ° § z A [ 8 I 1BD y ° y ° § w 82:<;�4 { ° y ° ^�RDH4I(J DE8 [kJ 82D H ?LA G A ?LA 7 1 J A ; G ; N=I,KLI(JMH ? [ ; GeJ DE; C ° |�|1} ; D SLI�~,�Lx
� x�{ ° z�KlG 1B?LA [?I ; NTG ; N 1B?LA C K�I,KLI(JMH ? I ° ^ ° ��� v��,� ° � ° �L� ° �6��~ § �E���l� ° � ° �E� ® �e� °

� ° w 82:<;�4 x ° y ° § w 82:<;�4 { ° y ° ^�RDH�JMRDH ; D K ; N6I(J 1B:2A C A J(K 1 GWP 1 ]D] C A [ 1 J A ; G : K�J 1 I,SLIqG 82? : H D 1 G 1BC KLI A I ° ^�RDH�IM[YR ; ; C:<; ; S ° �l� : ° �W� 82:2C A I,RDHOP\{�~,~ ; N���RDH ?LA I(J D K��l� : ��� § �E���e� § v�vO� ] °
� ° � C A I(J 1 G ;�4�1 � ° z ° § w 82:<;�4 ~ ° y ° § �=H § �,Po{ ° y ° § �lH 4 H D [YRDH 4 { ° x ° � ; GWI(J DE8 [kJ A 4 H ? HVJMR ; PDI ; N'JMRDH ; D K�I(J 1B:2A C A J A HOI1 GWP�JMRDH?K 1 ]D] C A [ 1 J A ; GgN ; D J 1 I,SLI�G 82? : H D 1 G 1BC KLI A I ° ^�RDH�IM[YR ; ; C5:<; ; S ° �l� : ° ��� 82:2C A I,RDHOP�{�~,~ ; N1��RDH ?LA I(J D K
�l� : ��� § �E���e� § v�vO� ] °

� ° � 8 J C 8 � ° y ° ^�RDH :>1 I A I ; N�[ ; GeJ DE; C JMRDH ?L; J A ; G���~�G 4 HOI(J A ` 1 J A ; G D H?` 82C 1BD I(J 1B:2A J(K ; G�� 1 ] 8 G ;�4 � ^�RDH�I,R ; ; C2:<; ; S °
�l� : ° § �E���l� ° �e� ] °

� ° w 82:<;�4 x ° y ° �eJ 1B:2A C A 7 1 J A ; G 1 GWP�[ ; GeJ DE; C<A G�PLKlG 1B?LA [ 1BC I,KLI(JMH ? I ° ^�RDH�IM[YR ; ; C<:<; ; S ° �l� : ° �D�l� : ��� § �E���l� § v � �
] °

  ° w 82:<;�4 x ° y ° § x C A P DEA IMI,K¡� ° x ° ^�RDH\[ 1BC [ 82C 1 J A ; G 1 GWP�I(J 1B:2A C A 7 1 J A ; G ; N�] DE; ` D 1B? J D 1 �(HO[kJ ; D K ; N ? HO[YR 1 G A [ 1BC
I,KLI(JMH ? ° ^�RDH1IM[YR ; ; C6:<; ; S ° �l� : ° �¢�l� : ��� § �E����£ §  �£ ] °

¤ x�IMI A I(J 1 GeJ ; N¥N 1 [ 82C J(K¦x�]D] C A HOP§� 1 JMRDH ?�1 J A [?I ® � DE; [VHOIMI
� ; GeJ DE; C �l� : ��� § � 1BA GeJ ® �=HVJMH D I :282D `¨�eJ 1 JMH
��G A 4 H D I A J(K § � 1BA GeJ ® �=HVJMH D I :282D ` 0 123546357982:<;�4>=@?�1BA C ° DE8 °
© x�IMI ; [ A 1 JMH%] DE; N�HOIMI ; D ; NªN 1 [ 82C J(K�x�]D] C A HOP«� 1 JMRDH ?�1 J A [?I ® � DE; [VHOIMIo� ; GeJ DE; C �l� : ��� § � 1BA GeJ ® �=HVJMH D I :282D `¬�eJ 1 JMH

��G A 4 H D I A J(K § � 1BA GeJ ® �=HVJMH D I :282D ` 0 123546357982:<;�4>=@?�1BA C ° DE8 °
­ � DE; N�HOIMI ; D ; N¥N 1 [ 82C J(K¦x�]D] C A HOP®� 1 JMRDH ?�1 J A [?I ® � DE; [VHOIMI
� ; GeJ DE; C �l� : ��� § � 1BA GeJ ® �=HVJMH D I :282D `¨�eJ 1 JMH

��G A 4 H D I A J(K § � 1BA GeJ ® �=HVJMH D I :282D ` 0 123546357982:<;�4>=@?�1BA C ° DE8 °
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