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ÅÇÆ È�ÉÇÊ1ËHÊ�ÌºÍFÊ
Î~Ï�Ð�Ñ�Ò�ÏÔÓ�Ñ�Õ$Ö�×!Ø�Ù$Ú(ÏÜÛ�Õ$Õ�Ý1Ù�Þ�Ñ�Ö#Ï�Ú�Û�ßàÞ�Û�Ú(Ï�á�Û�â�Ù$Õ$ã<Ñ�äæå�Õ%Ò�Ñ�ä�â�Û�Ö�Ñ�Õ%Ò�Ûçå�Ó�è!å�é$Û�êæÓ�Ý�Ï�Õ%Ò�Û�Ú�ë+Ú(Ï�ê#Ñ$Þ1×�ì
Ø�Û�ê#Õ'×íÖ�ÑfÖ�î>Ï�Û�á�Ñ$Þ�Ù$ä�Õ%Ò�Ö�Û�ÛÔÕ,Ó�Ñ�Ò�Ñ�ã<Ñ�áïÛ<Þ�Ù�Ï�Ý1ð�Ú�Ñ�é$Ñaé�Ï�î>Ï!ñzò3è�Ù�Þ�Ó�Ñ�Ý�Ï�é�Ï�Ù%Ò�Õ'×íÕ$Ö�Ù$è�ê�î�Ö�å�ã<Ñ�Ö�Ñ�äíè�Ù�ì
ó Û�áôÑ�Ð�Ò�Ù$ã�Ï�Ú�Û!×�ñò3è�Û�Ú!×!Ò�õSÙXÖ�è(Ï�Ð�Ñ�Ò�ÙfÑ�Ó�è�Ù�Þ�Ù�Ý1Ù$Ú�Û!×öå�Õ%Ò�Ñ�ä�â�Û�Ö�Ñ�Õ%Ò�Û÷å�Ó�è!å�é$Ñ�é$ÑÜÒ�Ù�Ý�ÏÜÕ$Ñ�Ñ�Ò�Ö�Ù%Ò�Õ%Ò�Ö�å�ß½Ò�ã<Ñ�Ú�ø�Ù$Ó�ì
ø�Û�Û8å�Õ%Ò�Ñ�ä�â�Û�Ö�Ñ�Õ%Ò�Û8Þ�Û�Ú(Ï�á�Û�â�Ù$Õ$ã�Û�êpÕ$Û�Õ%Ò�Ù$á�Ó�ÑMù.×�Ó!å�Ú�Ñ�Ö�å�ñ�úfÙ�ê<Ï�Ú�Û�â�Ù$Õ$ã<Ñ�Ù3Ó�Ñ�Ö�Ù�Þ�Ù$Ú�Û�ÙFáÇÏ�Ò�Ù$è�Û(Ï�Ý�Ï
Ó�Ý�Ï�Õ%Ò�Û�ÚfÑ�Ó�Û�Õ$õSÖ#Ï�Ù%Ò�Õ'×fÚ�Ù�Ý1Û�Ú�Ù$ä�Ú�õSá�Ûaá�Ñ$Þ�Ù�Ý(×�á�Ûpå�Ó�è!å�é$Ñ�é$Ñ�Ò�Ù�Ý�Ï!ñ�ûºü$è�Ñ�é$Û<Þ�è�Ñ$Þ�Û�Ú(Ï�á�Û�â�Ù$Õ$ã�Ï�×aÚ(Ï�ì
é$è!å<î�ã�Ï,Ñ�Ó�è�Ù�Þ�Ù�Ý(×�Ù%Ò�Õ'×XÛ!îMÏ�Õ$Û�á�Ó!Ò�Ñ�Ò�Û�â�Ù$Õ$ã�Û�êaå�è(Ï�Ö�Ú�Ù$Ú�Û�äXÏ�ü$è�Ñ�é$Û<Þ�è�Ñ�á�Ù�ê<Ï�Ú�Û�ã�Û�ñ
ý3Õ$Õ�Ý1Ù�Þ�Ñ�Ö#Ï�Ú�Û�ÙJå�Õ%Ò�Ñ�ä�â�Û�Ö�Ñ�Õ%Ò�ÛæÓ�è�Ñ�Ö�Ñ$Þ�Û!Ò�Õ'×öÚ(ÏþÑ�Õ$Ú�Ñ�Ö�ÙJÓ�Ñ�Õ%Ò�è�Ñ�Ù$Ú�Û!×öÓ�Ñ�Ý1Ñ ó Û!Ò�Ù�Ý1ð�Ú�Ñ�Ñ�Ó�è�Ù�Þ�Ù�ìÝ1Ù$Ú�Ú�õ+êMÿ3å�Ú�ã�ø�Û�Ñ�Ú(Ï�Ý1Ñ�Ö�ë>Õ$Ñ�Ñ�Ò�Ö�Ù%Ò�Õ%Ò�Ö�å�ß½Ø�Û�ê&á�Ñ$Þ�Ù�Ý1ð�Ú�õSá�Û�Ú!Ò�Ù$é$è�Ñ�ì Þ�Û�ÿ.ÿ.Ù$è�Ù$Ú�ø�Û(Ï�Ý1ð�Ú�õSá å�è(Ï�Ö�Ú�Ù�ì

Ú�Û!×�áöÖ�â(Ï�Õ%Ò�Ú�õ+êaÓ�è�Ñ�Û!î�Ö�Ñ$Þ�Ú�õ+ê�ñ�ò3Ñ�Ý(å�â�Ù$Ú�Ú�õSÙ.å�Õ�Ý1Ñ�Ö�Û!×Jå�Õ%Ò�Ñ�ä�â�Û�Ö�Ñ�Õ%Ò�ÛfÞ�Ö�Û ó Ù$Ú�Û!×Jå�Ó�è!å�é$Û�êfü�Ý1Ù�ìá�Ù$Ú!Ò�Ñ�Ö.Ú(Ï�Ý�Ï�é�Ï�ß½ÒHÑ�é$è(Ï�Ú�Û�â�Ù$Ú�Û!×,Ú(Ï3Õ$ã<Ñ�è�Ñ�Õ%Ò�ðHÓ�Ñ�Ò�Ñ�ã�Ï!ë�î�Ú(Ï>â�Ù$Ú�Û!×,Õ ó Û�áÇÏ�ß½Ø�Û�ê � è(Ï�Õ%Ò>×�é$Û�Ö#Ï�ß½Ø�Û�ê �å�Õ$Û�Ý1Û�ä�ë ó Ù$Õ%Ò�ã<Ñ�Õ%Ò�ðpÓ�Ý�Ï�Õ%Ò�Û�ÚXÛfÑ�Õ$Ú�Ñ�Ö#Ï�Ú�Û�ä�ë1ã<Ñ�ü$ÿ.ÿ.Û�ø�Û�Ù$Ú!Ò�õ Þ�Ù$á�Ó�ÿ.Û�è�Ñ�Ö#Ï�Ú�Û!×�ë�Ï&Ò�Ï�ã ó ÙFÞ�è!å�é$Û�ÙÓ(Ï�è(Ï�á�Ù%Ò�è�õ á�Ù�ê<Ï�Ú�Û�â�Ù$Õ$ã�Û�êÜÕ$Û�Õ%Ò�Ù$áSñzò3è�ÛaÞ�Ñ�î�Ö�å�ã<Ñ�Ö�Ñ�á Ñ�Ð�Ò�Ù$ã�Ï�Ú�Û�ÛÜÓ�Ý�Ï�Õ%Ò�Û�Ú�Ûþã<Ñ�Ú�Õ%Ò�è!å�ã�ø�Û�äÔÛ�Õ�ì
Õ�Ý1Ù�Þ�Ñ�Ö#Ï�Ú�Û�ÙFÞ�Û�Ú(Ï�á�Û�â�Ù$Õ$ã<Ñ�äfå�Õ%Ò�Ñ�ä�â�Û�Ö�Ñ�Õ%Ò�ÛXè(Ï�Ú�Ù$ÙHÐ�õ+Ý1ÛfÓ�è�Ñ�Ö�Ù�Þ�Ù$Ú�õ Ö�è(Ï�Ð�Ñ�Ò�Ï�ê ����� ë � �	� ñ
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Î~Ï�Õ$Õ$á�Ñ�Ò�è�Û�á á�Ñ$Þ�Ù�Ý1ð�Ú�Ñ�Ù å�è(Ï�Ö�Ú�Ù$Ú�Û�Ù�ë Ñ�Ó�Û�Õ$õSÖ#Ï�ß½Ø�Ù$Ù Ó�Ñ�Ó�Ù$è�Ù$â�Ú�õSÙ ã<Ñ�Ý1Ù$Ð#Ï�Ú�Û!× å�Ó�è!å�é$Ñ�ä
Ó�Ý�Ï�Õ%Ò�Û�Ú�õ+ì�Ó�Ñ�Ý1Ñ�Õ$õïÓ�è�ÛfÑ�Ð�Ò�Ù$ã�Ï�Ú�Û�ÛaÙ$Ù.Õ$Ö�Ù$è�ê�î�Ö�å�ã<Ñ�Ö�õSáæÓ�Ñ�Ò�Ñ�ã<Ñ�áöé�Ï�î>Ï � è�Û�Õ�ñ � ñ �	���

Mẅ +









Dw′′

√

√

√

√

(

1 + w′2

)3









′′

+ β2ẇ
′′′′ − ϑẅ′′ +N(t)w′′ + β1ẇ + β0w = −α (ẇ + V w′) ,

x ∈ (0, l).

� � ñ �	�

� Þ�Ù$Õ$ð
w(x, t)

ì�Ó�è�Ñ�é$Û�ÐºÓ�Ý�Ï�Õ%Ò�Û�Ú�õ �
x
ì�Ó�è�Ñ$Þ�Ñ�Ý1ð�Ú(Ï�×Hã<Ñ�Ñ�è�Þ�Û�Ú(Ï�Ò�Ï!ë

t
ì�Ö�è�Ù$áw× �

M
ë
D
ì�Ó�Ñ�é$Ñ�Ú�ì

Ú(Ï�×fáÇÏ�Õ$Õ�Ï�ÛfÛ!î�é$Û�Ð�Ú(Ï�× ó Ù$Õ%Ò�ã<Ñ�Õ%Ò�ð^Ó�Ý�Ï�Õ%Ò�Û�Ú�õ � β2

ë
β1

ìZã<Ñ�ü$ÿ.ÿ.Û�ø�Û�Ù$Ú!Ò�õCÖ�Ú!å<Ò�è�Ù$Ú�Ú�Ù$é$Ñ � á�Ñ$Þ�Ù�Ý1ð
 "! �%¯�����£^ª>«%­w��§�¥�� #%$ ���/¦+«�¢X¶(«�£��¨¶(«�£�¡�ª>« & ³ ' ��°�¢����% $�/ª�¡�¤a©��$�/��§�«�¥��/£� %�������
¤X£��/¬>��¡����¨�/ª�¡�¤X����¡� %��¥��/¡�£���£'³

' ��°�¢����% $�/ª<·
( �w¥��$­w�¨���/�%¥<³�²¨«� �·!ª>«%­w��§�¥��%¤ #%$ ���/¦+«�¢�¶(«�£��¨¶(«�£�¡�ª>« & ³ ' ��°�¢����% $�/ª�¡�¤�©��$�/��§�«�¥��/£� %�������
¤�£��/¬>��¡����¨�/ª�¡�¤,����¡>® %��¥��/¡�£���£'³ ' ��°�¢����% $�/ª<Ã )+*-, .0/21"3%)5476	,2198:6 · ;:6 ·
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� Ñ�ä�ê�Ò�Ï � ÛæÖ�Ú�Ù � Ú�Ù$é$ÑÔÞ�Ù$á�Ó�ÿ.Û�è�Ñ�Ö#Ï�Ú�Û!× � áÇÏ�Ò�Ù$è�Û(Ï�Ý�ÏíÓ�Ý�Ï�Õ%Ò�Û�Ú�õ ÛæÑ�Õ$Ú�Ñ�Ö#Ï�Ú�Û!× ���
ϑ
ì&ã<Ñ�ü$ÿ.ÿ.Û�ì

ø�Û�Ù$Ú!Ò�ë
å�â�Û!Ò�õSÖ#Ï�ß½Ø�Û�äÔÛ�Ú�Ù$è�ø�Û�ß Ö�è(Ï�Ø�Ù$Ú�Û!× �
N
ì½Õ ó Û�áÇÏ�ß½Ø�Ù$Ù �

N > 0
� Û�Ý1Û�è(Ï�Õ%Ò>×�é$Û�Ö#Ï�ß½Ø�Ù$Ù

�
N < 0

� Ó�è�Ñ$Þ�Ñ�Ý1ð�Ú�Ñ�Ùpå�Õ$Û�Ý1Û�Ù �
β0

ìHã<Ñ�ü$ÿ.ÿ.Û�ø�Û�Ù$Ú!Ò ó Ù$Õ%Ò�ã<Ñ�Õ%Ò�ÛæÑ�Õ$Ú�Ñ�Ö#Ï�Ú�Û!× � á�Ñ$Þ�Ù�Ý1ð > Û�Ú�ã�Ý1Ù�ì
è(Ï ���

α = α0ρ0a0 = const > 0
ë�é�Þ�Ù

ρ0, a0

ì�Ó�Ý1Ñ�Ò�Ú�Ñ�Õ%Ò�ðaé�Ï�î>ÏJÛþÕ$ã<Ñ�è�Ñ�Õ%Ò�ðJî�Ö�å�ã�ÏJÖJÑ$Þ�Ú�Ñ�è�Ñ$Þ�Ú�Ñ�á
Ú�Ù$Ö�Ñ�î�áwå<Ø�Ù$Ú�Ú�Ñ�á Ó�Ñ�Ò�Ñ�ã<Ù �

α0 = 1
Ó�è�ÛôÑ$Þ�Ú�Ñ�Õ%Ò�Ñ�è�Ñ�Ú�Ú�Ù$á Ñ�Ð�Ò�Ù$ã�Ï�Ú�Û�Û�ë

α0 = 2
Ó�è�ÛÔÞ�Ö�å�Õ%Ò�Ñ�è�Ñ�Ú�ì

Ú�Ù$áçÑ�Ð�Ò�Ù$ã�Ï�Ú�Û�Û ���
V
ì`Õ$ã<Ñ�è�Ñ�Õ%Ò�ðJÚ(Ï�Ð�Ù$é�Ï�ß½Ø�Ù$é$ÑJÑ$Þ�Ú�Ñ�è�Ñ$Þ�Ú�Ñ�é$ÑpÓ�Ñ�Ò�Ñ�ã�Ï �

V = const > 0
��� � Ò�è�Û�ê

Ñ�Ð�Ñ�î�Ú(Ï>â(Ï�Ù%Ò,Ó�è�Ñ�Û!î�Ö�Ñ$Þ�Ú!å�ß Ó�Ñ,ã<Ñ�Ñ�è�Þ�Û�Ú(Ï�Ò�Ù
x
ë!Ò�Ñ�â�ã�Ï&ìZÓ�è�Ñ�Û!î�Ö�Ñ$Þ�Ú!å�ß Ó�Ñ�Ö�è�Ù$á�Ù$Ú�Û

t
ñ

	 ¡F�w���F�`ª 
 u ���
�������
������������! ���"#�$�� �%���
�&$��'����(%�&$)�
�&$*+���-,�./�+���� ������
%�0���
�1�2+0�&$�$��0�34�5)��������$���6*��!27�

ûºü$è�Ñ$Þ�Û�Ú(Ï�á�Û�â�Ù$Õ$ã�Ï�×ÔÚ(Ï�é$è!å<î�ã�ÏJÑ�Ó�è�Ù�Þ�Ù�Ý(×�Ù%Ò�Õ'×ÔÖ�õSè(Ï ó Ù$Ú�Û�Ù$á F = α (ẇ + V w′)
ë
Õ$Ó�è(Ï�Ö�Ù�Þ(Ý1Û�ì

Ö�õSá Ó�è�ÛöÞ�Ñ�Õ%Ò�Ï�Ò�Ñ�â�Ú�ÑôÐ�Ñ�Ý1ð � Û�êæÕ$ã<Ñ�è�Ñ�Õ%Ò>×�ê Õ$Ö�Ù$è�ê�î�Ö�å�ã<Ñ�Ö�Ñ�é$ÑöÓ�Ñ�Ò�Ñ�ã�Ï
V
ñ > õSè(Ï ó Ù$Ú�Û�ÙfÞ(Ý(× FÓ�Ñ�Ý(å�â�Ù$Ú�Ñ�ÕFÓ�Ñ�á�Ñ�Ø�ð�ß è�Ù � Ù$Ú�Û!×fÕ$Ñ�Ñ�Ò�Ö�Ù%Ò�Õ%Ò�Ö�å�ß½Ø�Ù$äfÝ1Û�Ú�Ù$ä�Ú�Ñ�äJÚ�Ù$Õ%Ò�Ï�ø�Û�Ñ�Ú(Ï�è�Ú�Ñ�äaÏ�ü$è�Ñ$Þ�Û�Ú(Ï�á�Û�â�Ù�ì

Õ$ã<Ñ�äaî>Ï>Þ�Ï>â�Û Ú(Ï,Ñ�Õ$Ú�Ñ�Ö�ÙMÓ�è�Ù$Ñ�Ð�è(Ï�î�Ñ�Ö#Ï�Ú�Û!×aùMÏ�Ó�Ý�Ï�Õ�Ï,ÛXÓ�Ñ�Õ�Ý1Ù�Þ1å�ß½Ø�Ù$é$ÑfÛ�Õ$ã�Ý1ßºâ�Ù$Ú�Û!× Ó�Ñ�Ò�Ù$Ú�ø�Û(Ï�Ý�Ï
Õ$ã<Ñ�è�Ñ�Õ%Ò�Û � â!Ò�Ñ,Õ$Ñ�é¨Ý�Ï�Õ%å�Ù%Ò�Õ'× Õ.é$Û�Ó�Ñ�Ò�Ù%î�Ñ�äaÓ�Ý1Ñ�Õ$ã�Û�êfÕ$Ù$â�Ù$Ú�Û�äXýºÝ1ð�ß � Û�Ú(Ï,ûMñ ûMñ � ñ
ýFî�é$Û�Ð#Ï�ß½Ø�Û�äÜá�Ñ�á�Ù$Ú!Ò

Mx

Û�Ó�Ù$è�Ù$è�Ù%î�õSÖ#Ï�ß½Ø&Ï�×ÜÕ$Û�Ý�Ï
Qx

Öpå�ã�Ï�î>Ï�Ú�Ú�Ñ�äÜá�Ñ$Þ�Ù�Ý1Û�Ñ�Ó�è�Ù�Þ�Ù�Ý(×�ì
ß½Ò�Õ'×aÖ�õSè(Ï ó Ù$Ú�Û!×�á�Û

Mx =
Dw′′

√

(

1 + w′2
)

3

+ β2ẇ
′′, Qx = ϑẅ′ −





Dw′′

√

(

1 + w′2
)

3

+ β2ẇ
′′





′

.
� � ñ �B�

> Ö�Ù�Þ�Ù$áöÖ,è(Ï�Õ$Õ$á�Ñ�Ò�è�Ù$Ú�Û�ÙHÿ3å�Ú�ã�ø�Û�Ñ�Ú(Ï�Ý

Φ(t)=
1

2

l
∫

0

{

Mẇ2+2Mθwẇ + (β0+ β1θ+αθ)w
2+ β2θw

′′2+ ϑẇ ′ 2+ 2ϑθw′ẇ′−Nw′2

}

dx,
� � ñ 4 �

é�Þ�Ù
θ > 0

ìZÚ�Ù$ã<Ñ�Ò�Ñ�è�õSäXÓ�Ñ�Ý1Ñ ó Û!Ò�Ù�Ý1ð�Ú�õSäaÓ�Ñ�Õ%Ò�Ñ>×�Ú�Ú�õSäaÓ(Ï�è(Ï�á�Ù%Ò�è�ñòFå�Õ%Ò�ð ã<Ñ�Ú�ø�õ:Ó�Ý�Ï�Õ%Ò�Û�Ú�õ:î>Ï�ã�è�Ù$Ó�Ý1Ù$Ú�õ ó Ù$Õ%Ò�ã<Ñ Û�Ý1Û � Ï�è�Ú�Û�è�Ú�Ñ�ë�Ò�Ñ�é�Þ�ÏXé$è(Ï�Ú�Û�â�Ú�õSÙ^å�Õ�Ý1Ñ�Ö�Û!×Þ(Ý(×
w(x, t)

Û�á�Ù$ß½Ò8Ö�Û<Þ

1) w(x, t) = w′(x, t) = 0, 2) w(x, t) = w′′(x, t) = 0; x = 0
Û�Ý1Û

x = l.
� � ñ 8 �

> Õ�Ý(å�â(Ï�Ù � Ï�è�Ú�Û�è�Ú�Ñ�é$Ñ½î>Ï�ã�è�Ù$Ó�Ý1Ù$Ú�Û!×&ã<Ñ�Ú�ø(Ï½Ó�Ý�Ï�Õ%Ò�Û�Ú�õíÛ!î�é$Û�Ð#Ï�ß½Ø�Û�ä&á�Ñ�á�Ù$Ú!Ò�ë�Ñ�Ó�è�Ù�Þ�Ù�Ý(×�Ù$á�õSä
Ó�Ñ�ÿ.Ñ�è�áwå>Ý1Ù � � ñ �B� ë�è(Ï�Ö�Ù$ÚfÚ!å>Ý1ß �

Mx = 0
ñ

ò3è�Ñ�Ö�Ù�Þ�Ù$á Ñ�ø�Ù$Ú�ã�ÛÔÞ(Ý(×�ÿ3å�Ú�ã�ø�Û�Ñ�Ú(Ï�Ý�Ï � � ñ 4 � Û�Ù$é$Ñ�Ó�è�Ñ�Û!î�Ö�Ñ$Þ�Ú�Ñ�ä�ë�Û�Õ$Ó�Ñ�Ý1ð�î$å�×ôÚ�Ù$è(Ï�Ö�Ù$Ú�Õ%Ò�Ö#Ï!ë
Õ$Ó�è(Ï�Ö�Ù�Þ(Ý1Û�Ö�õSÙHÓ�è�ÛJå�Õ�Ý1Ñ�Ö�Û!×�ê � � ñ 8 �%�

l
∫

0

w′′2(x, t)dx ≥ λ1

l
∫

0

w′2(x, t)dx,
l
∫

0

ẇ ′′ 2 (x, t)dx ≥ λ1

l
∫

0

ẇ ′ 2 (x, t)dx,
l
∫

0

ẇ ′′ 2 (x, t)dx ≥

≥ µ1

l
∫

0

ẇ 2 (x, t)dx, w2(x, t) ≤ l
l
∫

0

w′ 2 (x, t)dx,
l
∫

0

w′ 2 (x, t)dx ≥ η1

l
∫

0

w2(x, t)dx,

� � ñ 5 �
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é�Þ�Ù
λ1, µ1, η1 �

Ú(Ï�Û�á�Ù$Ú�ð � Û�Ù½Õ$Ñ�Ð�Õ%Ò�Ö�Ù$Ú�Ú�õSÙ½î�Ú(Ï>â�Ù$Ú�Û!×8ã�è(Ï�Ù$Ö�õ+ê�î>Ï>Þ�Ï>â
ψ′′′′ = −λψ′′, ψ′′′′ = µψ,

ψ′′ = −ηψ
� 4 � Õ.é$è(Ï�Ú�Û�â�Ú�õSá�Ûfå�Õ�Ý1Ñ�Ö�Û!×�á�Û � � ñ 8 � ñ

� Ï�ä<Þ�Ù$áöÓ�è�Ñ�Û!î�Ö�Ñ$Þ�Ú!å�ß Ñ�Ò
Φ
Ó�Ñ

t
�

Φ̇(t) =

l
∫

0

{

Mẇẅ +Mθẇ2 +Mθwẅ + (β0 + β1θ + αθ)wẇ + β2θw
′′ẇ′′ + ϑẇ′ẅ′+

+ ϑθ ẇ′ 2 + ϑθw′ẅ′ −Nw′ẇ′ − 0, 5Ṅw′2

}

dx.

� Ý(×íÿ3å�Ú�ã�ø�Û�Û
w(x, t)

ëz×�Ö�Ý(×�ß½Ø�Ù$ä�Õ'×ôè�Ù � Ù$Ú�Û�Ù$á å�è(Ï�Ö�Ú�Ù$Ú�Û!× � � ñ �	� ë~ü%Ò�Ñþè(Ï�Ö�Ù$Ú�Õ%Ò�Ö�ÑþÓ�è�Û�á�Ù%Ò
Ö�Û<Þ

Φ̇(t) =

l
∫

0















−ẇ

















Dw′′

√

(

1 + w′2

)3









′′

+ β2ẇ
′′′′ − ϑẅ′′ +Nw′′ + β1ẇ + β0w + α (ẇ + V w′)









+

+Mθẇ2 − θw

















Dw′′

√

(

1 + w′2

)3









′′

+ β2ẇ
′′′′ − ϑẅ′′ +Nw′′ + β1ẇ + β0w + α (ẇ + V w′)









+

+ (β0 + β1θ + αθ)wẇ + β2θw
′′ẇ′′ + ϑẇ′ẅ′ + ϑθ ẇ′ 2 + ϑθw′ẅ′ −Nw′ẇ′ − 0, 5Ṅw′2

}

dx.
� � ñ � �

ò3è�Ñ�Ö�Ù�Þ�Ù$áöÛ�Ú!Ò�Ù$é$è�Û�è�Ñ�Ö#Ï�Ú�Û�ÙMÓ�Ñ,â(Ï�Õ%Ò>×�áöÕ3å�â�Ù%Ò�Ñ�áöå�Õ�Ý1Ñ�Ö�Û�ä � � ñ 8 �%�

l
∫

0

w









ϑẅ′′ −









Dw′′

√

(

1 + w′2

)3

+ β2ẇ
′′









′′








dx =

l
∫

0

wQ′

x
dx = wQx|

l

0
−

l
∫

0

w′Qxdx =

= −

l
∫

0

ϑw′ẅ′dx+

l
∫

0

w′M ′

x
dx = −

l
∫

0

ϑw′ẅ′dx+ w′Mx|
l

0
−

l
∫

0

w′′Mxdx =

= −

l
∫

0

ϑw′ẅ′dx−

l
∫

0

β2w
′′ẇ′′dx−

l
∫

0

Dw′′2

√

(

1 + w′2

)3

dx,
� � ñ � �

l
∫

0

ẇ









ϑẅ′′ −









Dw′′

√

(

1 + w′2

)3

+ β2ẇ
′′









′′








dx = −

l
∫

0









ϑẇ′ẅ′ + β2 ẇ
′′ 2 +

Dẇ′′w′′

√

(

1 + w′2

)3









dx,

l
∫

0

ww′dx =
w2

2

∣

∣

∣

∣

l

0

= 0,

l
∫

0

ẇw′′dx = −

l
∫

0

ẇ′w′dx,

l
∫

0

ww′′dx = −

l
∫

0

ẇ′
2

dx,

l
∫

0

ẇẇ′′′′dx =

l
∫

0

ẇ′′ 2 dx.
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� â�Û!Ò�õSÖ#Ï�×aü%Ò�Ûfè(Ï�Ö�Ù$Ú�Õ%Ò�Ö#Ï!ë1Û!î � � ñ � � Ó�Ñ�Ý(å�â�Û�á

Φ̇(t) = −

l
∫

0















Dθw′′2

√

(

1 + w′2

)3

+
Dẇ′′w′′

√

(

1 + w′2

)3

+ β2 ẇ
′′ 2 + (β1 + α−Mθ) ẇ2 + αV ẇw′−

� � ñ � �

−(Nθ + 0, 5Ṅ)w′2 + β0θw
2 − ϑθ ẇ′ 2

}

dx.

òFå�Õ%Ò�ð8Ö�õSÓ�Ñ�Ý1Ú!×�ß½Ò�Õ'×få�Õ�Ý1Ñ�Ö�Û!×

D > 0, β0 > 0, β1 > 0, β2 > 0, θ > 0.
� � ñ C �

D Ñ�é�Þ�Ï!ë!å�â�Û!Ò�õSÖ#Ï�×aÖ�Ò�Ñ�è�Ñ�Ù.Ú�Ù$è(Ï�Ö�Ù$Ú�Õ%Ò�Ö�Ñ � � ñ 5 � ë1Ï�Ò�Ï�ã ó ÙHÚ�Ù$è(Ï�Ö�Ù$Ú�Õ%Ò�Ö�Ñ

Dθw′′2

√

(

1 + w′2

)3

≥
Dθw′′2

(

1 + w′2

)

3
,

Û!î � � ñ � � Ó�Ñ�Ý(å�â�Û�á

Φ̇(t) = −

l
∫

0















Dθw′′2

(

1 + w′2

)3
+

Dẇ′′w′′

√

(

1 + w′2

)3

+ (β2 − λ−1

1
ϑθ) ẇ′′ 2 + (β1 + α−Mθ) ẇ2 + αV ẇw′−

−(Nθ + 0, 5Ṅ)w′2 + β0θw
2

}

dx.
� � ñ � @ �

Î~Ï�Õ$Õ$áÇÏ�Ò�è�Û�Ö#Ï�×,ã�Ö#Ï>Þ�è(Ï�Ò�Û�â�Ú�õSÙ½ÿ.Ñ�è�á�õôÑ�Ò�Ú�Ñ�Õ$Û!Ò�Ù�Ý1ð�Ú�Ñ w′′

√

(1 + w′2)3

, ẇ′′
Û
ẇ, w′

ë�Ó�Ñ�Ý(å�â�Û�áSë
Õ$Ñ�é¨Ý�Ï�Õ$Ú�Ñ,ã�è�Û!Ò�Ù$è�Û�ß = Û�Ý1ð�Ö�Ù$Õ%Ò�è(Ï!ë(å�Õ�Ý1Ñ�Ö�Û!×aÛ�êJÓ�Ñ�Ý1Ñ ó Û!Ò�Ù�Ý1ð�Ú�Ñ�äfÑ�Ó�è�Ù�Þ�Ù�Ý1Ù$Ú�Ú�Ñ�Õ%Ò�Û �

β2 − λ−1

1
ϑθ > 0, D ≤ 4θ

(

β2 − λ−1

1
ϑθ

)

, β1 + α−Mθ > 0,

Nθ + 0, 5Ṅ < 0, −4 (β1 + α−Mθ)
(

Nθ + 0, 5Ṅ
)

> α2V 2.

� � ñ �B�	�

= å�â�Ù%Ò�Ñ�á � � ñ �B�	� Ó�Ñ�Ý(å�â�Û�á
Φ̇ ≤ 0

ñ = Ý1Ù�Þ�Ñ�Ö#Ï�Ò�Ù�Ý1ð�Ú�Ñ�ë

Φ(t) ≤ Φ(0).
� � ñ �	�B�

? ø�Ù$Ú�Û�áöÿ3å�Ú�ã�ø�Û�Ñ�Ú(Ï�Ý � � ñ 4 � Õ�Ý1Ù�Þ1å�ß½Ø�Û�áæÑ�Ð�è(Ï�î�Ñ�á

Φ(t) ≥
1

2

l
∫

0

{

Mẇ2 + 2Mθwẇ + (β0 + β1θ + αθ)w2 +

[

λ1β2θ − sup
t

N − ϑθ2

]

w′2+

+ϑ (ẇ′ + θw′)
2

}

dx ≥
1

2

l
∫

0

Mẇ2 + 2Mθwẇ + (β0 + β1θ + αθ)w2+

< å�è�Ú(Ï�Ý =0> ú ? ñ �A@B@BC ñ D ñ �B� ë E �



���������
	���
��������������������������
���������! �"#�$�%"&���' (����������)+*,�
��-.-.�/������0��1"� (����)+*32$2$2 4 C

+ψ

[

λ1β2θ − sup
t

N − ϑθ2

]

w′2 + (1 − ψ)

[

λ1β2θ − sup
t

N − ϑθ2

]

w′2

}

dx ≥
� � ñ � 4 �

≥
1 − ψ

2l

[

λ1β2θ − sup
t

N − ϑθ2

]

w2 +
1

2

l
∫

0

{

Mẇ2 + 2Mθwẇ+

+

(

β0 + β1θ + αθ + ψη1

[

λ1β2θ − sup
t

N − ϑθ2

])

w2

}

dx,

é�Þ�Ù
ψ ∈ (0, 1)

ìZÚ�Ù$ã<Ñ�Ò�Ñ�è(Ï�×aÓ�Ñ�Õ%Ò�Ñ>×�Ú�Ú(Ï�×fÖ�Ù�Ý1Û�â�Û�Ú(Ï!ñ
ò3è�ÛfÖ�õSÖ�Ñ$Þ�Ù � � ñ � 4 � Ð�õ+Ý1Ñ�Õ�Þ�Ù�Ý�Ï�Ú�Ñ8Ó�è�Ù�Þ�Ó�Ñ�Ý1Ñ ó Ù$Ú�Û�Ù �

λ1β2θ − sup
t

N − ϑθ2 > 0.
� � ñ � 8 �

� Ö#Ï>Þ�è(Ï�Ò�Û�â�Ú(Ï�×fÿ.Ñ�è�áÇÏ&Ö � � ñ � 4 � Ð�å�Þ�Ù%Ò8Ó�Ñ�Ý1Ñ ó Û!Ò�Ù�Ý1ð�Ú�Ñ,Ñ�Ó�è�Ù�Þ�Ù�Ý1Ù$Ú�Ú�Ñ�äaÓ�è�ÛJå�Õ�Ý1Ñ�Ö�Û�Û

β0 + β1θ + αθ + ψη1

[

λ1β2θ − sup
t

N − ϑθ2

]

> Mθ2.
� � ñ � 5 �

� Õ�Ý1ÛaÖ�õSÓ�Ñ�Ý1Ú!×�Ù%Ò�Õ'×få�Õ�Ý1Ñ�Ö�Û�Ù
β0 + β1θ + αθ > Mθ2,

� � ñ � � �
Ò�Ñ,á�Ñ ó Ú�Ñ�Ó�Ñ�Ý1Ñ ó Û!Ò�ð ψ = 0

ë�Û�Ú(Ï>â�ÙHÓ�Ñ�Ý1Ñ ó Û�á

ψ =
Mθ2 − β0 − β1θ − αθ

η1

[

λ1β2θ − sup
t

N − ϑθ2

] ,

ÛJå�Õ�Ý1Ñ�Ö�Û�Ù � � ñ � 5 � î>Ï�Ó�Û � Ù%Ò�Õ'×XÖ,Ö�Û<Þ�Ù

β0 + β1θ + αθ < Mθ2,
Mθ2 − β0 − β1θ − αθ

η1

[

λ1β2θ − sup
t

N − ϑθ2

] ∈ (0, 1) .
� � ñ � � �

D Ñ�é�Þ�Ï&Ó�è�ÛfÖ�õSÓ�Ñ�Ý1Ú�Ù$Ú�Û�Ûfå�Õ�Ý1Ñ�Ö�Û!× � � ñ � � � Û�Ý1Û � � ñ � � � Ñ�ã<Ñ�Ú�â(Ï�Ò�Ù�Ý1ð�Ú�Ñ8Ó�Ñ�Ý(å�â�Û�á

Φ(t) ≥
(1 − ψ)

2l

[

λ1β2θ − sup
t

N − ϑθ2

]

w2(x, t).
� � ñ � � �

? ø�Ù$Ú�Û�á
Φ(0)

�

Φ(0)=
1

2

l
∫

0

{

Mẇ2

0
+ 2Mθw0ẇ0 + (β0+β1θ+αθ)w

2

0
+ β2θw

′′

0

2
+ ϑẇ ′

0

2
+ 2ϑθw′

0
ẇ′

0
−N0w

′

0

2

}

dx ≤

≤
1

2

l
∫

0

{

M(1 + θ)ẇ2

0
+ (β0+β1θ+αθ+Mθ)w2

0
+ β2θw

′′

0

2
+ ϑ(1 + θ)ẇ ′

0

2
+ (|N0| + ϑθ)w′

0

2

}

dx ≤

≤
1

2

l
∫

0

{

[

β2θ+λ
−1

1
(|N0|+ϑθ)+µ

−1

1
(β0+β1θ+αθ+Mθ)

]

w′′

0

2
+

[

ϑ+η−1

1
M

]

(1+θ)ẇ ′

0

2

}

dx.
� � ñ � C �
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= å�â�Ù%Ò�Ñ�á � � ñ �	�B� ë � � ñ � � � ë � � ñ � C � Ó�Ñ�Ý(å�â�Û�á÷Ú�Ù$è(Ï�Ö�Ù$Ú�Õ%Ò�Ö�Ñ
(1 − ψ)

l

[

λ1β2θ − sup
t

N − ϑθ2

]

w2(x, t) ≤
� � ñ �A@ �

≤

l
∫

0

{

[

β2θ+λ
−1

1
(|N0|+ϑθ)+µ

−1

1
(β0+β1θ+αθ+Mθ)

]

w′′

0

2
+

[

ϑ+η−1

1
M

]

(1+ θ)ẇ ′

0

2

}

dx.

� Õ�Ý1ÛaÖ�õSÓ�Ñ�Ý1Ú!×�Ù%Ò�Õ'×få�Õ�Ý1Ñ�Ö�Û�Ù � � ñ � � � ë�Ò�Ñ,Û!î � � ñ �A@ � Ó�Ñ�Ý(å�â�Û�áöÚ�Ù$è(Ï�Ö�Ù$Ú�Õ%Ò�Ö�Ñ
[

λ1β2θ − sup
t

N − ϑθ2

]

w2(x, t)

l
≤

� � ñ � �	�

≤

l
∫

0

{

[

β2θ+λ
−1

1
(|N0|+ϑθ)+µ

−1

1
(β0+β1θ+αθ+Mθ)

]

w′′

0

2
+

[

ϑ+η−1

1
M

]

(1+ θ)ẇ ′

0

2

}

dx,

Û!îHã<Ñ�Ò�Ñ�è�Ñ�é$Ñ,Õ�Ý1Ù�Þ1å�Ù%Ò^Ò�Ù$Ñ�è�Ù$áÇÏ
� �X} � �a� � 
 u � u �����	��

�������������	����������������� � � ñ C �  � � ñ �B�	�  � � ñ � 8 � � � � ñ � � � !#" ��$&%�')(��	*+ �	�����,�-(�'.�����	����� � � ñ �	� / �0%��0�1���	�
�32�4������5���6�3����� + �	����798:�;�-<>=?�0@
�	����79��';4�'>��
0���BAC<���';*

4D�	����2 ẇ′

0
, w′′

0

 �-����� w(x, t) �0%����-���	�
�;�E(D���	�F8-(�'.�-���B=9��������������= � � ñ 8 � !
� Õ�Ý1ÛaÖ�õSÓ�Ñ�Ý1Ú!×�ß½Ò�Õ'×få�Õ�Ý1Ñ�Ö�Û!× � � ñ � � � ë�Ò�Ñ,Û!î � � ñ �A@ � Ó�Ñ�Ý(å�â�Û�á÷Ú�Ù$è(Ï�Ö�Ù$Ú�Õ%Ò�Ö�Ñ

([

λ1β2θ − sup
t

N − ϑθ2

]

− η1

[

Mθ2 − β0 + β1θ + αθ
]

)

w2 (x, t)

η1l
≤

≤

l
∫

0

{

[

β2θ+λ
−1

1
(|N0|+ϑθ)+µ

−1

1
(β0+β1θ+αθ+Mθ)

]

w′′

0

2
+

[

ϑ+η−1

1
M

]

(1+ θ)ẇ ′

0

2

}

dx,

Û!îHã<Ñ�Ò�Ñ�è�Ñ�é$Ñ,Õ�Ý1Ù�Þ1å�Ù%Ò^Ò�Ù$Ñ�è�Ù$áÇÏ
� �X} � �a� � 
 u 
 u �����	��

�������������	����������������� � � ñ C �  � � ñ �B�	�  � � ñ � 8 � � � � ñ � � � !#" ��$&%�')(��	*+ �	�����,�-(�'.�����	����� � � ñ �	� / �0%��0�1���	�
�32�4������5���6�3����� + �	����798:�;�-<>=?�0@
�	����79��';4�'>��
0���BAC<���';*

4D�	����2 ẇ′

0
, w′′

0

 �-����� w (x, t) �0%����-���	�
�;�E(D���	�F8-(�'.�-���B=G��������������= � � ñ 8 � !
ûºÚ(Ï�Ý1Ñ�é$Û�â�Ú�õSáæá�Ù%Ò�Ñ$Þ�Ñ�á÷á�Ñ ó Ú�Ñ�Ó�è�Ñ�Ö�Ù$Õ%Ò�ÛXÛ�Õ$Õ�Ý1Ù�Þ�Ñ�Ö#Ï�Ú�Û�ÙHå�Õ%Ò�Ñ�ä�â�Û�Ö�Ñ�Õ%Ò�Û Ú!å>Ý1Ù$Ö�Ñ�é$Ñ8è�Ù � Ù$Ú�Û!×Ú�Ù�Ý1Û�Ú�Ù$ä�Ú�Ñ�é$Ñ8Û�Ú!Ò�Ù$é$è�Ñ�ì Þ�Û�ÿ.ÿ.Ù$è�Ù$Ú�ø�Û(Ï�Ý1ð�Ú�Ñ�é$Ñ8å�è(Ï�Ö�Ú�Ù$Ú�Û!×

Mẅ +









Dw′′

√

√

√

√

(

1 + w′2

)3









′′

+ β2ẇ
′′′′ − ϑẅ′′ +N(t)w′′ + β1ẇ + β0w−

−w′′

(

µ
l
∫

0

w′2(x, t)dx+ ν d
dt

l
∫

0

w′2(x, t)dx

)

= −α (ẇ + V w′) , x ∈ (0, l).

é�Þ�Ù
ν, µ

ì
ÖFÑ�Ð�Ø�Ù$áþÕ�Ý(å�â(Ï�ÙSÚ�Ù$Ñ�Ò�è�Û�ø(Ï�Ò�Ù�Ý1ð�Ú�õSÙ½ÿ3å�Ú�ã�ø�Û�Û&Ö�è�Ù$á�Ù$Ú�Û�ñ = Ý�Ï�é�Ï�Ù$á�õSÙ�ë�Õ$Ñ$Þ�Ù$è ó Ï�Ø�Û�Ù�Û�Ú�ìÒ�Ù$é$è(Ï�Ý1ð�Ú�õSÙ�â�Ý1Ù$Ú�õ3ë�å�â�Û!Ò�õSÖ#Ï�ß½ÒJÖ�Ý1Û!×�Ú�Û�ÙMÚ�Ù�Ý1Û�Ú�Ù$ä�Ú�Ñ�é$ÑpÓ�è�Ñ$Þ�Ñ�Ý1ð�Ú�Ñ�é$Ñ,å�Õ$Û�Ý1Û!×�ë�ã<Ñ�Ò�Ñ�è�Ñ�Ù�Ö�Ñ�î�Ú�Û�ì
ã�Ï�Ù%Ò�Ö&ø�Û�Ý1Û�Ú<Þ�è�Û�â�Ù$Õ$ã<Ñ�äaÓ�Ý�Ï�Õ%Ò�Û�Ú�ÙHÛ!î%ì î>Ï�Ñ�é$è(Ï�Ú�Û�â�Ù$Ú�Û�ä�ë(Ú(Ï�Ý1Ñ ó Ù$Ú�Ú�õ+êpÚ(Ï&Ó�Ù$è�Ù$á�Ù%Ø�Ù$Ú�Û!×fã<Ñ�Ú�ø�Ñ�ÖÓ�Ý�Ï�Õ%Ò�Û�Ú�õ

x = 0, x = l
ñ > ü%Ò�Ñ�áöÕ�Ý(å�â(Ï�ÙHÛ�Õ$Ó�Ñ�Ý1ð�î$å�Ù%Ò�Õ'×Xÿ3å�Ú�ã�ø�Û�Ñ�Ú(Ï�Ý

H(t) = Φ(t) +
1

4
(µ+ 2θν)





l
∫

0

w′2(x, t)dx





2
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8 �

Ó�è�Ñ�Û!î�Ö�Ñ$Þ�Ú(Ï�×fã<Ñ�Ò�Ñ�è�Ñ�é$Ñ,Ñ�Ó�è�Ù�Þ�Ù�Ý(×�Ù%Ò�Õ'×XÖ�õSè(Ï ó Ù$Ú�Û�Ù$á

Ḣ = Φ̇ −
1

2
ν





d

dt

l
∫

0

w′2(x, t)dx





2

− µθ





l
∫

0

w′2(x, t)dx





2

.

� Ý(×þÑ�Ð�Ù$Õ$Ó�Ù$â�Ù$Ú�Û!×�å�Õ%Ò�Ñ�ä�â�Û�Ö�Ñ�Õ%Ò�ÛÔè�Ù � Ù$Ú�Û�äÔãþÓ�Ù$è�Ù$â�Û�Õ�Ý1Ù$Ú�Ú�õSáCÖpÒ�Ù$Ñ�è�Ù$áÇÏ�ê � ñ � ñ ë � ñ � ñ�å�Õ�Ý1Ñ�Ö�Û!×�á
Õ�Ý1Ù�Þ1å�Ù%Ò�Þ�Ñ�Ð#Ï�Ö�Û!Ò�ð,Õ�Ý1Ù�Þ1å�ß½Ø�Û�Ù

µ ≥ 0, ν ≥ 0.
Î~Ï�Ð�Ñ�Ò�Ï Ö�õSÓ�Ñ�Ý1Ú�Ù$Ú(Ï Ó�è�Û ÿ.Û�Ú(Ï�Ú�Õ$Ñ�Ö�Ñ�ä Ó�Ñ$Þ�Þ�Ù$è ó ã<Ù é$è(Ï�Ú!Ò�Ï Î �#� ý @BC ì @ � ì C � @B@ 5>ì
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