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½[¾	¿�À�Ác¿�Â�Ã�ÁIÄ	ÅuÅ�Æ�¿�À�Ã�Ç¯È�É	Ä�ÊËÇÌÅ�ÂsÈsÂ�Í�¿ÎÊ	ÇsÆ�Ê	¿�Â�Å�ÊËÏwÈwÀ�ÈwÐ�ÈÒÑ[Ã�ÓMÄÔÀ�Æ�ÊÖÕ�¾�È�Ç�É	¿uÉ	Ä�ÊËÑ;Æ�¿u×	É�È�Ø

Ù�Ã�¾�À�Ã�É�È&Ú
s = 1, 2, . . . Û

∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
1

+ . . .+
∂2u

∂x2
s

− u (u = u(x, t), 0 ≤ t <∞, x ∈ Rs) ,
Ú�Ü�ÝÞÜ Û

u(x, 0) = f1(x),
∂u

∂t
(x, 0) = f2(x) (x ∈ Rs) ,

Ú�Ü�Ýàß Û
f1 ∈ Hr1

2 (0, 1)s, f2 ∈ Hr1
2 (0, 1)s, r1 > 2 +

s

2
, r2 > 1 +

s

2
.

Ú�Ü�Ý á Û
âSã	Ç¯È�É�Â�Ã�Ç�Ã�×JÂ�¿uÃ�¾	Ä	Äåä	ÃsÆ�ÊJÕ�¾�È�Ç�É	¿uÉ	Ä	¿*Ú�Ü�ÝÞÜ Û ¾�È�ÅuÅuÁVÈsÂ�¾	Ä	Ç¯È�æ>Â*ã�È�ã$ä	ÃsÆ�¿uÇ�Ã�¿�Õ�¾�È�Ç�É	¿uÉ	Ä	¿*ÚçÅuÁ-ÝÞè

É�È�ä	¾	Ä	Ác¿u¾²èêéëÜ�è�ì�Ý�í�ß�î Û Ý
ï.¾�È�Ç�É	¿uÉ	Ä	¿MÑ;Æ�¿u×	É�È�Ø�Ù�Ã�¾�À�Ã�É�ÈZÄ	Ác¿u¿�ÂWã�È�ãJÉ	¿uã�Ã�Â�Ã�¾	ð-¿MÃ�ñ�òMÄ	¿�ÅuÇ�Ã�×	Å�Â�Ç¯È�è�ÂsÈ�ã$ÄJÅu¿u¾	Í�¿�Ï�É	ð-¿MÃ�ÂsØ

Æ�Ä	Ð	Ä�ÊóÅ<Ç�ÃsÆ�É	Ã�Ç�ð-Á�Õ�¾�È�Ç�É	¿uÉ	Ä	¿uÁBÚçÅuÁ-ÝÞè-É�È�ä	¾	Ä	Ác¿u¾²è[é ß�î Û è-ÈôÕ�¾�È�Ç�É	¿uÉ	Ä	¿aõö¾	¿�À�Ä	É	÷u¿u¾�ÈøÊ	ÇsÆ�Ê	¿�Â�Å�Ê
É	¿u¾	¿�Æ�Ê�Â�Ä	Ç�Ä	Å�Â�Åuã	Ä	Áóä	¾	Ä	ñsÆ�Ä�ùU¿uÉ	Ä	¿uÁÎÀ�Æ�Ê0Õ�¾�È�Ç�É	¿uÉ	Ä�ÊJÑ;Æ�¿u×	É�ÈMúûÙ�Ã�¾�À�Ã�É�È&ÚçÅuÁ-ÝÞè�É�È�ä	¾	Ä	Ác¿u¾²èêéëÜ�è	ì�Ý
í	Üuî Û Ý
ü-¶ ýSþVÿ ��� ».þV¸ ������� º ��� ¼

âóÄ�ÏuÕ�Ð�È�¿uÁcÃ�Á Ï�À�¿uÅuÍ�Å�Æ�Õ�Ð�È�¿4ÏwÈwÀ�ÈwÐ�È$Ú�Ü�ÝÞÜ Û Ø�Ú�Ü�Ý á Û Ä	Ác¿u¿�Â�Ê	Ç�É	Ã�¿4¾	¿�ÓM¿uÉ	Ä	¿�ÇZÇ�Ä�À�¿4Å�Õ�ÁcÁcðÖÈ�ñ�ÅuÃsØ
Æ�æ>Â�É	ÃÎÅ 	 ÃuÀ�Ê�òM¿u÷uÃ�Å�ÊÔã	¾�ÈsÂ�É	Ã�÷uÃ 
 Õ�É	ã � Ä	Ã�É�È�Æ�Í�É	Ã�÷uÃÎ¾¯Ê�À�È�è(ã�Ã�Â�Ã�¾	ð-×óä	ÃsÆ�É	Ã�Å�Â�Í�æ Ã�ä	¾	¿�À�¿�Æ�Ê	¿�Â�Å�Ê
É�È�ñ�Ã�¾�È�ÁcÄ {f̂1(m)}m∈Zs

Ä {f̂2(m)}m∈Zs

ã�Ã �

�
 Ä � Ä	¿uÉ�Â�Ã�Ç � Õ�¾	Í�¿ÔÚçä	ÃuÀ�¾	Ã�ñ�É	¿u¿ôÅuÁ-Ý�é ásî Û Ý;½[ÃsØ
� Â�Ã�ÁdÕSÇ�Ã�Ï�É	Ä	ã�È�¿�ÂÒä	¾	Ã�ñsÆ�¿uÁVÈ ä	¾	Ä	ñsÆ�Ä�ùU¿uÉ	Ä�Ê ¾	¿�ÓM¿uÉ	Ä�ÊRÚçÃ�ñ � ¿uã�ÂsÈ ñ�¿uÅuã�Ã�É	¿uÐ	É	Ã�÷uÃ Û ä	Ã ã�Ã�É	¿uÐ	É	Ã�×
Ð	Ä	Å�Æ�Ã�Ç�Ã�×ôÄ	É 
 Ã�¾	ÁVÈ � Ä	Ä ÏwÈwÀ�È�É	É	Ã�÷uÃ$Ã�ñ � ¿uÁVÈ

N
èmä	ÃsÆ�Õ�Ð	¿uÉ	É	Ã�×ÎÃ�Â 
 Õ�É	ã � Ä	×

f1
Ä
f2

èmã�Ã�Â�Ã�¾	ð-¿
ä	¾	Ä	É�ÈwÀ�Æ�¿�ù�ÈsÂ$ã�Æ�È�ÅuÅ�È�Á 
 Õ�É	ã � Ä	×²èkÃuÀ�É	Ã�ä	¿u¾	Ä	ÃuÀ�Ä	Ð	¿uÅuã	Ä 	 ä	Ã&ã�ÈsùUÀ�Ã�× Ä�Ï�ÅuÇ�Ã�Ä 	

s
ä	¿u¾	¿uÁc¿uÉ	É	ð 	 è

F (1) = Hr1
2 (0, 1)s è

F (2) = Hr2
2 (0, 1)s ÅuÃ�Ã�Â�Ç�¿�Â�Å�Â�Ç�¿uÉ	É	ÃÌÚçÃ�ä	¾	¿�À�¿�Æ�¿uÉ	Ä	¿0ã�Æ�È�ÅuÅuÃ�Ç<ÅuÁ-ÝÞèmÉ�È�ä	¾	Ä	Ác¿u¾²è

é á�è�í�î Û Ý � Å�ÂsÈ�É	Ã�Ç�Ä	ÁcÅ�Ê ñ�ÃsÆ�¿u¿Zä	ÃuÀ�¾	Ã�ñ�É	Ã&É�È*ä	Ã�Å�ÂsÈ�É	Ã�Ç�ã�¿�¾�È�ÅuÅuÁVÈsÂ�¾	Ä	Ç¯È�¿uÁcÃ�× ÏwÈwÀ�ÈwÐ	ÄÌÚçÇ&¾	¿�À�È�ã � Ä	Ä
Ä�Ï�é � Ø � î Û Ý

� Æ�Ê&ÏwÈwÀ�È�É	É	Ã�÷uÃ � ¿�Æ�Ã�÷uÃWä	ÃsÆ�Ãwù�Ä�Â�¿�Æ�Í�É	Ã�÷uÃ
N

Ç�ð-ñ�Ä	¾�È�¿uÁ � ¿�Æ�ð-¿Mä	ÃsÆ�Ãwù�Ä�Â�¿�Æ�Í�É	ð-¿MÐ	Ä	Å�Æ�È
N1Ä

N2
ÂsÈ�ã	Ä	¿�è�Ð�Â�Ã

N1 +N2 = N
è�À�È�Æ�¿u¿4Ã�Â 
 Õ�É	ã � Ä	×

f1
Ä
f2

ñ�¿u¾	¿uÁ Ð	Ä	Å�Æ�Ã�Ç�Õ�æ Ä	É 
 Ã�¾	ÁVÈ � Ä	æ�è
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Ã�ñ � ¿uÁVÈ
N1

Ä
N2

ÅuÃ�Ã�Â�Ç�¿�Â�Å�Â�Ç�¿uÉ	É	Ã	è�Â�Ã[¿uÅ�Â�Í 
 Õ�É	ã � Ä	Ã�É�È�Æ�ð Ä�Ï
L

(1)
N1

Ä
L

(2)
N2

èsä	¾	Ä	Ð	¿uÁ
L

(1)
N1

Ä
L

(2)
N2

è
ÁcÃ�÷�Õ�ÂWñ�ðXÂ�ÍZÆ�æ;ñ�ð-ÁcÄ²è�¿�À�Ä	É	Å�Â�Ç�¿uÉ	É	ð-ÁÔ¿uÅ�Â�¿uÅ�Â�Ç�¿uÉ	É	ð-ÁSÃ�÷u¾�È�É	Ä	Ð	¿uÉ	Ä	¿uÁÌÊ	ÇsÆ�Ê	¿�Â�Å�ÊJÂ�Ã	è�Ð�Â�ÃWä	¿u¾	Ç�ð-¿
N1


 Õ�É	ã � Ä	Ã�É�È�Æ�Ã�Ç$À�ÃsÆ�ù�É	ðûñ�ðXÂ�ÍaÃ�ä	¾	¿�À�¿�Æ�¿uÉ	ð É�È$Æ�Ä	É	¿u×	É	Ã�× Ã�ñ�ÃsÆ�Ã�Ð	ã�¿*É�Èåã�Æ�È�ÅuÅu¿ 
 Õ�É	ã � Ä	×
F (1) è	Ã�Å�ÂsÈ�Ç�ÓMÄ	¿uÅ�Ê

N2

 Õ�É	ã � Ä	Ã�É�È�Æ�È � É�È�Æ�Ä	É	¿u×	É	Ã�×JÃ�ñ�ÃsÆ�Ã�Ð	ã�¿4É�È

F (2) Ý
� Â�Ác¿�Â�Ä	ÁÒÉ	¿uã�Ã�Â�Ã�¾	ð-¿�ä	¾	Ä	Ác¿u¾	ð 
 Õ�É	ã � Ä	Ã�É�È�Æ�Ã�Ç

Ü�Ý
l(f) = f(ξ)

ØVÏ�É�ÈwÐ	¿uÉ	Ä�ÊJÇUÂ�Ã�Ð	ã�¿ �
ß�Ý
l(f) = 〈f, g〉 Ø]Åuã�È�Æ�Ê	¾	É	Ã�¿Cä	¾	Ã�Ä�Ï�Ç�¿�À�¿uÉ	Ä	¿�è�ÇZÐ�È�Å�Â�É	Ã�Å�Â�Ä²è�ã�Ã �

�
 Ä � Ä	¿uÉ�Â�ð � Õ�¾	Í�¿4ä	Ã

Â�Ã�×&Ä�Æ�Ä&Ä	É	Ã�× � � 3 �
á�Ý
l(f)

Ø]Ç�Åu¿4Ç�Ã�Ï�ÁcÃwù�É	ð-¿.Æ�Ä	É	¿u×	É	ð-¿ 
 Õ�É	ã � Ä	Ã�É�È�Æ�ð �
í	Ý
l(f)

Ø]ã�È�ã	Ä	¿�Ø Â�Ã 
 Õ�É	ã � Ä	Ã�É�È�Æ�ð[è�É	Ã�É	¿4Ç�Åu¿�Ý
½[ÃsÆ�Õ�Ð	¿uÉ	É�Õ�æóÄ	É 
 Ã�¾	ÁVÈ � Ä	æÌä	¿u¾	¿u¾�È�ñ¯ÈsÂ�ð-Ç¯È�¿uÁaÅ(ä	Ã�ÁcÃ�òMÍ�æÒÈ�Æ�÷uÃ�¾	Ä�Â�ÁVÈ

ϕN(τ1, . . . , τs; x, t)
À�Ã


 Õ�É	ã � Ä	Ä<Ã�ÂWÂ�¿ 	 ùU¿�ä	¿u¾	¿uÁc¿uÉ	É	ð 	 è�Ð�Â�Ã0Ä 
 Õ�É	ã � Ä�Ê
u(x, t; f1, f2)

Ø-¾	¿�ÓM¿uÉ	Ä	¿MÏwÈwÀ�ÈwÐ	ÄøÚ�Ü�ÝÞÜ Û Ø Ø
Ú�Ü�Ý á Û è�ã�Ã�É	¿uÐ	É	Ã;ùU¿�è�Ã�Â 
 Õ�É	ã � Ä	Ä

ϕN(τ1, . . . , τs; x, t)
Â�¾	¿uñ�Õ�¿uÁåÂ�ÃsÆ�Í�ã�Ã	èsÐ�Â�Ã�ñ�ðÎÃ�É�È2ä	¾	Ä	É�ÈwÀ�Æ�¿�ù�È�Æ�È

É	Ã�¾	ÁcÄ	¾	Ã�Ç¯È�É	É	Ã�ÁdÕ0ä	¾	Ã�Å�Â�¾�È�É	Å�Â�Ç�Õ 
 Õ�É	ã � Ä	× � è�Ã�ä	¾	¿�À�¿�Æ�¿uÉ	É	ð 	 É�È
ΩY = [0, 1]s × [0,+∞)

Ý
âóã�ÈwÐ	¿uÅ�Â�Ç�¿MÈ�Æ�÷uÃ�¾	Ä�Â�ÁVÈ

ϕN(τ1, . . . , τs; x, t)
ÁcÃ�÷�Õ�Â�Å�Æ�Õ�ù�Ä�Â�Í

Ü Û ã�Ã�É	¿uÐ	É	ð-¿CÅ�Õ�ÁcÁcð Ç�Ä�À�È N
∑

k=1

τkρk(t)ψk(x)
è�÷�À�¿ {ψk}∞k=1

Ø
Ø]ÅuÄ	Å�Â�¿uÁVÈ � È�È�¾�È�è � ¾�È�É	ã�Æ�Ä	É�È�è	ïVÃsÆ�ÓUÈ�Ä*Â�Ý ÀmÝÞè
Ø]ñ¯ÈsÏ�Ä	Å4Ç�ñ¯È�É�È 	 Ã�Ç�Ã�Á ä	¾	Ã�Å�Â�¾�È�É	Å�Â�Ç�¿

B
è

Ø]ñ¯ÈsÏ�Ä	Å � Ä	ÅuÅ�ÈZÇ
V

è
Ø]ÅuÄ	Å�Â�¿uÁVÈZÉ	¿uÉ�ÕwÆ�¿uÇ�ð 	 � Æ�¿uÁc¿uÉ�Â�Ã�Ç�Åu¿uä�È�¾�È�ñ�¿�Æ�Í�É	Ã�÷uÃZ÷uÄ�Æ�Í�ñ�¿u¾�Â�Ã�Ç�Ã�÷uÃ�ä	¾	Ã�Å�Â�¾�È�É	Å�Â�Ç¯È

H
è

Ê	ÇsÆ�Ê	æ>òMÄ	¿uÅ�Ê 
 ¾	¿u×	ÁcÃ�Á-è
Ø]Ã�¾�Â�Ã�É	Ã�¾	ÁcÄ	¾	Ã�Ç¯È�É	É	ð-×Jñ¯ÈsÏ�Ä	Å4ä	¾	Ã�Å�Â�¾�È�É	Å�Â�Ç¯È

L2 (R1)
è�ä	Ã�¾	ÃwùUÀ�¿uÉ	É	ð-× 
 Õ�É	ã � Ä	¿u×

ψ ∈ L2 (R1)
è�É�ÈsÏ�ð-Ç¯È�¿uÁcÃ�×&Ç�Åuä�Æ�¿uÅuã�Ã�Á-Ý

ß Û ã�Ã�É	¿uÐ	É	ð-¿CÅ�Õ�ÁcÁcð Ç�Ä�À�È N
∑

k=1

τkρk(t)DN(x− ξk)
è�÷�À�¿

DN
Ø]Åuä	¿ � Ä�È�Æ�Í�É	Ã�¿[Ê�À�¾	Ã	Ý

á Û ¾	¿�ÓM¿uÉ	Ä	¿C¾�ÈsÏ�É	Ã�Å�Â�É	Ã�×JÅ 	 ¿uÁcðÖÅuÃ�Å�ÂsÈ�ÇsÆ�¿uÉ	É	Ã�×0À�Æ�Ê*ÏwÈwÀ�ÈwÐ	ÄôÚ�Ü�ÝÞÜ Û Ø�Ú�Ü�Ý á Û Ý
9 ¿uÁaÅ�È�Ácð-Á-è�ä	¿u¾	¿uñ�Ä	¾�ÈsÊZÇ�Åu¿uÇ�Ã�Ï�ÁcÃwù�É	ð-¿-É�È�ñ�Ã�¾	ð

(l(N);ϕN) ≡ (l
(1)
1 , . . . , l

(1)
N1
, l

(2)
1 , . . . , l

(2)
N2

;ϕN)Ácð ÁcÃwùU¿uÁSä	ÃsÆ�Õ�Ð	Ä�Â�Í$Ç�¿uÅuÍJÈ�¾	Åu¿uÉ�È�ÆêèêÄ�ÏuÕ�Ð�È�¿uÁcð-×ÎÇ*Â�¿uÃ�¾	Ä	Ä ä	¾	Ä	ñsÆ�Ä�ùU¿uÉ	Ä	×ôÄaÇ�ð-Ð	Ä	Å�Æ�Ä�Â�¿�Æ�Í�É	Ã�×
ÁVÈsÂ�¿uÁVÈsÂ�Ä	ã�¿�Ý

½[Ã�÷u¾	¿�ÓMÉ	Ã�Å�Â�Í*ä	¾	Ä	ñsÆ�Ä�ùU¿uÉ	Ä�Ê<Ä�Ï�Ác¿u¾¯Ê	¿uÁÔÇWÉ	Ã�¾	Ác¿Mä	¾	Ã�Å�Â�¾�È�É	Å�Â�Ç¯È
Y

è	À�È�Æ�¿u¿Mñ�¿u¾	¿uÁóÅ�Õ�ä	¾	¿uÁdÕ¯Ø
Ácð ä	Ã&ã�Æ�È�ÅuÅ�È�Á

F (1) è
F (2) è�Ð�Â�Ã�ñ�ðöÏ�É�ÈsÂ�ÍJÉ�È�Ä 	 Õ�À�Ó�Õ�æûä	Ã�÷u¾	¿�ÓMÉ	Ã�Å�Â�Í$ä	Ã&ã�Æ�È�ÅuÅ�È�Á-èêÃ�Å�ÂsÈ�Æ�Í�É	ð-¿

É	¿ 	 Õ�ùU¿�è²ÏwÈsÂ�¿uÁSÅu¾	¿�À�ÄaÇ�Åu¿uÇ�Ã�Ï�ÁcÃwù�É	ð 	 È�÷u¾	¿u÷�ÈsÂ�Ã�Ç&ä	¾	Ä	ñsÆ�Ä�ùU¿uÉ	Ä�ÊåÇ�ð-ñ�Ä	¾�È�¿uÁSÉ�È�Ä�Æ�Õ�Ð�ÓMÄ	×aÄåä	ÃsØ
Å�Æ�¿�À�É	¿u¿�è�¾�È�ÅuÅuÁVÈsÂ�¾	Ä	Ç¯È�¿uÁ ÁcÄ	É	Ä	ÁdÕ�Á-è�ä	¿u¾	¿uñ�Ä	¾�ÈsÊZÇ�Åu¿uÇ�Ã�Ï�ÁcÃwù�É	ð-¿2ä�È�¾	ðÌÉ�ÈsÂ�Õ�¾�È�Æ�Í�É	ð 	 Ð	Ä	Åu¿�Æ

N1
è

N2 � N1 + N2 = N
è�ä	Ã�Åuã�ÃsÆ�Í�ã�ÕåÇ¯Èsù�É	Ã*Ç�ÏuÊ�Â�Í&ÂsÈ�ã�Ã�¿Zã�ÃsÆ�Ä	Ð	¿uÅ�Â�Ç�Ã$Ä	É 
 Ã�¾	ÁVÈ � Ä	Ä Ã�Â&ã�ÈsùUÀ�Ã�×aÄ�Ï


 Õ�É	ã � Ä	×
f1

Ä
f2

ÚçÃ�ñ�òM¿u¿Uã�ÃsÆ�Ä	Ð	¿uÅ�Â�Ç�Ã&Ä	É 
 Ã�¾	ÁVÈ � Ä	Ä
N Û è�Ð�Â�Ã�ñ�ð ä	Ã�¾¯Ê�À�Ã�ã<ä	Ã�÷u¾	¿�ÓMÉ	Ã�Å�Â�Äañ�ð(Æ

ã�È�ã&ÁcÃwù�É	Ã�Ác¿uÉ	Í�ÓM¿
�

min
N1 +N2 = N

N1 ≥ 1, N2 ≥ 1

inf
(l(N);ϕN )∈L

(1)
N1

×L
(1)
N2

×{ϕN}

sup
f1 ∈ F (1)

f2 ∈ F (2)

‖u(·; f1, f2) − ϕN (l
(1)
1 , . . . , l

(2)
N2

; ·)‖Y
Ú ß�ÝÞÜ Û

� ÈwÀ�ÈwÐ�È2ÏwÈ�ã�Æ�æ;Ð�È�¿�Â�Å�Ê�Ç;ä	ÃsÆ�Õ�Ð	¿uÉ	Ä	ÄUÃ � ¿uÉ	Ã�ãMÅuÇ�¿u¾ 	 Õ�ÄMÃ � ¿uÉ	Ã�ãMÅuÉ	Ä�ÏuÕ[À�Æ�ÊMÇ�¿�Æ�Ä	Ð	Ä	É	ðSÚ ß�ÝÞÜ Û Ú£ùU¿�Ø
Æ�ÈsÂ�¿�Æ�Í�É	Ã�ÅuÃ�Ç�ä�ÈwÀ�È�æ>òMÄ 	 Å-Â�Ã�Ð	É	Ã�Å�Â�Í�æÒÀ�ÃCã�Ã�É	Å�ÂsÈ�É�Â Û Ä�Ç4Õ�ã�ÈsÏwÈ�É	Ä	Ä�Ç�ð-Ð	Ä	Å�Æ�Ä�Â�¿�Æ�Í�É	Ã�÷uÃ�È�÷u¾	¿u÷�ÈsÂsÈ�è
¾	¿�È�Æ�Ä�ÏuÕ�æ>òM¿u÷uÃWÃ � ¿uÉ	ã�Õ*ÅuÇ�¿u¾ 	 Õ�Ý

� ¿u¾	¿�Ï
c(α, β, . . .)

ñ�Õ�À�¿uÁÔÃ�ñ�Ã�Ï�É�ÈwÐ�ÈsÂ�Í*É	¿uã�Ã�Â�Ã�¾	ð-¿Zä	ÃsÆ�Ãwù�Ä�Â�¿�Æ�Í�É	ð-¿�Ç�¿�Æ�Ä	Ð	Ä	É	ð[è�¾�ÈsÏ�Æ�Ä	Ð	É	ð-¿�è
Ç�Ã�Ã�ñ�òM¿(÷uÃ�Ç�Ã�¾¯Ê²èsÇ.¾�ÈsÏ�É	ð 	 
 Ã�¾	ÁdÕwÆ�È 	 Ä�ÏwÈ�Ç�Ä	Å�Ê�òMÄ	¿(Æ�Ä�ÓMÍ[Ã�Â.Õ�ã�ÈsÏwÈ�É	É	ð 	 Ç.Åuã�Ã�ñ�ã�È 	 ä�È�¾�È�Ác¿�Â�¾	Ã�Ç	Ý

2 Õ�¾	É�È�Æ 3 â 45� Ý�ß 67678 Ý 9 Ý²Ü�Ü�è : ß



� 6 �������	��
���
������	�

� Å�Æ�Ä {PN}∞N=1

� ä	Ã�Å�Æ�¿�À�Ã�Ç¯ÈsÂ�¿�Æ�Í�É	Ã�Å�Â�Í*ä	ÃsÆ�Ãwù�Ä�Â�¿�Æ�Í�É	ð 	 Ð	Ä	Åu¿�ÆaÄ {QN}∞N=1

� ä	¾	Ã�Ä�Ï�Ç�ÃsÆ�ÍsØ
É�ÈsÊ Ð	Ä	Å�Æ�Ã�Ç¯ÈsÊ ä	Ã�Å�Æ�¿�À�Ã�Ç¯ÈsÂ�¿�Æ�Í�É	Ã�Å�Â�Í	è(Â�ÃaÏwÈ�ä	Ä	ÅuÍ

QN �
α,β,...

PN
Ã�Ï�É�ÈwÐ�È�¿�Â�è(Ð�Â�Ã É�È�×�À�¿�Â�Å�ÊÒä	Ã�Å�Â�ÃsØ

Ê	É	É�ÈsÊ
c(α, β, . . .),

À�Æ�Ê ã�Ã�Â�Ã�¾	Ã�× ä	¾	Ä ã�ÈsùUÀ�Ã�Á � ¿�Æ�Ã�Á ä	ÃsÆ�Ãwù�Ä�Â�¿�Æ�Í�É	Ã�Á
N

Ç�ð-ä	ÃsÆ�É	¿uÉ	ÃaÉ	¿u¾�È�Ø
Ç�¿uÉ	Å�Â�Ç�Ã |QN | ≤ c(α, β, . . .)PN .

� Å�Æ�ÄôùU¿ {PN}∞N=1

Ä {QN}∞N=1

� À�Ç�¿�ä	Ã�Å�Æ�¿�À�Ã�Ç¯ÈsÂ�¿�Æ�Í�É	Ã�Å�Â�Ä
ä	ÃsÆ�Ãwù�Ä�Â�¿�Æ�Í�É	ð 	 Ð	Ä	Åu¿�ÆêècÂ�ÃåÏwÈ�ä	Ä	ÅuÍ

QN �
α,β,...

PN
Ã�Ï�É�ÈwÐ�È�¿�Â�èVÐ�Â�ÃaÃuÀ�É	Ã�Ç�¾	¿uÁc¿uÉ	É	Ã Ç�ð-ä	ÃsÆ�É�Ê	æ>Â�Å�Ê

ÅuÃ�Ã�Â�É	Ã�ÓM¿uÉ	Ä�Ê
QN �

α,β,...
PN

Ä
PN �

α,β,...
QN .

� ¶ ��� � ¼ � � ��� » 	 ¹ � þ 
�� º � ¼5º4¼.ÿ � 
 ¹ � ¼ ��� 
 ¼;¼ 
 ¹ � ¹²»;¼ � ��� º ��� ¼ � µV¶�µ ���
� µV¶ ���

Ñ[Ã�É	ã	¾	¿�Â�Ä�Ï�Ä	¾�Õ�ÊÎÇôÚ ß�ÝÞÜ Û ä	¾	Ã�Å�Â�¾�È�É	Å�Â�Ç¯È�èkã�Æ�È�ÅuÅuð[èêÄ ÁcÉ	ÃwùU¿uÅ�Â�Ç¯È
L

(1)
N1

è
L

(2)
N2

ä	ÃsÆ�Õ�Ð�È�¿uÁÖ¾�ÈsÏ�Ø
Æ�Ä	Ð	É	ð-¿Cä	Ã�Å�ÂsÈ�É	Ã�Ç�ã	Ä*ÏwÈwÀ�ÈwÐôÚçÅuÁ-ÝÞè�É�È�ä	¾²ÝÞèêé � Ø 8 î�Ä&Ä	Ác¿uæ>ò�Õ�æ;Å�Ê$Ç�É	Ä 	 ñ�Ä	ñsÆ�Ä	Ã�÷u¾�È 
 Ä	æ Û Ý

âÖ¾�È�ñ�Ã�Â�¿&é ásîVÇ*Å�Æ�Õ�Ð�È�¿
u(x, t; f1, f2)

� ¾	¿�ÓM¿uÉ	Ä	¿ZÏwÈwÀ�ÈwÐ	ÄÌÚ�Ü�ÝÞÜ Û Ø�Ú�Ü�Ý á Û � L(1)
N1

Ä
L

(2)
N2

Ø>ÁcÉ	ÃwùU¿�Ø
Å�Â�Ç¯È

N1
Ä
N2

Ð�Æ�¿uÉ	É	ð 	 É�È�ñ�Ã�¾	Ã�Ç�Ç�Åu¿ 	 Ç�Ã�Ï�ÁcÃwù�É	ð 	 Æ�Ä	É	¿u×	É	ð 	 
 Õ�É	ã � Ä	Ã�É�È�Æ�Ã�Ç	è�Ã�ä	¾	¿�À�¿�Æ�¿uÉ	É	ð 	
É�È*Æ�Ä	É	¿u×	É	ð 	 Ã�ñ�ÃsÆ�Ã�Ð	ã�È 	 É�ÈJã�Æ�È�ÅuÅ�È 	

Hr1
2 (0, 1)s Ä

Hr2
2 (0, 1)s ÅuÃ�Ã�Â�Ç�¿�Â�Å�Â�Ç�¿uÉ	É	Ã	è

Y = L2,∞ =
= L2,∞(0, 1)s × [0,+∞)

ñ�ð(Æ�È�À�Ã�ã�ÈsÏwÈ�É�ÈUÅ�Æ�¿�À�Õ�æ>òUÈsÊ
����������� f � ` � �"!$#&%('*),+.-0/214365*187259365;:=<.#>1432%?+25*1 @A<2!4365 s BC7259365;:=<.#>1432%?+.-D1 r1 <

r2 #&),E?<21FBD@A#>5

r1 > 2 +
s

2
, r2 > 1 +

s

2
.

9 Ã�÷�À�ÈUÄ	Ác¿uæ>Â�Ác¿uÅ�Â�Ã�ÅuÃ�Ã�Â�É	Ã�ÓM¿uÉ	Ä�Ê
(N = 1, 2, . . .)

min
N1+N2=N

N1≥1,N2≥1

inf
lk∈L

(k)
Nk

k=1,2,ϕN

sup
f1∈H

r1
2 (0,1)s

f2∈H
r2
2 (0,1)s

∣

∣

∣

∣

∣

∣
u(·; f1, f2) − ϕN(l

(1)
1 , . . . , l

(2)
N2

; ·)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

L2,∞
�

r1,r2,s
N

−
min{r1;r2+1}

s .

� È�É	É�ÈsÊB¾�È�ñ�Ã�ÂsÈ ä	Ã�ÅuÇ�¿�òM¿uÉ�È Å�Æ�Õ�Ð�È�æ
u(x, t; f1, 0)

� ¾	¿�ÓM¿uÉ	Ä	¿�ÏwÈwÀ�ÈwÐ	ÄNÚ�Ü�ÝÞÜ Û Ø�Ú�Ü�Ý á Û �
f1 ∈ Hr1

2 (0, 1)s è
f2 ≡ 0

è
L

(1)
N

Ø]ÁcÉ	ÃwùU¿uÅ�Â�Ç�Ã
N

Ð�Æ�¿uÉ	É	ð 	 É�È�ñ�Ã�¾	Ã�Ç�Ç�Åu¿ 	 Ç�Ã�Ï�ÁcÃwù�É	ð 	 Æ�Ä	É	¿u×	É	ð 	

 Õ�É	ã � Ä	Ã�É�È�Æ�Ã�Ç	èVÃ�ä	¾	¿�À�¿�Æ�¿uÉ	É	ð 	 É�È<Æ�Ä	É	¿u×	É	Ã�×ÌÃ�ñ�ÃsÆ�Ã�Ð	ã�¿&É�Èaã�Æ�È�ÅuÅu¿

Hr1
2 (0, 1)s è

Y = Lq,∞ =
= Lq,∞(0, 1)s × [0,+∞)

è
2 ≤ q ≤ +∞ Ý 3 ä	¾�È�Ç�¿�À�Æ�Ä	Ç¯È

�G���H�I�0� f²` � �"!$#&%J'*),+.-K/214365*1L7259365;:=<.#>1432%?+25*1(@A<2!4365 s B 7259365;:=<.#>1432%?+25*1 r1 <
2 ≤ q ≤ +∞ #&),E?<21FBD@A#>5

r1 > 2 +
s

2
.

9 Ã�÷�À�ÈUÄ	Ác¿uæ>Â�Ác¿uÅ�Â�Ã�ÅuÃ�Ã�Â�É	Ã�ÓM¿uÉ	Ä�Ê
(N = 1, 2, . . .)

inf
l1 ∈ L

(1)
N ,

ϕN

sup
f1∈H

r1
2 (0,1)s

∣

∣

∣

∣

∣

∣
u(·; f1, 0) − ϕN(l

(1)
1 , . . . , l

(1)
N ; ·)

∣

∣

∣

∣

∣

∣
�

r1,q,s
N−

r1
s

+( 1
2
− 1

q ).
Ú á�ÝÞÜ Û

� Ã[ãZÈ;Ï;È;ÂC¿(Æ�Í[ÅXÂCÇ[Ã	Ý � Â�Ác¿�Â�Ä	ÁôÃ�ÅuÉ	Ã�Ç�É	ð-¿2ÁcÃ�Ác¿uÉ�Â�ðÎÀ�Ã�ã�ÈsÏwÈsÂ�¿�Æ�Í�Å�Â�Ç¯È.À�È�É	É	Ã�×UÂ�¿uÃ�¾	¿uÁcð[Ý
� � ¿uÉ	ã�ÈCÅuÉ	Ä�ÏuÕ�ä	¾	Ã�Ç�ÃuÀ�Ä�Â�Å�ÊWÅ>ä	Ã�ÁcÃ�òMÍ�æóä	Ã�Å�Â�¾	Ã�¿uÉ	Ä�Ê�Â�¾	Ä	÷uÃ�É	Ã�Ác¿�Â�¾	Ä	Ð	¿uÅuã�Ã�÷uÃZÁcÉ	Ã�÷uÃsÆ�¿uÉ�È

b(x)ÅuÃ&Åuä	¿uã�Â�¾	Ã�ÁËÇ
(2n−1, 2n]s

⋂

Zs èê÷�À�¿
n = 1 +

[

log2 2N
s

] è
[·] � � ¿�Æ�ÈsÊ Ð�È�Å�Â�Í$Ð	Ä	Å�Æ�È�Ý 9 ¾	Ä	÷uÃ�É	ÃsØ

Ác¿�Â�¾	Ä	Ð	¿uÅuã	Ä	×ÎÁcÉ	Ã�÷uÃ�Ð�Æ�¿uÉ
b(x)

Ç�ð-ñ�Ä	¾�È�¿�Â�Å�ÊaÂsÈ�ã	Ä	Á Ã�ñ�¾�ÈsÏ�Ã�Á-è�Ð�Â�Ã0À�Æ�ÊaÉ�È�ä	¿u¾	¿�ÀÎÏwÈwÀ�È�É	É	ð 	 Æ�Ä�Ø
É	¿u×	É	ð 	 
 Õ�É	ã � Ä	Ã�É�È�Æ�Ã�Ç

l1, . . . , lN
Ç�ð-ä	ÃsÆ�É	¿uÉ	Ã

lj(b) = 0
Ú
j = 1, . . . , N Û Ä ||b||L∞ ≥ 2−nrN1/2 è

||b||L2 = 2−nr è
b ∈ Hr1

2 (0, 1)s ÚçÃ<Å�Õ�òM¿uÅ�Â�Ç�Ã�Ç¯È�É	Ä	Ä ä	ÃuÀ�Ã�ñ�É	Ã�÷uÃ$ÁcÉ	Ã�÷uÃ�Ð�Æ�¿uÉ�È<ÅuÁ-ÝXé á�è � î Û Ý � È�Æ�¿u¿�è
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��� � �����	� 
�� 
 � � �	� �	���
� �	� ��
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � �	� � � � ��� ��� ��� � � � � ��� � �u�u� � Ü

Ã � ¿uÉ	Ä	Ç¯ÈsÊ�ÅuÉ	Ä�ÏuÕ
sup

f1∈H
r1
2 (0,1)s

∣

∣

∣

∣

∣

∣
u(·; f1, 0) − ϕN(l

(1)
1 , . . . , l

(1)
N ; ·)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Lq,∞(0,1)s×[0,+∞)

Ð	¿u¾	¿�Ï ||b||Lq

è�Å-ä	ÃsØ
ÁcÃ�òMÍ�æÖÉ	¿u¾�È�Ç�¿uÉ	Å�Â�Ç¯ÈU¾�ÈsÏ�É	ð 	 Ác¿�Â�¾	Ä	ã&Ä*Ã�ä	¾	¿�À�¿�Æ�¿uÉ	Ä�Ê&Ä	É 
 Ä	É	Ä	ÁdÕ�ÁVÈUä	ÃsÆ�Õ�Ð�È�¿uÁ Ã � ¿uÉ	ã�ÕWÅuÉ	Ä�ÏuÕ0Ç
Ú á�ÝÞÜ Û Ý

� � ¿uÉ	ã�È ÅuÇ�¿u¾ 	 Õ�Ý ½[Ã�Åuã�ÃsÆ�Í�ã�Õ ¾	¿�ÓM¿uÉ	Ä	¿ ÏwÈwÀ�ÈwÐ	Ä Ú�Ü�ÝÞÜ Û Å É�ÈwÐ�È�Æ�Í�É	ð-ÁcÄ Õ�Å�Æ�Ã�Ç�Ä�Ê	ÁcÄ
u(x, 0) = f1(x)

è ∂u
∂t

(x, 0) = 0 (x ∈ Rs)
è
f1 ∈ Hr1

2 (0, 1)s è�ä	¾	¿�À�Å�ÂsÈ�Ç�Ä	ÁcÃZÇMÇ�Ä�À�¿4È�ñ�ÅuÃsÆ�æ>Â�É	ÃUÅ 	 ÃsØ
À�Ê�òM¿u÷uÃ�Å�Ê$¾¯Ê�À�È

u(x, t) =
∑

m∈Zs

f̂(m) cos(t
√

4π(m,m) + 1)e2πi(m,x) ÚçÅuÁ-Ýmé ásî Û è	Â�Ã	è�¾�È�ÅuÅuÁVÈsÂ�¾	Ä	Ç¯ÈsÊ
Ç�ã�ÈwÐ	¿uÅ�Â�Ç�¿MÈ�÷u¾	¿u÷�ÈsÂsÈ

ϕN(l
(1)
1 , . . . , l

(1)
N ; x, t)

ÅuÃ�Ã�Â�Ç�¿�Â�ÅuÇ�¿uÉ	É	Ã�Ð�È�Å�Â�Ä	Ð	É�Õ�æöÅ�Õ�ÁcÁdÕ*¾¯Ê�À�È
(N ≥ 3s) �

ϕN(l
(1)
1 , . . . , l

(1)
N ; x, t) =

N ′
∑

k=1

f̂(ν(k)) cos(t
√

4π(ν(k), ν(k)) + 1)e2πi(ν(k),x),

÷�À�¿ {ν(k)}N ′

k=1

Ø(É	¿uã�Ã�Â�Ã�¾	Ã�¿�Õ�ä	Ã�¾¯Ê�À�Ã�Ð	¿uÉ	Ä	¿�ÁcÉ	ÃwùU¿uÅ�Â�Ç¯È
In = {(m1, . . . , ms) : max

j=1,...,s
|mj| ≤ 2n} è

N ′ = (2n + 1)s è
n =

[

log2(
s
√
N − 1)

]

−1
Ä²èsä	¾	Ä	Ác¿uÉ�Ê�ÊUÉ	¿u¾�È�Ç�¿uÉ	Å�Â�Ç¯È.¾�ÈsÏ�É	ð 	 Ác¿�Â�¾	Ä	ã²è�ä	ÃsÆ�Õ�Ð�È�¿uÁ

Ã � ¿uÉ	ã�Õ*ÅuÇ�¿u¾ 	 Õ*ÇJÚ á�ÝÞÜ Û Ý
� ) � 1$@A),+.<21 Ý�½[¾	Ä

q = 2
Ä�Ï>Ç�ðXÓM¿�Õ�ã�ÈsÏwÈ�É	É	Ã�×�Â�¿uÃ�¾	¿uÁcðÌä	ÃsÆ�Õ�Ð�È�æ>Â�Å�ÊWÅuÃ�Ã�Â�Ç�¿�Â�Å�Â�Ç�¿uÉ	É	ÃMÉ	¿�ÕwÆ�Õ�Ð�Ø

ÓUÈ�¿uÁcð-¿Ôä	Ã�¾¯Ê�À�ã	Ä�ä	Ã�÷u¾	¿�ÓMÉ	Ã�Å�Â�¿u×�À�Ä	Åuã	¾	¿�Â�Ä�ÏwÈ � Ä	Ä ¾	¿�ÓM¿uÉ	Ä	×RÏwÈwÀ�ÈwÐ	ÄûÑ[Ã�ÓMÄöÀ�Æ�Ê�Õ�¾�È�Ç�É	¿uÉ	Ä	Ä
Ñ;Æ�¿u×	É�È�Ø�Ù�Ã�¾�À�Ã�É�È>Å]É�ÈwÐ�È�Æ�Í�É	ð-ÁcÄ�Õ�Å�Æ�Ã�Ç�Ä�Ê	ÁcÄ

u(x, 0) = f1(x)
è ∂u

∂t
(x, 0) = 0 (x ∈ Rs)

è
f1 ∈ Hr1

2 (0, 1)s è
r1 > 2 + s

2

è�ä	Ã�Â�Ã�Ð	É	Ã�×&Ä	É 
 Ã�¾	ÁVÈ � Ä	Ä²è�ã�Ã�Â�Ã�¾	ð-¿Cñ�ð(Æ�Ä&ä	ÃsÆ�Õ�Ð	¿uÉ	ðÖ¾�È�É	¿u¿4Ç&é ásî Ý
� ¶ � � � � � � ¹²»;¼.¹

½[¾�È�ã�Â�Ä	Ð	¿uÅuã	Ä	×WÅuÁcð-Å�Æ0ä	ÃsÆ�Õ�Ð	¿uÉ	É	ð 	 ¾	¿�ÏuÕwÆ�ÍwÂsÈsÂ�Ã�Ç�ÏwÈ�ã�Æ�æ;Ð�È�¿�Â�Å�ÊWÇ4Â�Ã�Á-è¯Ð�Â�Ã	è¯Ä	Åuä	ÃsÆ�Í�ÏuÕ�ÊWÇ�¿uÅuÍ
È�¾	Åu¿uÉ�È�Æêè	Ä�ÏuÕ�Ð�È�¿uÁcð-×*ÇMÂ�¿uÃ�¾	Ä	Ä*ä	¾	Ä	ñsÆ�Ä�ùU¿uÉ	Ä	×*Ä0Ç�ð-Ð	Ä	Å�Æ�Ä�Â�¿�Æ�Í�É	Ã�×JÁVÈsÂ�¿uÁVÈsÂ�Ä	ã�¿�è�ñ�¿u¾¯Ê0Ã�Â 
 Õ�É	ã�Ø
� Ä	Ä

f1 ∈ Hr1
2 (0, 1)s Ä	É 
 Ã�¾	ÁVÈ � Ä	æ Ã�ñ � ¿uÁVÈ

N
Ç>Ç�Ä�À�¿]¾�ÈsÏ�Æ�Ä	Ð	É	ð 	 Æ�Ä	É	¿u×	É	ð 	 
 Õ�É	ã � Ä	Ã�É�È�Æ�Ã�Ç	è�É	Ã

¾�È�ÅuÅuÁVÈsÂ�¾	Ä	Ç¯ÈsÊ&ã�È�ãWÆ�Ä	É	¿u×	É	ð-¿CÂsÈ�ã&Ä*É	¿;Æ�Ä	É	¿u×	É	ð-¿MÈ�Æ�÷uÃ�¾	Ä�Â�ÁcðSä	¾	Ä	ñsÆ�Ä�ùU¿uÉ	Ä�Ê&¾	¿�ÓM¿uÉ	Ä	×&ÏwÈwÀ�ÈwÐ	Ä
Ñ[Ã�ÓMÄWÀ�Æ�Ê*Õ�¾�È�Ç�É	¿uÉ	Ä�ÊJÑ;Æ�¿u×	É�È�Ø�Ù�Ã�¾�À�Ã�É�ÈUÅ4É�ÈwÐ�È�Æ�Í�É	ð-ÁcÄ&Õ�Å�Æ�Ã�Ç�Ä�Ê	ÁcÄ

u(x, 0) = f1(x),
∂u

∂t
(x, 0) = 0(x ∈ Rs),

ÄWÄ�Ï�Ác¿u¾¯Ê�Ê*ä	Ã�÷u¾	¿�ÓMÉ	Ã�Å�Â�Í�ÇMÁc¿�Â�¾	Ä	ã�¿
Lq,∞(0, 1)s × [0,+∞)

è�Å>Â�Ã�Ð	É	Ã�Å�Â�Í�æÔÀ�ÃUã�Ã�É	Å�ÂsÈ�É�Â�É	¿;ÏwÈ�Ç�Ä�Ø
Å�Ê�òMÄ 	 Ã�Â

N
ä	ÃsÆ�Õ�Ð	Ä�Â�ÍCÃ � ¿uÉ	ã�Õ4Æ�Õ�Ð�ÓM¿�è¯Ð	¿uÁ

N
−

r1
s

+( 1
2
− 1

q ) É	¿�Æ�Í�ÏuÊ0è�Ä�È�÷u¾	¿u÷�ÈsÂ�Ã�Á-è�¾	¿�È�Æ�Ä�ÏuÕ�æ>òMÄ	Á
Ã � ¿uÉ	ã�Õ*ÅuÇ�¿u¾ 	 Õ0Ê	ÇsÆ�Ê	¿�Â�Å�ÊÎÚ

N ≥ 3s Û

ϕN(l
(1)
1 , . . . , l

(1)
N ; x, t) =

N ′
∑

k=1

f̂1(ν
(k)) cos(t

√

4π2(ν(k), ν(k)) + 1)e2πi(ν(k),x),

÷�À�¿ {ν(j)}N ′

j=1

Ø É	¿uã�Ã�Â�Ã�¾	Ã�¿ Õ�ä	Ã�¾¯Ê�À�Ã�Ð	¿uÉ	Ä	¿ ÁcÉ	ÃwùU¿uÅ�Â�Ç¯È
In

è
N ′ = (2n+1 + 1)

s è
n =

[

log2(
s
√
N − 1)

]

− 1
Ý

���	��

���������������
�������

Ü�Ý � È�×�À�¿u¾  Ý�Ñ[Ç¯È�É�Â�Ã�Ç¯ÈsÊ0Â�¿uÃ�¾	Ä�ÊJä	ÃsÆ�Ê²Ý � 4 Ý
�

½;Æ�ÈsÂ�Ã�É²èêÜ 878 � Ý � � Ü�ßMÅ�Ý
ß�Ý � Õ�À�É	Ä	ã�Ã�Ç¯È 9 Ý â;ÝÞè²Ñ[Ã�Ác¿uÐ ! Ý " Ý � À�Ç�Õ 	 Ø Â�¿uÁcä	¿u¾�ÈsÂ�Õ�¾	É	Ã�× ÏwÈwÀ�ÈwÐ	¿CÀ�Æ�Ê<Õ�¾�È�Ç�É	¿uÉ	Ä�ÊaÑ;Æ�¿u×	É�È�Ø

Ù�Ã�¾�À�Ã�É�È #$# � Ã�ÅuÅuÄ	×	Åuã	Ä	×JùZÕ�¾	É�È�Æ 4 ÈsÂ�Ý � Ä�Ï�Ä	ã	Ä²è�ß 676 � è 9 Ý²Ü�ß�è : Ý�á�è 3 Ý�á 6 Ü�Ø�á¯ß � Ý
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á�Ý " ñ¯ÈsÂ�ÕwÆ�Ä	É " Ý 2 ÝÞè 9 ¿uÁcÄ	¾	÷�È�Æ�Ä	¿uÇ � Ý � ñUÄ	É 
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