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Abstract. To describe the kinetic processes occurring in a low-dimensional quantum
structure (e.g., electron-electron interactions), it is necessary to calculate the potential
distribution V (z) and the wave functions \Psi (z) of its conduction band. The screening
potential, which includes the dielectric function of an electron gas, acts as an external
perturbation. In most studies, the potential well is approximated by a rectangular profile,
but attempts to apply analytical results were unsuccessful. The paper presents a joint
self-consistent solution of the system of Schrodinger and Poisson differential equations
for calculating wave functions and potential distribution of a single moderately doped
heterojunction AlGaAs (Si) /GaAs. Solving this system is necessary to describe kinetic
processes in a two-dimensional electron gas, primarily electron-electron interactions, which
are dominant at low temperatures. The paper demonstrates that these equations can be
conveniently solved for dimensionless potential and wave functions. Constructing a quantum
well potential profile, i.e., solving the system of Schrodinger and Poisson equations, is an
important task in studying graphene structures with similar geometries.
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1. Введение

Изучение кинетических процессов в низкоразмерных квантовых структурах пред-
ставляет собой одну из главных задач современной наноэлектроники. В ряде работ
(например, [1] - [14]) по исследованию многочастичных взаимодействий была показана
подавляющая роль электрон-электронных взаимодействий в гетероструктурах, кото-
рые при низких температурах (2-30 К) играют определяющую роль по сравнению с
остальными процессами. В настоящей работе в качестве объекта исследований была
принята гетероструктура AlGaAs (Si) /GaAs, однако приведенные расчеты позволяют
определить кинетические зависимости и для других структур, например, InAs/GaSb .
Кроме того, намечены пути решения задачи об электрон-электронных взаимодействиях
в графеновых наноструктурах.

В настоящей работе проведены следующие исследования:

1. Расчет зонной структуры гетероперехода. С этой целью проведено совместное
решение дифференциальных уравнений Пуассона и Шредингера при заданных
начальных условиях: геометрия структуры и распределение объемного заряда.

2. Анализ экспериментально наблюдаемых осцилляций поперечного магнитосо-
противления в квантующем магнитном поле (эффект Шубникова – де Гаа-
за [12]). Данные осцилляции позволяют построить экспериментальные темпера-
турные и концентрационные зависимости электрон-электронных взаимодействий
\tau expee (T, ns).

3. Построение теоретических зависимостей \tau thee (T, ns) при гелиевых (T \leq 15K) тем-
пературах. Для умеренно легированного гетероперехода (ns \leq 1012см - 2) при за-
полнении одной подзоны размерного квантования решение кинетического урав-
нения Больцмана не представляет особых трудностей и может нуждаться лишь
в некоторых математических уточнениях. В этом случае будет присутствовать
лишь внутриподзонное электрон-электронное взаимодействие, т. е. \tau thee (T, ns) \approx 
\approx \tau intraee (T, ns). В сильно легированных гетеропереходах (ns > 1012см - 2) про-
исходит заполнение нескольких подзон размерного квантования. В этом случае
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наряду с внутриподзонным будет присутствовать межподзонное взаимодействие.
Это приводит к появлению дополнительных каналов рассеяния, которое может
ограничивать электронную подвижность в обеих подзонах [3].

В случае как одной заполненной подзоны, так и для нескольких подзон в интеграл
столкновений в уравнении Больцмана входит тензор Фурье-образа полного потенциала
экранирования V ijkl

tot (\bfq , \omega ) [4], [5] как функция реакции электронной системы от внеш-
него возмущения. Непосредственное интегрирование уравнения Больцмана в случае
двух заполненных подзон размерного квантования представляет собой достаточно гро-
моздкую математическую задачу. В настоящей работе показано, что для корректной
интерпретации особенностей экспериментально наблюдаемых температурных и концен-
трационных зависимостей времени электрон-электронной релаксации необходимы не
только учет реального профиля гетероперехода [6] (что уже представляет определен-
ные математические трудности), но и возможные переходы между подзонами с учетом
их тонкой структуры [7–8].

2. Решение уравнений Шредингера и Пуассона

Исследуемая наноструктура представляет собой i-легированную тонкую пленку ар-
сенида галлия GaAs толщиной 200 Å, в которой реализуется двумерный электронный
газ (2DEG) с концентрацией электронов ns \sim 1012 см - 2 (рис. 2.1).

Рис. 2.1. Фрагмент геометрии наноструктуры

Fig. 2.1. Fragment of the nanostructure geometry

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений Шредингера и Пуассона

EF

\biggl( 
 - 1

k2F

d2

dz2
+
E (z)

EF

\biggr) 
\psi j (z) = \varepsilon j\psi j (z) (2.1)

 - d
2V

dz2
=

4\pi \rho (z)

\chi 
(2.2)
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с граничными условиями

\psi j (\infty ) = 0, E (\infty ) = 0,  - dV
dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
z=0

= E0, (2.3)

где E (z) =  - eV (z), EF =
\hbar 2k2F
2m\ast – энергия Ферми, kF =

\surd 
2\pi ns – волновой вектор, ns –

поверхностная плотность электронов, \chi – диэлектрическая функция 2D-электронного
газа,m\ast = 0.06me – эффективная масса электрона. Для ns \approx 8\cdot 1011см - 2 получим EF =
= 26.2 meV , kF = 2.24 \cdot 106см - 1. Диэлектрическая функция \chi определяется формулой:

\chi (\bfq , \omega ) =
e2

\varepsilon q2L2
lim
\alpha \rightarrow 0

\sum 
\bfk 

f (E\bfk ) - f (E\bfk +\bfq )

E\bfk +\bfq  - E\bfk  - \hbar \omega  - i\hbar \alpha 
, (2.4)

где f – функция распределения Ферми-Дирака, L2 – площадь, занимаемая структурой.
При температуре абсолютного нуля и использовании простейшего закона дисперсии
E\bfk = \hbar 2k2/2m\ast выражение для диэлектрической функции может быть представлено в
виде суммы двух слагаемых \chi = \chi 1 + i\chi 2, каждое из которых имеет вид [15]:

\chi 1 =
2m\ast e2ns
\hbar 2kF q3

\left\{   q

kF
 - C - 

\Biggl[ \biggl( 
q

2kF
 - m\ast kF\omega q

\hbar 

\biggr) 2

 - 1

\Biggr] 1/2
 - 

 - C+

\Biggl[ \biggl( 
q

2kF
+
m\ast kF\omega q

\hbar 

\biggr) 2

 - 1

\Biggr] 1/2\right\}   ,

\chi 2 =
2m\ast e2ns
\hbar 2kF q3

\left\{   D - 

\Biggl[ 
1 - 

\biggl( 
q

2kF
 - m\ast kF\omega q

\hbar 

\biggr) 2
\Biggr] 1/2

 - D+

\Biggl[ 
1 - 

\biggl( 
q

2kF
+
m\ast kF\omega q

\hbar 

\biggr) 2
\Biggr] 1/2\right\}   ,

где при

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| q

2kF
\pm m\ast kF\omega q

\hbar 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| > 1 имеем C\pm = sgn

\biggl( 
q

2kF
\pm m\ast kF\omega q

\hbar 

\biggr) 
, D\pm = 0, а при\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| q

2kF
\pm m\ast kF\omega q

\hbar 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| < 1 имеем C\pm = 0, D\pm = 1.

Уравнения (2.1) и (2.2) удобно решать в безразмерных величинах. Для этого введем
следующие обозначения:

\varepsilon j
EF

= Ej ,
E (z)

EF
= \varphi (z) , \widetilde z = zkF , \rho (z) =  - en (\widetilde z) k3F , \psi (z) =

\sim 
\psi (\widetilde z) k1/2F . (2.5)

Таким образом, получаем систему уравнений в безразмерных переменных:

 - d
2\varphi 

d\widetilde z2 = \kappa n (\widetilde z) , (2.6)

 - d
2\psi (\widetilde z)
d\widetilde z2 + [\varphi (\widetilde z) - Ej ]\psi (\widetilde z) = 0, (2.7)

где \kappa = 8\pi me2kF /\chi \hbar 2. Удобно искать решение системы в виде

\varphi (\widetilde z) = c (\beta )

\infty \sum 
n=0

( - 1)
n
\beta ne - (n+1)\lambda \widetilde z, (2.8)
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где \lambda и \beta < 1 – некоторые подгоночные параметры, а

c (\beta ) =
E0

EF

\infty \sum 
n=0

( - 1)
n
\beta n

=
E0

EF
(\beta + 1) , (2.9)

где E0 = E (z = 0). Уравнение (2.6) будет иметь вид:

d2\varphi (\widetilde z)
d\widetilde z2 = c (\beta )\lambda 2

\infty \sum 
n=0

( - 1)
n
\beta n(n+ 1)

2
e - (n+1)\lambda \widetilde z (2.10)

с граничными условиями:

\varphi (\infty ) = 0, \varphi (0) = \varphi 0,
d\varphi (\widetilde z)
d\widetilde z = \kappa Q, Q =

+\infty \int 
0

n (\widetilde z) d\widetilde z. (2.11)

Тогда

\varphi (\widetilde z) =  - V0

EF

\infty \sum 
n=0

( - 1)
n
\beta n

\infty \sum 
n=0

( - 1)
n
\beta ne - (n+1)\lambda \widetilde z. (2.12)

Переходя к исходным переменным, получим:

E (z) =  - E0

\infty \sum 
n=0

( - 1)
n
\beta ne - (n+1)\lambda kF z

\infty \sum 
n=0

( - 1)
n
\beta n

. (2.13)

На рис. 2.2 представлены графики профиля для различного количества учитывае-
мых членов разложения.

Так как ряд в (2.13) равномерно сходится, рассмотрим первые два члена разложения
в выражении для профиля потенциальной ямы:

V (z) \sim =  - V0
1 - \beta 

\bigl( 
e - \lambda kF z  - \beta e - 2\lambda kF z

\bigr) 
, (2.14)

где V0 = V (z = 0).
Подставляя (2.14) в (2.2), получим:

 - d2

dz2

\biggl( 
 - V0
1 - \beta 

\bigl( 
e - \lambda kF z  - \beta e - 2\lambda kF z

\bigr) \biggr) 
=

4\pi \rho (z)

\chi 
, (2.15)

откуда следует
V0\lambda kF (1 - 2\beta )

1 - \beta 
= \kappa Q. (2.16)

Поскольку суммарный интеграл равен нулю:

Q =

+\infty \int 
0

\rho (z) dz = 0, (2.17)
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Рис. 2.2. Зависимость профиля потенциальной ямы от количества n
учитываемых членов разложения. Кривая (1) – n = 2, кривая (2) – n = 3,
кривая (3) – n = 4, кривая (4) – n \rightarrow \infty . Параметры \lambda = 1.0, \beta = 0.55

Fig. 2.2. Dependence of the potential well profile on the number n of expansion
terms taken into account. Curve (1) – n = 2, curve (2) – n = 3, curve (3) – n = 4,

curve (4) – n \rightarrow \infty . Parameters \lambda = 1.0, \beta = 0.55

то получаем, что можно выделить две области: z < D и z > D с условием \rho (z = D) = 0.
Так как \rho (z = 0) = eN

2/3
0 , то наиболее простое решение для уравнения Больцмана

имеет вид: \Biggl\{ 
\rho (z) = eN

2/3
0

\Bigl( 
1 - z

D

\Bigr) 
, z < D,

\rho (z) =  - A (z  - D) e - 
z - D

a , z > D,
(2.18)

где D \sim = 2/kF = 89
\circ 
A , a – длина потенциала экранирования Томаса-Ферми [16] - [18].

Подставим (2.18) в (2.17) и проинтегрируем:

Q =

D\int 
0

\rho (z) dz +

+\infty \int 
D

\rho (z) dz =

D\int 
0

eN
2/3
0

\Bigl( 
1 - z

D

\Bigr) 
dz  - 

+\infty \int 
D

A (z  - D) e - 
z - D

a dz =

= eN
2/3
0

\biggl( 
z  - z2

2D

\biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| D
0

 - A

\left(   - a (z  - D) e - 
z - D

a

\bigm| \bigm| \bigm| +\infty 

D
+ a

+\infty \int 
D

e - 
z - D

a dz

\right)  =

=
eN

2/3
0 D

2
 - A

\biggl( 
 - a2e - z - D

a

\bigm| \bigm| \bigm| +\infty 

D

\biggr) 
=
eN

2/3
0 D

2
 - Aa2 = 0.

Получим выражение для нормировочной постоянной:

A =
eN

2/3
0 D

2a2
. (2.19)
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Подставим (2.18) в уравнение Шредингера (2.1), получим распределение потенциала:
Для z < D:

V (z) =  - 4\pi 

\chi 

z\int 
0

\left(  z\int 
0

eN
2/3
0

\Bigl( 
1 - z

D

\Bigr) 
dz

\right)  dz =  - 4\pi eN
2/3
0

\chi 

z\int 
0

\biggl( 
z  - z2

2D

\biggr) 
dz =

=  - 4\pi eN
2/3
0

\chi 

\biggl( 
z2

2
 - z3

6D

\biggr) 
+ V (0) =  - 2\pi eN

2/3
0

\chi 

\biggl( 
z2  - z3

3D

\biggr) 
+ V (0) .

Для z > D:

V (z) =  - 4\pi 

\chi 

z\int 
0

\left(  z\int 
0

\Bigl[ 
 - A (z  - D) e - 

z - D
a

\Bigr] 
dz

\right)  dz =

=
4\pi A

\chi 

z\int 
0

\Bigl( 
 - a2e - z - D

a  - a (z  - D) e - 
z - D

a

\Bigr) 
dz =

=  - 4\pi Aa

\chi 

\Bigl( 
 - 2a2e - 

z - D
a  - a (z  - D) e - 

z - D
a

\Bigr) 
+ C =

=
4\pi Aa2

\chi 
(z  - D + 2a) e - 

z - D
a + C =

=
2\pi eN

2/3
0 D

\chi 
(z  - D + 2a) e - 

z - D
a + C.

С учетом условия V (+\infty ) = 0 получим C = 0.
Сшивка решений при z = D:

 - 2\pi eN
2/3
0

\chi 

\biggl( 
D2  - D3

3D

\biggr) 
+ V (0) =

2\pi eN
2/3
0 D

\chi 
2a

V (0) =
4\pi eN

2/3
0

\chi 

\biggl( 
1

3
D2 + aD

\biggr) 
.

Окончательно получим:

V (z) =  - 2\pi 

\chi 

\biggl[ 
eN

2/3
0

\biggl( 
z2  - z3

3D

\biggr) \biggr] 
+

4\pi eN
2/3
0

\chi 

\biggl( 
1

3
D2 +Da

\biggr) 
, z < D, (2.20)

V (z) =
2\pi eN

2/3
0 D

\chi 
(z  - D + 2a) e - 

z - D
a , z > D. (2.21)

С учетом граничных условий (2.3) получим:

E (0) = eV0 =
4\pi e2N

2/3
0

\bigl( 
1
3D

2 + aD
\bigr) 

\chi 
, (2.22)

тогда длина потенциала экранирования Томаса-Ферми может быть выражена следую-
щим образом:

a =
\chi E (0)

4\pi e2N
2/3
0 D

 - 1

3
D. (2.23)
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Для рассматриваемой структуры в длинноволновом пределе (\omega = 0) получим \chi \approx 
\approx 3.5 \cdot 10 - 6 см, откуда a \approx 10.9

\circ 
A .

На рис. 2.3–2.4 построены по формуле (2.13) кривые E (z) = eV (z) как функции
от подгоночных параметров \lambda и \beta , проведено сравнение данных кривых с профилем,
построенным по формулам (2.20)–(2.21).

Рис. 2.3. Зависимость профиля потенциальной ямы от значения параметра \lambda .
Кривая (1) – профиль потенциальной ямы, рассчитанный по формулам
(2.20)–(2.21), кривые (2)-(4) – вычисленные по формуле (2.13) профили
потенциальной ямы для значений параметра \lambda = 1.1, \lambda = 1.0 и \lambda = 0.9

соответственно

Fig. 2.3. Dependence of the potential well profile on the value of the parameter \lambda .
Curve (1) is the potential well profile calculated using formulas (2.20)–(2.21), curves

(2)-(4) are the potential well profiles calculated using formula (2.13) for the
parameter values \lambda = 1.1, \lambda = 1.0 and \lambda = 0.9, respectively

Анализ зависимостей профилей от параметров позволяет подобрать значения \lambda =
= 1.0 и \beta = 0.55, при которых аппроксимация профиля наиболее точно соответствует
профилю, построенному по формулам (2.20)–(2.21).

3. Обсуждение результатов

Представим решение уравнения (2.7) в виде

\psi +
k (\widetilde z) = eik\widetilde z+i\eta (k)

\infty \sum 
j=0

bj (k) e
 - j\lambda \widetilde z (3.1)
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Рис. 2.4. Зависимость профиля потенциальной ямы от значения параметра \beta .
Кривая (1) – профиль потенциальной ямы, рассчитанный по формулам
(2.20)–(2.21), кривые (2)-(4) – вычисленные по формуле (2.13) профили
потенциальной ямы для значений параметра \beta = 0.5, \beta = 0.55 и \beta = 0.6

соответственно

Fig. 2.4. Dependence of the potential well profile on the value of the parameter \beta .
Curve (1) is the potential well profile calculated using formulas (2.20)–(2.21), curves

(2)-(4) are the potential well profiles calculated using formula (2.13) for the
parameter values \beta = 0.5, \beta = 0.55 and \beta = 0.6, respectively

и подставим в уравнение (2.7). Получим следующие выражения для коэффициентов
дифференциального уравнения:\left[   - k2 \infty \sum 

j=0

bj (k) - 2ik\lambda 

\infty \sum 
j=0

bj (k) j + \lambda 2
\infty \sum 
j=0

bj (k) j
2+

+

\Biggl[ 
E0

EF
(\beta + 1)

\infty \sum 
n=0

( - 1)
n
\beta n exp ( - (n+ 1)\lambda \widetilde z) - Ej

EF

\Biggr] \infty \sum 
j=0

bj (k)

\right]  exp ( - j\lambda \widetilde z) = 0, (3.2)

b1 (k) =  - E0 (\beta + 1)

EF\lambda (\lambda 2 + 4k2)
(\lambda + 2ik) , (3.3)

bj (k) =  - E0 (\beta + 1)

EF\lambda (j3\lambda 2 + 4k2j)
[j\lambda + 2ik]

\infty \sum 
n=0

( - 1)
n
\beta nbj - (n+1) (3.4)

при начальных условиях b0 = 1 и фазовом сдвиге:\sum 
j=0

bj (k) =  - e - i\eta (k). (3.5)
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Решим уравнение (2.1), преобразовав его к виду:\biggl( 
 - d2

d\widetilde z2 + \varphi (\widetilde z) - k2
\biggr) 
\psi +
k (\widetilde z) = 0. (3.6)

Запишем решение уравнения (3.6) в виде (3.1) и после подстановки в уравнение (3.6)
и сокращения на фазовый множитель получим уравнение:\sum 

bj (k)

\biggl( 
j2\lambda 2  - 2ikj\lambda 

P (1 - \beta )
+ 1

\biggr) 
= 0 (3.7)

Тогда при b0 = 1 и фазовом сдвиге (3.5) получим:

bj (k) =  - P (bj - 1  - \beta bj - 2)

\lambda 2j2  - 2ikj\lambda 
. (3.8)

Тогда волновая функция будет иметь вид:

\psi +
1 (\widetilde z) = ei\widetilde z \infty \sum 

j=0

bj (1) e
 - j\lambda \widetilde z. (3.9)

Рис. 3.1. Профиль потенциальной ямы умеренно легированного
гетероперехода и волновая функция

Fig. 3.1. Potential well profile of moderately doped heterojunction and wave
function

На рис. 3.1 показан профиль потенциальной ямы гетероперехода и волновая функ-
ция. В случае умеренно легированного гетероперехода AlGaAs (Si) /GaAs заполнена
одна подзона размерного квантования (k = 1).

Приведенный расчет зонной структуры гетероперехода используется для расчета
времени электрон-электронных взаимодействий [19], а также для описания дифракци-
онных процессов, происходящих в схожих по геометрии графеновых структурах [20–21].
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4. Заключение

Таким образом, в работе приведено совместное самосогласованное решение системы
дифференциальных уравнений Шредингера и Пуассона для расчета волновых функ-
ций и распределения потенциала одиночного умеренно легированного гетероперехода
AlGaAs (Si) /GaAs. Получено аналитическое решение системы уравнений Шрединге-
ра и Пуассона, т.е. найдены удобные для дальнейшего использования выражения для
потенциала экранирования и волновых функций. Полученное решение не накладывает
ограничений на геометрию и материалы наноструктуры и используется для расчета
времени электрон-электронных взаимодействий в умеренно и сильнолегированных ге-
тероструктурах AlGaAs (Si) /GaAs [19–21].

Благодарности. Авторы выражают признательность проф. Глазову С.Ю. и проф.
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