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Abstract. A comparative study of the efficiency of linear solvers within the Jacobian-free
Newton–Krylov (JFNK) framework for the numerical simulation of two-dimensional gas
dynamics equations using the discontinuous Galerkin method is presented. The classical
MINRES method and the modern induced dimension reduction method IDR(s) with various
values of parameter s are considered. The study is performed on the example of the
Kelvin—Helmholtz instability problem. The accuracy of the obtained numerical solutions,
spectral characteristics of the flow, and computational performance of the algorithms are
analyzed. All IDR(s) variants are shown to provide a quality of vortex structure resolution
and energy spectra comparable to that of MINRES. Meanwhile, all methods from the IDR(s)
family require significantly less wall-clock time per time step compared to MINRES, achieving
a speedup factor from 1.5 to 2.5, depending on the dimension of the auxiliary subspace. The
IDR(4) method demonstrates the best balance between convergence rate and computational
cost, which allows us to recommend it as an efficient linear solver within the JFNK approach
for unsteady computational fluid dynamics problems.
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1. Введение

Разрывный метод Галёркина (Discontinuous Galerkin, DG) является эффективным
инструментом для численного решения уравнений в частных производных гиперболи-
ческого и параболического типов [1–5]. Метод обеспечивает высокий порядок точности
на неструктурированных сетках, обладает естественным параллелизмом и демонстри-
рует устойчивость при решении задач с преобладанием конвективных членов.

При решении, например, уравнений газовой динамики для малых чисел Маха [6, 7]
явные схемы дискретизации по времени становятся неэффективными вследствие жёст-
ких ограничений на шаг по времени, определяемых условием Куранта. Применение
неявных схем [4] позволяет использовать большие шаги по времени; однако на каждом
временном слое возникает необходимость решения больших систем нелинейных урав-
нений, которые часто оказываются плохо обусловленными [8]. Классические итераци-
онные методы могут демонстрировать существенное снижение скорости сходимости с
ростом числа степеней свободы и увеличением порядка аппроксимации, что требует
применения более эффективных решателей.

Для решения систем нелинейных уравнений хорошо зарекомендовал себя безмат-
ричный метод Ньютона–Крылова (Jacobian–free Newton–Krylov method, JFNK) [9, 10].
Основная идея этого метода заключается в выполнении ньютоновских итераций без
явного формирования матрицы Якоби. Ключевым компонентом JFNK является выбор
итерационного метода для решения внутренней линейной системы.

В данной работе проводится сравнительный анализ двух классов линейных реша-
телей: классического метода минимальных невязок (MINRES) [11] и современного ме-
тода индуцированной размерности IDR(s) [12, 13]. Методы сравниваются в контексте
их применения внутри JFNK для решения двумерных уравнений газовой динамики на
примере задачи о развитии неустойчивости Кельвина–Гельмгольца [14, 15].

2. Система уравнений газовой динамики

Рассматривается двумерная система уравнений газовой динамики, записанная в
консервативной форме:

\partial U

\partial t
+\nabla \nabla \nabla \cdot FFF (U) = 0, (2.1)

где

U =

\left\{           
\rho 
\rho u
\rho v
\rho E
\rho c

\right\}           , FFF (U) =

\left(      
\left\{           

\rho u
\rho u2 + p
\rho uv

(\rho E + p)u
\rho uc

\right\}           ,

\left\{           
\rho v
\rho uv

\rho v2 + p
(\rho E + p)v

\rho vc

\right\}           

\right)      ,

\rho – плотность, u, v – компоненты вектора скорости, p – давление, E – полная энергия,
c – массовая концентрация.

Уравнение состояния

p = \rho \varepsilon (\gamma  - 1) (2.2)

замыкает систему.
Начальные и граничные условия ставятся в соответствии с решаемой задачей.
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3. Численный метод

Для дискретизации системы уравнений (2.1) будем использовать метод Галёрки-
на с разрывными базисными функциями [1–5]. Для этого покроем расчётную область
\Omega \subset \BbbR 2 сеткой \Omega h = \{ Cj | j = 1, Nh\} , где Cj – ячейки сетки. Введём пространство

V p
h =

\bigl\{ 
v \in L2(\Omega ) : v| Cj \in Pp(Cj), j = 1, Nh

\bigr\} 
,

где Pp(Cj) – пространство полиномов степени не выше p на элементе Cj .
Зададим в V p

h базис

\^\varphi k(x, y) =

Nh\sum 
j=1

\varphi jk(x, y), (3.1)

где

\varphi jk(x, y) =

\left\{     
\biggl( 
x - xcj
\Delta xj

\biggr) \alpha k
\biggl( 
y  - ycj
\Delta yj

\biggr) \beta k

, если (x, y) \in Cj ;

0, в противном случае;
(3.2)

здесь \alpha k + \beta k \leq p, k = 1, N\varphi , N\varphi = p(p+ 1)/2, (xcj , ycj) – центр масс ячейки Cj .
Приближенное решение ищется в виде

Uh(t, x, y) =

N\varphi \sum 
k=1

Nh\sum 
j=1

Ujk(t)\varphi jk(x, y). (3.3)

После подстановки в слабую форму уравнений и интегрирования по частям полу-
чим:

N\varphi \sum 
k=1

d

dt
Ujk(t)

\int 
Cj

\varphi jk\varphi jmdV =

\int 
Cj

FFF \cdot (\nabla \varphi jm)dV  - 
\oint 

\partial Cj

( \^FFF \cdot nnn)\varphi jmdS, (3.4)

где m = 1, N\varphi , j = 1, Nh. Здесь \^FFF – численный поток, который определяется как
приближенное решение задачи Римана о распаде разрыва (например, решатели Лакса–
Фридрихса–Русанова, HLLC и т. д.).

Запишем (3.4) в виде системы обыкновенных дифференциальных уравнений:

A
dUh

dt
= \scrL (Uh), (3.5)

где
A = diag(A1, . . . , ANh

),

Uh = (U11, U12, . . . , U1N\varphi , . . . , UNh1, UNh2, . . . , UNhN\varphi )
T ,

Aj – матрица, составленная из элементов a
j
mk =

\int 
Cj

\varphi jk\varphi jmdV .

Для интегрирования (3.5) по времени будем использовать неявную схему

Uh  - Uh

\tau 
= A - 1\scrL (Uh), (3.6)
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где Uh – искомые коэффициенты разложения решения по базису на текущий момент
времени; Uh – коэффициенты разложения решения по базису, соответствующие преды-
дущему шагу по времени.

Перепишем систему (3.6) в виде

\scrQ h(Uh) = Fh, (3.7)

где

\scrQ h(Uh) =
1

\tau 
Uh  - A - 1\scrL (Uh), Fh =

1

\tau 
Uh.

Для решения системы (3.7) используется безматричный метод JFNK [9, 10]. Основ-
ная идея этого метода заключается в выполнении ньютоновских итераций без явного
формирования матрицы Якоби.

Алгоритм состоит из внешних итераций:

U
(\alpha +1)
h = U

(\alpha )
h + \theta \Delta h, \alpha = 0, 1, . . . , U

(0)
h = Uh, (3.8)

где \theta — параметр регуляризации, который вводится для управления сходимостью ме-
тода Ньютона [5]

Приращение \Delta h находится как решение системы линейных алгебраических уравне-
ний вида

J \Delta h = Fh  - \scrQ h(U
(\alpha )
h ), (3.9)

где

J =
\partial \scrQ h

\partial Uh

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
U

(\alpha )
h

. (3.10)

Ключевой особенностью JFNK является применение какого-либо крыловского ме-
тода для решения (3.9) и безматричная аппроксимация действия якобиана (3.10) на
вектор:

Jv \approx \scrQ h(U
(\alpha )
h + \varepsilon Jv) - \scrQ h(U

(\alpha )
h )

\varepsilon J
, (3.11)

где \varepsilon J — малое возмущение, выбираемое из соображений баланса между погрешно-
стью аппроксимации и ошибками округления. При слишком большом \varepsilon J возрастает
погрешность аппроксимации из-за нелинейных свойств оператора \scrQ h, при слишком
малом — начинают доминировать ошибки округления при вычитании близких чисел.
На практике \varepsilon J для каждой задачи может быть различным и выбирается исходя из ее
постановки.

Для решения системы линейных алгебраических уравнений (3.9) в данной работе
применяются метод минимальных невязок (MINRES) и метод IDR(s).

Для системы вида \bfitA \bfitx = \bfitb . Итерационная схема MINRES имеет вид:

\bfitx k+1 = \bfitx k  - \tau k\bfitr k, \bfitr k = \bfitA \bfitx k  - \bfitb , \tau k =
(\bfitA \bfitr k, \bfitr k)

(\bfitA \bfitr k,\bfitA \bfitr k)
, k = 0, 1, . . . .

Метод обладает гарантированной сходимостью для симметричных (или близких к
симметричным) невырожденных систем, но может медленно работать на плохо обу-
словленных системах, характерных для DG-дискретизаций высокого порядка.

В основе метода IDR(s) лежит следующая

Р.В. Жалнин, А.Д. Мулюгин, В.В. Вдовин. Сравнительный анализ линейных решателей . . .



104 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2026. Vol. 28, No. 2.

Те о р ем а 3.1 (IDR [12]). Пусть A \in \BbbC N\times N – произвольная матрица,
\bfitvargamma 0 \in \BbbC N – ненулевой вектор, \scrG 0 = \scrK N (A,\bfitvargamma 0) – полное крыловское пространство.
Пусть S \subset \BbbC N – произвольное собственное подпространство матрицы A, не име-
ющее с \scrG 0 нетривиального инвариантного подпространства. Определим последова-
тельность подпространств:

\scrG j = (I  - \omega jA)(\scrG j - 1 \cap S), где \omega j \not = 0.

Тогда:

\scrG j \subset \scrG j - 1 \forall j > 0,

\scrG j = \{ 0\} для j \leq N.

Листинг 3.1. Алгоритм IDR(s) [12]

Require: \bfitA \in \BbbC N\times N ; \bfitx 0, \bfitb \in \BbbC N ; \bfitP \in \BbbC N\times s; TOL \in (0, 1); MAXIT > 0
Ensure: \bfitx n such that \| \bfitb  - \bfitA \bfitx n\| \leq TOL

 \triangleleft Инициализация.
1: \bfitr 0 = \bfitb  - \bfitA \bfitx 0;
2: \bfitP = \mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{h}

\bigl( 
[\bfitr 0, \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}(N, s - 1)]

\bigr) 
3: for n = 0 to s - 1 do  \triangleleft Выполнить s шагов, чтобы построить векторы в \scrG 0

4: \bfitv = \bfitA \bfitr n; \omega = (\bfitv T\bfitr n)/(\bfitv 
T\bfitv );

5: d\bfitx n = \omega \bfitr n; d\bfitr n =  - \omega \bfitv ;
6: \bfitr n+1 = \bfitr n + d\bfitr n; \bfitx n+1 = \bfitx n + d\bfitx n;
7: end for
8: d\bfitR n+1 = (d\bfitr n \cdot \cdot \cdot d\bfitr 0); d\bfitX n+1 = (d\bfitx n \cdot \cdot \cdot d\bfitx 0);

 \triangleleft Построение подпространств \scrG j для j = 1, 2, 3, . . .
9: n = s
10: while \| \bfitr n\| > TOL or n < MAXIT do  \triangleleft Цикл по подпространствам \scrG j

11: for k = 0 to s do  \triangleleft Цикл внутри подпространства \scrG j

12: Найти \bfitc из \bfitP T d\bfitR n\bfitc = \bfitP T\bfitr n

13: \bfitv = \bfitr n  - d\bfitR n\bfitc ;
14: if k = 0 then  \triangleleft Первые векторы в \scrG j+1

15: \bfitt = \bfitA \bfitv ;
16: \omega = (\bfitt T\bfitv )/(\bfitt T \bfitt );
17: d\bfitr n =  - d\bfitR n\bfitc  - \omega \bfitt ;
18: d\bfitx n =  - d\bfitX n\bfitc + \omega \bfitv ;
19: else  \triangleleft Последующие векторы в \scrG j+1

20: d\bfitx n =  - d\bfitX n\bfitc + \omega \bfitv ;
21: d\bfitr n =  - \bfitA d\bfitx n;
22: end if
23: \bfitr n+1 = \bfitr n + d\bfitr n;
24: \bfitx n+1 = \bfitx n + d\bfitx n;
25: n = n+ 1;
26: d\bfitR n = (d\bfitr n - 1 \cdot \cdot \cdot d\bfitr n - s);
27: d\bfitX n = (d\bfitx n - 1 \cdot \cdot \cdot d\bfitx n - s);
28: end for
29: end while

На практике [13] алгоритм IDR(s) заключается в построении последовательности
приближений, невязки которых вытесняются из последовательности вложенных под-
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пространств, называемых подпространствами IDR. Каждое такое подпространство име-
ет размерность на единицу меньше предыдущего. Параметр s определяет глубину ре-
дукции и финальную размерность «рабочего» подпространства. Подробный алгоритм
приведен в листинге 3.1.

4. Задача о развитии неустойчивости Кельвина–Гельмгольца

В качестве тестовой была выбрана задача о развитии неустойчивости Кельвина–
Гельмгольца. Начальные условия задавались следующим образом [14, 15]:

\rho = 1 + 0.5 (tanh (y1) - tanh (y2)) ,

p = 10,

u = (tanh (y1) - tanh (y2) - 1) , (4.1)

v = 0.01 sin(2\pi x)
\bigl( 
exp

\bigl( 
 - \~y21

\bigr) 
 - exp

\bigl( 
 - \~y22

\bigr) \bigr) 
,

c = 0.5 (tanh (y1) - tanh (y2) + 2) ,

где y1 =
y  - 0.5

0.05
, y2 =

y  - 1.5

0.05
, \~y1 =

y  - 0.5

0.2
, \~y2 =

y  - 1.5

0.2
.

Расчётная область: \Omega = \{ (x, y) : 0 \leq x \leq 1, 0 \leq y \leq 2\} . На границе расчетной
области задавались периодические граничные условия.

Предварительно были выполнены расчеты для оценки влияния значений параметра
\varepsilon J на точность и скорость сходимости метода.

Таблица 4.1. Зависимость итерационных параметров от значения \varepsilon J
Table 4.1. Dependence of the iteration parameters on the value of \varepsilon J

Измеряемый параметр
\varepsilon J

10 - 4 10 - 5 10 - 6

Среднее число итераций Ньютона 2.00 2.03 2.05
Макс. число итераций Ньютона 3 2 3
Среднее число внутренних итераций 2.92 3.03 3.13
Средняя внутренняя невязка 4.79 \cdot 10 - 5 5.98 \cdot 10 - 5 5.11 \cdot 10 - 5

Среднее время шага, с 0.110505 0.099850 0.110435

Из таблицы 4.1 видно, что при \varepsilon J = 10 - 5 достигается наименьшее среднее время
выполнения для линейного решателя. При этом средняя невязка остаётся того же по-
рядка, что и для остальных значений \varepsilon J , то есть уменьшение параметра до 10 - 6 не даёт
заметного выигрыша по точности, но приводит к увеличению времени расчёта. Поэто-
му в качестве оптимального компромисса между скоростью вычислений и качеством
решения в расчетах использовалось значение \varepsilon J = 10 - 5.

Расчеты были выполнены на гибридной системе CPU+GPU (CPU: Intel Xeon @
2.00 GHz, 12 ГБ RAM; GPU: NVIDIA T4 Tensor Core, 16 ГБ VRAM) с параметрами,
приведенными в таблице 4.2.

На рис. 4.1 представлены шлирен-картины течения в нижней половине расчетной
области в момент времени t = 3. Видно формирование характерных вихревых структур,
что согласуется с известными результатами [14, 15].
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Таблица 4.2. Основные численные параметры расчёта
Table 4.2. Main numerical calculation parameters

Параметр Значение Описание
\varepsilon J 1.0\times 10 - 5 Точность для якобиана
\varepsilon lin 1.0\times 10 - 4 Точность линейного решателя
\varepsilon Newton 1.0\times 10 - 4 Точность метода Ньютона
Nmax

lin 100 Максимальное число итераций линейного решателя
Nmax

Newton 10 Максимальное число итераций метода Ньютона
Nx 256 Число узлов сетки по направлению x
Ny 512 Число узлов сетки по направлению y
\tau 1.0\times 10 - 4 Шаг по времени

Вычисление шлирен-сигнала осуществлялось на основе значений распределения по-
ля плотности по следующей формуле:

S =

\biggl( | \nabla \rho | 
\rho \ast 

\biggr) \kappa 

, \rho \ast = max
\Omega 

| \nabla \rho | , (4.2)

где \kappa – параметр, введенный для настройки контрастности изображения (в данном
случае использовалось значение \kappa = 0.4).

MINRES IDR(1) IDR(2)

IDR(4) IDR(8) IDR(16)

Рис. 4.1. Шлирен картина течения в области [0, 1]\times [0, 1] на момент времени
t = 3 с. Синие линии: x = 0.5 и y = 0.5. Красные линии: x = 0.1, x = 0.4, x = 0.6,

x = 0.9, y = 0.23, y = 0.75
Fig. 4.1. Schlieren image of the flow in the domain [0, 1]\times [0, 1] at time t = 3 s.
Blue lines: x = 0.5 and y = 0.5. Red lines: x = 0.1, x = 0.4, x = 0.6, x = 0.9,

y = 0.23, y = 0.75
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MINRES IDR(1) IDR(2)

IDR(4) IDR(8) IDR(16)

Рис. 4.2. Распределение значений \omega \ast в области [0, 1]\times [0, 1] на момент времени
t = 3 с

Fig. 4.2. Distribution of \omega \ast values in the domain [0, 1]\times [0, 1] at time t = 3 s

Сопоставление всех полученных изображений показывает, что основные вихревые
структуры воспроизводятся единообразно во всех расчётах: на каждом рисунке вихри
локализованы в пределах одних и тех же границ, обозначенных красными линиями.
Это свидетельствует о совпадении как положения, так и характерных размеров вих-
рей вне зависимости от выбранного метода. Положение центральной сдвиговой области
также практически идентично во всех вариантах расчёта, что подтверждает коррект-
ность воспроизведения течения в целом. Вместе с тем, для методов MINRES, IDR(4),
IDR(8) и IDR(16) шлирен-картины имеют более гладкий вид и лучше соответствуют
ожидаемой физической картине решения, в то время как для методов IDR(1) и IDR(2)
вблизи нижней границы расчётной области наблюдаются периодические возмущения.
Таким образом, увеличение параметра s в методе IDR(s) позволяет уменьшить влияние
численных артефактов.

На рис. 4.2 показано распределение значений величины \omega \ast для различных итераци-
онных методов. Значения \omega \ast вычисляются следующим образом:

\omega \ast = log(| \omega | + 10 - 5), \omega =
\partial v

\partial x
 - \partial u

\partial y
.

Из рис. 4.2 видно, что при использовании методов IDR(1) и IDR(2) результаты от-
личаются от результатов, полученных другими методами, незначительно. При этом
основная вихревая структура течения сохраняется: в левой и правой частях области
наблюдаются характерные области повышенной завихренности, соответствующие раз-
витию неустойчивости.

Анализ энергетического спектра Ek и спектра энстрофии Zk, представленных на
рис. 4.3, показывает, что графики практически совпадают во всём диапазоне волновых
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На рис. 4.5 показано среднее время выполнения одного шага для различных линей-
ных решателей с разделением на время работы самого линейного решателя и остав-
шуюся часть итерации Ньютона. Видно, что методы IDR(s) работают заметно быстрее
MINRES: минимальное суммарное время наблюдается для IDR(1), IDR(2) и IDR(4), то-
гда как при увеличении параметра s время постепенно возрастает. Наибольшие затраты
соответствуют методу MINRES, причём основная часть времени во всех случаях при-
ходится именно на решение линейной системы. Вклад остальных операций итерации
Ньютона меняется слабо, поэтому различие в общей скорости определяется главным
образом эффективностью выбранного линейного решателя.

Таблица 4.3. Невязки при решении СЛАУ в момент времени 3 секунды
Table 4.3. Residuals in solving systems of linear equations at a time of 3 seconds

Итерация IDR(1) IDR(2) IDR(4) IDR(8) IDR(16) MINRES
1 2.167e-03 2.064e-03 2.067e-03 2.076e-03 2.076e-03 2.228e-03
2 1.113e-04 1.002e-04 9.049e-05 9.016e-05 9.016e-05 5.821e-05
3 8.399e-05 8.022e-04 - - - -
4 - 3.978e-04 - - - -
5 - 6.682e-05 - - - -

В таблице 4.3 представлены невязки при решении СЛАУ в момент времени t = 3 с
для методов MINRES и IDR(s). Видно, что начальное значение невязки для всех мето-
дов имеет один порядок и составляет примерно 10 - 3. Уже после первой итерации все
методы существенно уменьшают невязку до уровня порядка 10 - 4, что говорит о доста-
точно быстрой начальной сходимости рассматриваемых итерационных алгоритмов.

Наиболее быстрое уменьшение невязки демонстрирует метод MINRES, который уже
ко второй итерации достигает наименьшего значения среди показанных методов. Ме-
тод IDR(2) ведёт себя менее монотонно: после уменьшения невязки на второй итерации
наблюдается её временный рост, после чего к пятой итерации она снова снижается до
уровня порядка 10 - 4. Таким образом, по данной таблице можно сделать вывод, что
все методы обеспечивают уменьшение невязки, однако наиболее устойчивую и быст-
рую сходимость на рассматриваемом временном шаге показывают MINRES, IDR(16),
IDR(8) и IDR(4), тогда как IDR(2) требует большего числа итераций и имеет менее
стабильный характер сходимости.

В результате вычислительных экспериментов получено, что IDR(4) требует в сред-
нем 3 итерации линейного решателя для достижения требуемой точности; обеспечивает
финальную невязку Ньютона гораздо меньшую, чем при использовании MINRES; об-
щее время на один временной шаг сокращается с \sim 0.438 с (MINRES) до \sim 0.396 с
(IDR(4)), что даёт ускорение в \sim 1.5 раза.

Таким образом, метод IDR(4) является предпочтительным выбором в качестве ли-
нейного решателя в составе JFNK-алгоритмов для нестационарных задач газовой ди-
намики. Его использование позволяет сократить общее время расчёта более чем в 1,5
раза и улучшить сходимость внешних итераций Ньютона

5. Заключение

В работе проведено сравнительное исследование эффективности классического ме-
тода минимальных невязок (MINRES) и семейства методов индуцированной размерно-
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сти IDR(s) в составе безматричного метода Ньютона-Крылова. Рассмотрение выполне-
но в контексте численного решения двумерных уравнений газовой динамики с помо-
щью неявной схемы для разрывного метода Галёркина на примере задачи о развитии
неустойчивости Кельвина—Гельмгольца.

Анализ полученных численных решений, включающий сопоставление шлирен-
картин течения и распределений завихренности, показал, что все рассмотренные ме-
тоды воспроизводят идентичную крупномасштабную вихревую структуру. Сравнение
энергетических спектров и спектров энстрофии не выявило между методами значимых
различий. Это свидетельствует о том, что замена MINRES на IDR(s) не вносит искаже-
ний в физическую картину течения и не ухудшает спектральные свойства численного
решения.

Методы семейства IDR(s) обеспечивают устойчивое ускорение расчётов по сравне-
нию с MINRES в 1,5–2,5 раза, причём наиболее экономичные варианты IDR(1), IDR(2)
и IDR(4) затрачивают лишь 40–45% времени MINRES. Хотя при больших s наблюда-
ется возрастание времени счёта на некоторых шагах по времени, производительность
IDR(8) и IDR(16) даже в эти моменты не опускается ниже уровня MINRES. Оптималь-
ным выбором по совокупности критериев — быстродействию, стабильности сходимости
и качеству решения — является метод IDR(4).

Таким образом, метод IDR(s) является эффективной и целесообразной альтер-
нативой традиционному MINRES в качестве линейного решателя в составе JFNK-
алгоритмов для нестационарных задач газовой динамики, решаемых с помощью DG-
дискретизаций высокого порядка. Полученные результаты особенно актуальны для
крупномасштабных расчетов, где сокращение времени выполнения является крити-
чески важным. В качестве рекомендованного значения параметра метода обоснован
выбор s = 4, обеспечивающий оптимальное сочетание быстродействия и надежности
на гибридных вычислительных системах с GPU.
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