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Abstract. In this paper, we present a method of constructing a preconditioner based on
machine learning methods for use in the numerical solution of the Poisson equation in porous
media modelling. The iterative conjugate gradient method is used to solve the problem. To
precondition a system of linear algebraic equations, we propose to approximate the inverse
Laplace operator using a convolutional neural network of the U-net architecture. We consider
two alternative approaches to the formation of a training dataset for a neural network.
The first method is based on the use of pairs of vectors and on the results of applying
the Laplace operator to them. In the second method, the training pairs are residual vectors
obtained by implementing the conjugate gradient method and results of applying the Laplace
operator to them. The neural network learning process is based on minimizing the L2-
norm relative error. We show that while using each of the presented learning methods,
the U-net neural network with five convolutional layers approximating the inverse Laplace
operator provides insufficient accuracy to reduce the number of iterations in the conjugate
gradient method. Therefore, the modified conjugate gradient method is stabilized and has
an irreducible residual.
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1. Введение

Численное решение уравнения Пуассона в гетерогенных средах является актуаль-
ной задачей, в том числе при моделировании распределений электрического потен-
циала в гетерогенных материалах [1, 2], стационарных температурных полей [3], рас-
пределения частиц, определяемых диффузионными процессами. Кроме того, решение
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уравнения Пуассона является важным этапом при моделировании потоков жидкости, в
частности, при рассмотрении многофазных потоков в открытых каналах [4–6], а также
многофазных потоков в пористых средах [7, 8].

Дискретизованное уравнение Пуассона – система линейных алгебраических урав-
нений (СЛАУ), матрица которой является самосопряженной и положительно опреде-
лённой. Такие системы эффективно решаются с использованием методов Крыловского
типа, среди которых широко распространён метод сопряженных градиентов [9]. Однако
скорость сходимости данного метода может снижаться с увеличением числа обуслов-
ленности матрицы при увеличении размера СЛАУ и появлении неоднородностей среды.

Поэтому для увеличения скорости сходимости применяются различные методы пре-
добуславливания: алгебраические методы, в том числе метод Якоби, неполная LU-
факторизация [9–11] и малоранговая аппроксимация матрицы или её LU-разложения
[12–14]. Распространены многосеточные методы [15–17]. Также эффективны методы,
основанные на построении оператора, обратного к оператору Лапласа, для упрощен-
ных моделей [18, 19].

Развитие методов машинного и глубокого обучения привело к появлению нового
направления в построении предобуславливателей [20–24]. Как правило, общий прин-
цип разработки предобуславливателей на основе машинного обучения заключается в
ускорении неполной LU-факторизации, разложения Холецкого или непосредственном
приближении обратного оператора Лапласа. В настоящей работе исследуется приме-
нимость архитектуры U-net для аппроксимации обратного оператора Лапласа с после-
дующим использованием в качестве предобуславливателя. В параграфе 2 приводится
постановка математической задачи. Принципы работы предобуславливателя на основе
машинного обучения обсуждаются в параграфе 3. Численные эксперименты представ-
лены в параграфе 4.

2. Постановка задачи

2.1. Математическая постановка

Рассматривается уравнение Пуассона в области \Omega = [X1, X2]\times [Y1, Y2]:

\nabla \cdot (\sigma (x, y)\nabla \psi (x, y)) = f(x, y). (2.1)

Предполагается, что коэффициент \sigma (x, y) строго положителен и ограничен. В данной
статье рассматриваются смешанные граничные условия. Условия Дирихле заданы при
x = X1 и x = X2, условия Неймана заданы при y = Y1 и y = Y2:

\psi (X1, y) = \psi 1, \psi (X2, y) = \psi 2,
\nabla \psi \cdot \vec{}n(x, Y1) = 0, \nabla \psi \cdot \vec{}n(x, Y2) = 0.

(2.2)

В этих обозначениях f(\vec{}x) – это правая часть, \psi 1 и \psi 2 – граничные условия.
Для решения поставленной задачи предлагается использовать консервативные

конечно-разностные схемы с гармоническим усреднением коэффициента \sigma при исполь-
зовании на гранях ячеек, как описано в [1], [18, 19], [25].

Дискретизированная задача может быть представлена в виде системы линейных
алгебраических уравнений:

A\vec{}\psi = \vec{}g, (2.3)
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где матрица A является самосопряженной положительно определенной размерности
NxNy \times NxNy, \vec{}\psi – векторное представление неизвестных, \vec{}g – вектор, содержащий дис-
кретизированные правые части и граничные условия, Nx и Ny – количество точек сетки
в каждом пространственном направлении.

2.2. Метод сопряженных градиентов с предобуславливанием

Матрица A системы (2.3) симметрична и положительно определена, следовательно,
для её решения применим метод сопряженных градиентов. Однако скорость сходимости
данного метода существенно зависит от числа обусловленности матрицы [9]. Число обу-
словленности системы может быть большим, более того, оно возрастает с увеличением
размера задачи и контрастности среды, коэффициента \sigma [19]. Для уменьшения числа
обусловленности и ускорения скорости сходимости используется предобуславливание.
Тогда модифицированная задача принимает вид

B - 1/2AB - 1/2B1/2 \vec{}\psi = B - 1/2\vec{}g.

Здесь оператор B – предобуславливатель. Новая матрица B - 1/2AB - 1/2 также сим-
метрична и положительно определена. Легко показать, что предобусловленный метод
сопряженных градиентов представим в виде:

1. \vec{}r0 = \vec{}g  - A\vec{}\psi 0, \vec{}p0 = B - 1\vec{}r0, \vec{}q0 = \vec{}p0;
do until converge

2. \alpha j =
(\vec{}qj , \vec{}rj)

(A\vec{}pj , \vec{}pj)
;

3. \vec{}\psi j+1 = \vec{}\psi j + \alpha j\vec{}pj ;

4. \vec{}rj+1 = \vec{}rj  - \alpha jA\vec{}pj , \vec{}qj+1 = B - 1\vec{}rj+1;

5. \beta j =
(\vec{}qj+1, \vec{}rj+1)

(\vec{}qj , \vec{}rj)
;

6. \vec{}pj+1 = \vec{}qj+1 + \beta j\vec{}pj .

В данных обозначениях \vec{}\psi – вектор решения, \vec{}g – исходная правая часть, \vec{}r – вектор
невязки, а \vec{}q и \vec{}p – вспомогательные векторы.

Наиболее трудозатратной частью алгоритма является вычисление действия предо-
буславливателя на невязку B - 1\vec{}rj+1. Существует несколько различных способов по-
строения B и вычисления действия B - 1\vec{}rj+1. Наиболее универсальный подход осно-
ван на алгебраических принципах. Например, предобуславливатель Якоби требует об-
ращения главной диагонали исходной матрицы. Предобуславливатели, основанные на
неполном LU-разложении и разложении Холецкого, улучшают сходимость, но требуют
хранения коэффициентов, что приводит к высоким требованиям к памяти. Эффектив-
ным подходом к решению уравнения Пуассона является использование многосеточных
методов как напрямую, так и в качестве предобуславливателя [9], [15]. Однако эффек-
тивность многосеточных методов сильно зависит от контраста, коэффициента уравне-
ния \sigma . С другой стороны, если B = A, то итерационный процесс сходился бы за одну
итерацию. Однако обращение матрицы B эквивалентно решению исходной задачи. По-
этому был предложен набор подходов, где матрица B \approx A, но при этом её относительно
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легко обращать. В частности, может быть рассмотрен оператор, соответствующий одно-
родной модели \sigma = const, обращаемый с использованием псевдоспектрального метода
[18], [26], или с помощью спектрального одномерного матричного разложения. Такой
подход значительно улучшает сходимость метода сопряжённых градиентов для уравне-
ния Пуассона, но его эффективность снижается с увеличением контрастности коэффи-
циентов уравнения. Кроме того, использование псевдоспектрального и спектрального
подходов требует трудозатратных вычислений на каждой итерации. Чтобы ускорить
вычисление действия предобуславливателя, т.е. B - 1\vec{}rj+1 для любой матрицы B, в на-
стоящей работе использованы методы машинного обучения.

3. Предобуславливатель на основе машинного обучения

Основное предположение предлагаемого подхода заключается в том, что необхо-
димо решить уравнение Пуассона для фиксированной модели \sigma (x, y) для множества
различных правых частей. В этом случае разумно обучить нейронную сеть, которая
приближала бы действие оператора B - 1, а затем многократно применять ее в каче-
стве предобуславливателя для решения системы. В данной работе предлагается спо-
соб построения предобуславливателя для аппроксимации обратного оператора, вместо
уменьшения числа обусловленности матрицы или её нормы напрямую, как описано в
работе [20]. Итак, необходимо построить отображение

\scrF [\vec{}r] = \vec{}qF \approx B - 1\vec{}r.

В данном исследовании используется нейронная сеть архитектуры U-net [27], ко-
торая представляет собой сверточную нейросеть, широко используемую для обработ-
ки изображений, обработки сейсмических данных [28–30]. Архитектура U-net с пятью
сверточными слоями показана на рис. 3.1. Для обучения такой нейронной сети рас-
сматривается серия изображений U1, ..., Um размером 128\times 128 пикселей. Изображения
могут быть представлены в виде векторов \vec{}u1, ..., \vec{}um длиной 1282. Далее вычислялось
действие оператора Лапласа на набор данных для получения второй серии векторов
\vec{}v1, ..., \vec{}vm, таких, что \vec{}vk = A\vec{}uk, их аналогично можно представить в виде изображений
V1, ..., Vm. Далее сеть U-net была обучена отображать множество V1, ..., Vm на множе-
ство U1, ..., Um. Таким образом, нейросеть обучена обращать матрицу A. Используемая
функция потерь имеет вид:

Loss =

m\sum 
k=1

\biggl[ 
\lambda rel

\| \vec{}uk  - \scrF [\vec{}uk]\| 22
\| \vec{}uk\| 22

+ \lambda pos max\{ 0, - (\vec{}uk,\scrF [\vec{}uk])\} 
\biggr] 
,

где \lambda rel и \lambda pos – веса, а ( \cdot , \cdot ) – обозначение стандартного скалярного произведения
векторов. Второй член используется для обеспечения положительной определённости
отображения \scrF [\vec{}uk], важнейшего свойства предобуславливателя метода сопряженных
градиентов.

В работе рассматриваются альтернативные подходы к формированию обучающего
набора, каждый из которых обладает достоинствами и ограничениями. Первый подход
предполагает обучение с использованием 768 пар изображений в качестве обучающе-
го набора данных и 256 пар в качестве набора данных для валидации. В качестве
выходных данных предлагается использовать результаты применения действия опера-
тора Лапласа к входным изображениям с целью обучения нейросети восстановлению
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Рис. 3.1. Архитектура нейронной сети U-net

Fig. 3.1. U-net neural network architecture

изображений. Пример исходного изображения, результат действия оператора Лапласа
и восстановленное изображение представлены на рис. 3.2. Использование таких изоб-
ражений упрощает визуальную интерпретацию результатов работы нейросети U-net.
Однако такой подход может быть неэффективным при предобуславливании в методе
сопряженных градиентов, где необходимо применять предобуславливающий оператор
к вектору невязки.

Идея второго подхода следует из специфики применения нейронной сети в качестве
предобуславливателя в итерационном методе. Поскольку входными данными для сети в
методе сопряжённых градиентов с предобуславливанием являются невязки, возникаю-
щие на каждой итерации, обоснованным является использование таких промежуточных
невязок в качестве обучающих образцов, т.е. использовались изображения из набора,
описанного выше, на них вычислялось действие оператора Лапласа для получения пра-
вых частей. Далее производился запуск итераций метода сопряжённых градиентов без
предобуславливания. В результате была получена серия векторов \vec{}pj и A\vec{}pj , которые бы-
ли использованы для обучения нейронной сети. Примеры исходных и восстановленных
векторов приведены на рис. 3.3.
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Рис. 3.2. Пример применения нейросети U-net к изображению. Слева –
исходное изображение, в центре – действие оператора Лапласа, справа –

изображение, полученное на выходе

Fig. 3.2. An example of applying a U-net neural network to an image. The source
image is on the left, the Laplace operator effect is in the middle, the output image is

on the right

Рис. 3.3. Пример применения нейросети U-net к вектору \vec{}pj , возникающему
при итерациях метода сопряжённых градиентов. Слева – исходное

изображение, в центре – действие оператора Лапласа, справа – изображение,
полученное на выходе

Fig. 3.3. An example of applying the U-net neural network to the vector \vec{}pj that
occurs during iterations of the conjugate gradient method. The source image is on
the left, the Laplace operator effect is in the middle, the output image is on the right

4. Численные эксперименты

В рамках численных экспериментов рассматривались неоднородные модели среды,
где \sigma = \sigma (x, y) – биномиальное распределение, определяемое как усеченное гауссово
распределение с длиной корреляции, равной 10 узлам сетки, и общей пористостью,
изменяющейся в пределах \{ 30\%, 35\%, 40\%, 45\%, 50\%\} . Примеры моделей с различны-
ми пористостями приведены на рис. 4.4. Предполагается, что проводимость материала,
заполняющего поры \sigma 1 (цветная точка на рис. 4.4), так же, как и проводимость \sigma 2 (чер-
ная) варьировалась в пределах заданных значений \{ 10 - 4, 10 - 3, 10 - 2, 10 - 1\} . Эти модели
близки к реальным образцам горных пород, где проводимость жидкости, заполняющей
поры, намного выше, чем у изолирующей фракции. Более того, геометрия порового
пространства песчаников хорошо предсказывается двухточечной статистикой, поэтому
может быть аппроксимирована усеченным гауссовым распределением.

Для изучения влияния неоднородности модели на сходимость метода сопряженных
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Рис. 4.4. Примеры моделей среды с пористостью: сверху слева – 35\%, сверху
справа – 40\%, снизу слева – 45\%, снизу справа – 50\%

Fig. 4.4. Examples of media models with porosity of 35\% is top left, 40\% is top
right, 45\% is bottom left, 50\% is bottom right

градиентов с предобуславливанием, были рассмотрены 10 реализаций статистической
модели для каждого фиксированного контраста пористости и электропроводности. Все-
го было рассмотрено 200 различных моделей. Для каждой модели была обучена нейрон-
ная сеть U-net, что может не являться оптимальным решением, однако ожидается, что
оно обеспечит максимально возможную точность. Фактически, нейросеть была обучена
строить обратный оператор Лапласа без каких-либо дополнительных приближений.

На каждой из 200 моделей среды решались с помощью метода сопряжённых гради-
ентов системы уравнений для нескольких различных правых частей. В качестве точно-
го решения использовались изображения из нашей коллекции. Для получения правых
частей применялся неоднородный оператор Лапласа, затем использовался метод сопря-
жённых градиентов с предобуславливанием для восстановления исходного решения. К
сожалению, разработанный алгоритм не сходился к точному решению. Таким образом,
было рассмотрено поведение невязок в методе сопряжённых градиентов с предобуслав-
ливанием на основе машинного обучения на различных моделях среды. На рис. 4.5-4.8
представлены зависимости величин невязок от номера итераций для 10 реализаций
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модели с фиксированной пористостью, равной 45\%, но с различными контрастами про-
водимости.

Рис. 4.5. Зависимость значения невязки от числа итераций для модели с
контрастом проводимости \sigma 1/\sigma 2 = 101. Полупрозрачные линии соответствуют
экспериментам для различных моделей, жирная линия показывает усреднённые

значения по всем экспериментам

Fig. 4.5. Dependence of the residual value on the number of iterations for a model
with conduction contrast \sigma 1/\sigma 2 = 101. The translucent lines correspond to

experiments for different models, the bold line shows the average values over all
experiments

Рис. 4.6. Зависимость значения невязки от числа итераций для модели с
контрастом проводимости \sigma 1/\sigma 2 = 102. Полупрозрачные линии соответствуют
экспериментам для различных моделей, жирная линия показывает усреднённые

значения по всем экспериментам

Fig. 4.6. Dependence of the residual value on the number of iterations for a model
with conduction contrast \sigma 1/\sigma 2 = 102. The translucent lines correspond to

experiments for different models, the bold line shows the average values for over
experiments
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Рис. 4.7. Зависимость значения невязки от числа итераций для модели с
контрастом проводимости \sigma 1/\sigma 2 = 103. Полупрозрачные линии соответствуют
экспериментам для различных моделей, жирная линия показывает усреднённые

значения по всем экспериментам

Fig. 4.7. Dependence of the residual value on the number of iterations for a model
with conduction contrast \sigma 1/\sigma 2 = 103. The translucent lines correspond to

experiments for different models, the bold line shows the average values over all
experiments

Рис. 4.8. Зависимость значения невязки от числа итераций для модели с
контрастом проводимости \sigma 1/\sigma 2 = 104. Полупрозрачные линии соответствуют
экспериментам для различных моделей, жирная линия показывает усреднённые

значения по всем экспериментам

Fig. 4.8. Dependence of the residual value on the number of iterations for a model
with conduction contrast \sigma 1/\sigma 2 = 104. The translucent lines correspond to

experiments for different models, the bold line shows the average values over all
experiments

Согласно представленным рисункам величина невязки быстро снижается на пер-
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вых итерациях, а затем достигает асимптотического значения, далекого от нуля. Эти
значения не зависят от пористости модели, но чувствительны к контрасту проводимо-
сти. Чтобы оценить эту зависимость, была произведена оценка неустранимой невязки
для всех экспериментов, и вычислено ее среднее значение по всем моделям среды и
реализациям. Также было оценено среднее значение функции потерь нейросети U-net
по статистическим моделям и реализациям. Кроме того, значения функции потерь при
обучении U-net и неустранимой невязки приведены в таблице 4.1. Можно видеть, что
функция потерь достигает примерно одного и того же значения – около 30% для всех
контрастов проводимости. Однако неустранимый остаточный эффект уменьшается с
увеличением контраста.

Таблица 4.1. Погрешность действия нейросети в пространстве L2 и значение
неустранимой невязки для различных контрастов проводимости

Table 4.1. The error of the neural network in the L2 space and the value of the
irremovable residual for different conductivity contrasts

\sigma 1/\sigma 2 Погрешность в L2 Неустранимая невязка
104 0.28 9.48 \cdot 10 - 4

103 0.24 5.22 \cdot 10 - 3

102 0.28 4.57 \cdot 10 - 3

101 0.34 1.76 \cdot 10 - 2

5. Заключение

В данной работе представлен подход к построению предобуславливателя на основе
машинного обучения для решения уравнения Пуассона методом сопряженных градиен-
тов. Предложен предобуславливатель для аппроксимации обратного оператора Лапла-
са для пространственно изменяющихся коэффициентов модели пористой среды. Была
использована нейронная сеть архитектуры U-Net для аппроксимации действия обрат-
ного оператора Лапласа с прямой минимизацией относительной ошибки (не невязки).
Удалось достичь точности аппроксимации на основе машинного обучения, которая со-
ставила всего 30%. Такой точности оказалось недостаточно для обеспечения сходимо-
сти метода сопряженных градиентов. Разработанный «предобусловленный» алгоритм
не сходится к решению, но стабилизируется, обладая неустранимой невязкой порядка
10 - 3. В данном исследовании также был проигнорирован тот факт, что предобуславли-
ватель в методе сопряжённых градиентов должен быть линейным самосопряженным и
положительно определенным оператором. Таким образом, возможным способом улуч-
шения качества предобуславливания на основе машинного обучения является включе-
ние этих условий для ограничения функции потерь при обучении нейронной сети.

Благодарности. Постановка задачи выполнена В. Лисицей, разработка и реализа-
ция предобуславливателя выполнена Е. Чекменёвой при финансовой поддержке РНФ
в рамках гранта N 22-11-00004-П. Численные эксперименты выполнены Т. Хачковой в
рамках гос. задания ИМ СО РАН FWNF-2026-0025.

Е.А. Чекменёва, Т.С. Хачкова, В.В. Лисица. Предобуславливатель на основе машинного обучения . . .



94 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2026. Vol. 28, No. 2.

Список литературы

1. Хачкова Т.С., Лисица В.В., Решетова Г.В., Чеверда В.А. Численная оцен-
ка удельного электрического сопротивления горных пород по их цифро-
вым изображениям с использованием графических со-процессоров. // Вычис-
лительные методы и программирование. 2020. Т. 21, вып. 3. С. 306–318.
DOI:10.26089/NumMet.v21r326
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