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Abstract. In the paper a system of non-stationary incompressible Navier-Stokes equations
in skew-symmetric form with inhomogeneous Dirichlet boundary conditions is considered.
The domain is a bounded non-convex polygon with an incoming corner at the boundary.
The problem is described in skew-symmetric form, rather than in the well-known convective
form, due to the fact that an approximate solution of the latter one often disrupts the
kinetic energy balance in turbulent flows. By discretizing the initial system of equations in
time and linearizing it, an Oseen-type problem is obtained at each time layer. A concept
of an R\nu -generalized solution in sets of S.L. Sobolev weighted spaces is defined. A scheme
of weighted finite element method is constructed based on this concept. A definition of an
approximate R\nu -generalized solution is introduced. A comparative numerical analysis of the
errors in solutions in skew-symmetric and convective forms is conducted, as well as in the
weighted and classical finite element methods of the problem under consideration. In both
comparisons, the advantage of the approach proposed is demonstrated.
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1. Введение

Большое количество исследований посвящено численному решению нестационар-
ных нелинейных уравнений Навье-Стокса. Исследователями рассматриваются различ-
ные формы уравнений: конвективная, вихревая, консервативная, кососимметричная и
др. [1–6]. Хорошо известно, что при дискретизации уравнений Навье-Стокса закон со-
хранения массы справедлив лишь в слабом (интегральном) смысле. Это означает невы-
полнение важных законов сохранения, таких как энергии, импульса, момента импульса
и др. [7–13].
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В частности, с точки зрения закона сохранения энергии не подходит применение
часто используемой конвективной формы уравнений Навье-Стокса [7]. В контексте вы-
шеупомянутого факта предпочтительнее применять другие формы уравнений, удовле-
творяющие этому закону [2], [14–17]. В представленной работе рассмотрим кососиммет-
ричную форму уравнений и проведём её численный анализ.

Из всего множества работ по тематике следует выделить класс задач, который рас-
сматривается в многоугольной области \Omega с входящим углом \omega на границе, т.е. в случае,
когда угол \omega \in (\pi , 2\pi ). Впервые в работе [18] описано поведение потока несжимаемой
жидкости в окрестности входящего угла между двумя неподвижными стенками. Автор
показал, что функция потока \psi имеет асимптотический вид

\psi \sim r1+\lambda ,

если вершина \omega находится в полюсе полярной системы координат (r, \varphi ). При этом по-
казатель \lambda – наименьшее положительное решение уравнения

sin (\lambda \omega 0) =  - \lambda sin \omega 0,

где \omega 0 – величина входящего угла \omega . Например, если величина угла \omega равна 3\pi /2,
то показатель \lambda приблизительно равен 0.54448. Функция потока \psi и вектор-функция
скорости \bfu = (u1, u2), компоненты которой имеют асимптотический вид

ui \sim r\lambda ,

регулярны, в то время как завихрённости и напряжения ведут себя асимптотически как
r\lambda  - 1. Это означает, что они сингулярны вблизи \omega . При этом для компонент вектора ско-
ростей ui известно, что ui /\in W 1+\lambda  - \varepsilon 

2 (\Omega ) [19]. В силу этого не существует классического
приближённого подхода, который обеспечит скорость сходимости к истинному реше-
нию, превосходящую \scrO (h\lambda ). При этом показатель \lambda тем меньше, чем больше раствор \omega 
(более подробно см. [1]). Аналогичная ситуация встречается при рассмотрении дву-
мерного потока между двумя неподвижными стенками со ступенькой [20] и в задаче
сжатого потока [21].

Для того, чтобы порядок сходимости был равен единице относительно величины
шага сетки h, необходимо определять не обобщённое, а R\nu -обобщённое решение. В ра-
боте [22] впервые было введено данное понятие для дифференциальных задач эллип-
тического типа. В [23–24] изучены дифференциальные свойства решения.

Целями настоящей работы являются:

❼ дискретизация по времени и линеаризация исходной системы Навье-Стокса в ко-
сосимметричной форме на основании схемы Кранка-Николсона;

❼ определение на каждом временном слое понятия R\nu -обобщённого решения;

❼ построение схемы специального метода конечных элементов [25] в качестве при-
ближённого подхода;

❼ сравнительный анализ и иллюстрация превосходства предложенного метода для
исходной задачи в кососимметричной форме над подходом решения задачи в кон-
вективной форме, а также над стандартным МКЭ.
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Существуют и другие подходы, которые условно можно поделить на три группы.
Первая из них – разрывный метод Галёркина (DG-метод) [26]. Метод позволяет исполь-
зовать геометрическое сгущение сетки в окрестности рассматриваемой особенности [27–
30]. Вторая группа основана на разделении регулярных и сингулярных составляющих
решения [31–34], третья – на специальной корректировке матрицы жесткости МКЭ в
окрестности \omega [35–36].

Работа состоит из введения, трёх параграфов и заключения. В параграфе 2 дана
постановка нестационарной системы в кососимметричной форме с неоднородными гра-
ничными условиями Дирихле, введены определения и обозначения, определено понятие
R\nu -обобщённого решения задачи, полученной в результате дискретизации по време-
ни и линеаризации исходной задачи. В параграфе 3 предложен приближённый метод
её решения. В параграфе 4 произведён сравнительный численный анализ: во-первых,
погрешностей решений системы уравнений Навье-Стокса в кососимметричной и кон-
вективной формах; во-вторых, построенного весового и классического (основанного на
определении обобщённого решения) МКЭ. В обоих сравнениях получено преимущество
предложенного в работе подхода. В заключении сделаны выводы и приведены необхо-
димые комментарии.

2. Постановка задачи. Понятие R\nu -обобщённого решения

Введем необходимые обозначения и определения:

❼ \Omega есть невыпуклый многоугольник с границей \partial \Omega , который содержит входящий
угол \omega , \pi < \omega < 2\pi ;

❼ R2 есть евклидово двумерное пространство;

❼ точка пересечения координатных осей R2 – \scrO , т.е. \scrO = (0, 0), вершина \omega с ней
совпадает;

❼ \bfx = (x1, x2) – элемент из R2, \| \bfx \| =
\bigl( 
x21 + x22

\bigr) 1/2
и d\bfx = dx1 dx2 его норма и мера

соответственно;

❼ \=\Omega = \Omega \cup \partial \Omega .

Пусть заданы векторные поля \bfa = (a1, a2),\bfb = (b1, b2) и скалярное поле c, тогда

div \bfa =
\partial a1
\partial x1

+
\partial a2
\partial x2

 - дивергенция поля \bfa ;

\nabla c =
\Bigl( \partial c
\partial x1

,
\partial c

\partial x2

\Bigr) T
 - градиент поля c;

\Delta c = div
\bigl( 
\nabla c
\bigr) 
=
\partial 2c

\partial x21
+
\partial 2c

\partial x22
 - оператор Лапласа поля c;

\Delta \bfa =
\bigl( 
\Delta a1,\Delta a2

\bigr) T
=
\Bigl( \partial 2a1
\partial x21

+
\partial 2a1
\partial x22

,
\partial 2a2
\partial x21

+
\partial 2a2
\partial x22

\Bigr) T
 - оператор Лапласа поля \bfa ;

\bfa \cdot \bfb =

2\sum 
i=1

ai bi и \nabla \bfa : \nabla \bfb =

2\sum 
i,j=1

\partial ai
\partial xj

\partial bi
\partial xj

.
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Рассмотрим течение ньютоновской жидкости, описанной с помощью системы неста-
ционарных несжимаемых уравнений Навье-Стокса в кососимметричной форме в обла-
сти \Omega . Пусть t – переменная времени, t \in (0, T ), Q = \Omega \times (0, T ) и \=Q = \=\Omega \times (0, T ), T > 0,
тогда для заданных векторных полей \bff : Q \rightarrow R2, \bfu 0 : \Omega \rightarrow R2. Требуется найти век-
торное поле скоростей \bfu = (u1, u2),\bfu : Q \rightarrow R2 и скалярное поле давления p : Q \rightarrow R,
такие, что выполнены соотношения:

\partial \bfu 

\partial t
 - \theta \Delta \bfu +

\bigl( 
\bfu \cdot \nabla 

\bigr) 
\bfu +

1

2

\bigl( 
div \bfu 

\bigr) 
\bfu +\nabla p = \bff , (2.1)

div \bfu = 0 в \=Q, (2.2)

начальное условие: \bfu (\bfx , 0) = \bfu 0 в \Omega (2.3)

и граничное условие:
\bfu = \bfg на \partial \Omega \times (0, T ), (2.4)

где \theta > 0 – коэффициент кинематической вязкости, а известное векторное поле \bfg удо-
влетворяет условию

\int 
\Omega 

div \bfg d\bfx = 0 \forall t \in (0, T ).

Проведём дискретизацию по времени задачи (2.1)–(2.4). Введём обозначения:
\bfu n = \bfu n(\bfx ) для векторного поля \bfu (\bfx , n\Delta t) и pn = pn(\bfx ) для скалярного поля p(\bfx , n\Delta t),
n = 0, N , T = N \cdot \Delta t, \Delta t – шаг дискретизации по переменной t. Пусть \alpha := 1/\Delta t,
zn+0.5 := 0.5(zn+1 + zn) и \bfU n – подходящая аппроксимация к u в (2.1) в момент време-
ни tn = n\Delta t.

Следовательно, для n = 0, N  - 1 решаем последовательность линеаризованных за-
дач. При известных \bfu n,\bfU n, pn, \bff n, \bff n+1 и \bfg n+1: найти \bfu n+1 и pn+1 как решение системы
уравнений:

\alpha \bfu n+1  - \theta \Delta \bfu n+0.5 +
\bigl( 
\bfU n \cdot \nabla 

\bigr) 
\bfu n+0.5 +

1

2

\bigl( 
div\bfU n

\bigr) 
\bfu n+0.5+

+\nabla pn+0.5 = \alpha \bfu n + \bff n+0.5 в \Omega , (2.5)

div \bfu n+1 = 0 в \=\Omega , (2.6)

\bfu n+1 = \bfg n+1 на \partial \Omega . (2.7)

Для того чтобы ввести понятие R\nu -обобщённого решения задачи (2.5)–(2.7) необхо-
димо определить весовые пространства и множества обобщённых функций.

Через \Omega \delta обозначим область, образованную в пересечении круга радиуса \delta ,
0 < \delta \ll 1, с центром в начале координат \scrO и \=\Omega . Определим в \Omega функцию \rho (\bfx ),
которая совпадает с функцией расстояния от точки \bfx до точки \scrO в \Omega \delta и продолжена
по непрерывности в \=\Omega \setminus \Omega \delta , т.е.

\rho (\bfx ) =

\Biggl\{ 
\| \bfx \| , если \bfx \in \Omega \delta ,

\delta , если \bfx \in \=\Omega \setminus \Omega \delta .

Такую функцию \rho (\bfx ) будем называть весовой функцией. Пусть

Dkz(\bfx ) =
\partial | k| z(\bfx )

\partial xk1
1 \partial xk2

2

,

k = (k1, k2), | k| = k1 + k2, ki – неотрицательное целое число.
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ЧерезW l
2,\gamma (\Omega ) (\gamma \geq 0) обозначим пространство функций z(\bfx ) с ограниченной нормой

\| z\| W l
2,\gamma (\Omega ) :=

\Bigl( \sum 
0\leq | k| \leq l

\| \rho \gamma (\bfx ) | Dkz(\bfx )| \| 2L2(\Omega )

\Bigr) 1/2
. (2.8)

Если l = 0, то пространство W 0
2,\gamma (\Omega ) функций z(\bfx ) будем обозначать через L2,\gamma (\Omega )

с нормой
\| z\| L2,\gamma (\Omega ) := \| z\| W 0

2,\gamma (\Omega ). (2.9)

Пусть
\circ 
W 1

2,\gamma (\Omega )= \{ z \in W 1
2,\gamma (\Omega ) : D1z| \partial \Omega = 0\} с ограниченной нормой (2.8) при

l = 1. Далее, обозначим через W 1
\infty ,\gamma (\Omega , C1) пространство функций z(\bfx ), удовлетворяю-

щих условию \| z\| W 1
\infty ,\gamma (\Omega ,C1) = max\{ vraimax

\bfx \in \Omega 
| \rho \gamma (\bfx ) z(\bfx )| , vraimax

\bfx \in \Omega 
| \rho \gamma +1(\bfx )D1z(\bfx )| \} \leq C1.

Пусть функция z(\bfx ) удовлетворяет условиям:

0 < C2 \leq \| z\| L2,\gamma (\Omega \setminus \Omega \delta ), (2.10)\bigm| \bigm| Dsz(\bfx )
\bigm| \bigm| \leq C3\delta 

\gamma  - \varepsilon \rho \varepsilon  - \gamma  - s(\bfx ),\bfx \in \Omega \delta , s = 0, 1, (2.11)

константа C3 не зависит от s, а малый параметр \varepsilon не зависит от s, \delta , \gamma и z(\bfx ).
Будем обозначать

❼ W 1
2,\gamma (\Omega , \delta )(

\circ 
W 1

2,\gamma (\Omega , \delta )) – множество z(\bfx ) из W 1
2,\gamma (\Omega )(

\circ 
W 1

2,\gamma (\Omega )), удовлетворяющих
(2.10) и (2.11), с ограниченной нормой (2.8) при l = 1;

❼ L2,\gamma (\Omega , \delta ) множество функций z(\bfx ) из пространства L2,\gamma (\Omega ), удовлетворяющих
условиям (2.10) и (2.11) при s = 0, с ограниченной нормой (2.9);

❼ L0
2,\gamma (\Omega , \delta ) = \{ z \in L2,\gamma (\Omega , \delta ) : \| \rho \gamma z\| L1(\Omega ) = 0\} с ограниченной нормой (2.9).

Будем говорить, что g(\bfx ) \in W
1/2
2,\gamma (\partial \Omega , \delta ), если существует такая функция G(\bfx ) \in 

W 1
2,\gamma (\Omega , \delta ), что G(\bfx ) = g(\bfx ) на \partial \Omega и \| g\| 

W
1/2
2,\gamma (\partial \Omega )

:= inf
G| \partial \Omega =g

\| G\| W 1
2,\gamma (\Omega ).

Далее жирным шрифтом выделены пространства и множества векторных полей
\bfv = (v1, v2). Здесь \bfv \in \bfL 2,\gamma (\Omega ), если компоненты vi \in L2,\gamma (\Omega ) с ограниченной вектор-

ной нормой \| \bfv \| \bfL 2,\gamma (\Omega ) =
\Bigl( 
\| v1\| 2L2,\gamma (\Omega ) + \| v2\| 2L2,\gamma (\Omega )

\Bigr) 1/2
.

Опр е д е л е н и е 2.1. Набор функций (\bfu n+1
\nu , pn+1

\nu ) из декартова произведения
множеств \bfW 1

2,\nu (\Omega , \delta ) \times L0
2,\nu (\Omega , \delta ) назовем R\nu -обобщенным решением задачи (2.5),

(2.6), если для каждого набора функций (\bfv , s) из декартова произведения множеств
\circ 
\bfW 1

2,\nu (\Omega , \delta ) \times L0
2,\nu (\Omega , \delta ) справедливы тождества:\int 

\Omega 

\Bigl[ 
\alpha \bfu n+1

\nu \cdot (\rho 2\nu \bfv ) + \theta \nabla \bfu n+0.5
\nu : \nabla (\rho 2\nu \bfv ) +

\Bigl( \bigl( 
\bfU n \cdot \nabla 

\bigr) 
\bfu n+0.5
\nu 

\Bigr) 
\cdot (\rho 2\nu \bfv h) +

1

2

\Bigl( 
div\bfU n

\Bigr) 
\times 

\times \bfu n+0.5
\nu \cdot (\rho 2\nu \bfv ) - pn+0.5

\nu div(\rho 2\nu \bfv )
\Bigr] 
d\bfx =

\int 
\Omega 

\Bigl( 
\alpha \bfu n

\nu + \bff n+0.5
\Bigr) 
\cdot (\rho 2\nu \bfv )d\bfx , (2.12)\int 

\Omega 

\rho 2\nu s div\bfu n+1
\nu d\bfx = 0, (2.13)

где \bfv \nu удовлетворяет условию (2.7) на \partial \Omega , (\bff n+0.5,\bfg n+1,\bfU n) \in \bfL 2,\beta (\Omega )\times \bfW 
1/2
2,\kappa (\partial \Omega , \delta )\times 

\times \bfW 1
\infty ,\gamma (\Omega , C1), \nu \geq \beta \geq 0, \nu \geq \kappa \geq 0, \gamma \leq 1, n = 0, N  - 1.
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З ам е ч а н и е 2.1. Вариационная постановка задачи (2.12)–(2.13) является
несимметричной.

З ам е ч а н и е 2.2. Существует единственное R\nu -обобщенное решение
(\bfu n+1

\nu , pn+1
\nu ) задачи (2.5)–(2.7) в постановке (2.12)–(2.13) (Теорема 1 в [37]).

З ам е ч а н и е 2.3. Чтобы найти приближённое решение задачи (2.1)–(2.4),
необходимо построить численный метод последовательного нахождения приближён-
ных решений задач (2.5)–(2.7) в постановке (2.12)–(2.13) при n = 0, N  - 1.

3. Построение приближённого метода решения задачи

Построим приближённый метод решения задачи (2.5)–(2.7), основанный на опреде-
лении R\nu -обобщённого решения. С этой целью выполним квазиравномерную триангу-
ляцию Th области \=\Omega , т.е. разобьём область \=\Omega на треугольники Ki, стороны которых
имеют длины порядка h [38]. Величину h назовём параметром триангуляции Th, а тре-
угольники Ki – макроэлементами. Каждый такой макроэлемент Ki с помощью точки
пересечения медиан представим как объединение трёх непересекающихся частей Lj

i ,
j = 1, 2, 3 – треугольников. Построенные треугольники будем называть конечными эле-
ментами Th.

На триангуляции Th определим пару конечно-элементных пространств Скотта-
Вогелиуса (С-В) второго порядка [39]. Кратко опишем основные положения (более по-
дробно они приведены в работах [40–41]). Через Rl и Sk обозначим вершины и середины
сторон конечных элементов Lj

i соответственно, которые назовём узлами.
Определим два множества Xh и Yh:

❼ Xh = X\Omega 
h \cup X\partial \Omega 

h = \{ Rl \cup Sk\} , где подмножества X\Omega 
h (X

\partial \Omega 
h ) – совокупность узлов,

принадлежащих \Omega (\partial \Omega );

❼ Yh – совокупность узлов, таких, что Nm совпадает с узлом Rl на треугольнике.

Здесь Nm и Ns, совпадающие с одним Rl, но относящиеся к соседним элементам, явля-
ются разными узлами.

З ам е ч а н и е 3.1. Xh и Yh – совокупности узлов для компонент векторного
поля скоростей и скалярного поля давления соответственно.

На триангуляции Th определим пару пространств С-В [39]:

1. Sh = \{ vh \in C(\=\Omega ) : vh| L \in P2(L) \forall L \in Th\} – для компонент векторного поля
скоростей, \varphi k(\bfx ) есть базисные функции Sh;

2. Gh = \{ qh \in L2(\Omega ) : q
h| L \in P1(L) \forall L \in Th\} – для скалярного поля давления, \psi l(\bfx )

есть базисные функции Gh.

З ам е ч а н и е 3.2. Функции qh терпят разрыв в узлах, а значит и на сторонах
конечных элементов L.

Отметим, что пространство Xh для компонент векторного поля скоростей есть соот-
ветствующее пространство пары конечно-элементных пространств Тейлора-Худа (Т-Х)
второго порядка [42], в то время как пространство Gh значительно больше по размер-
ности соответствующего пространства пары Т-Х [39].
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Благодаря определённой конечно-элементной паре \bfS h \times Gh(\bfS h = Sh \times Sh) построим
базисные функции специального вида [40].

Для компонент векторного поля скоростей:

\theta k(\bfx ) = \rho  - \nu \ast 
(\bfx )\varphi k(\bfx ), \varphi k(\bfx ) \in Sh, \varphi k(Ml) = \delta kl,

где \theta k – базисная функция, соответствующая узлу Mk \in Xh.
Для скалярного поля давления:

\chi s(\bfx ) = \rho  - \mu \ast 
(\bfx )\psi s(\bfx ), \psi s(\bfx ) \in Gh, \psi s(Nm) = \delta sm,

где \chi s – базисная функция, соответствующая узлу Ns \in Yh.
Показатели степеней весовой функции \nu \ast и \mu \ast есть вещественные числа, которые

являются свободными параметрами подхода, \delta ij – символ Кронекера.
Определим пространство Wh для компонент векторного поля скоростей. Если

\bfu n+1,h
\nu (\bfx ) = (un+1,h

1,\nu (\bfx ), un+1,h
2,\nu (\bfx )), то

un+1,h
1,\nu (\bfx ) =

dim Wh\sum 
k=1

un+1
1,k \cdot \theta k(\bfx ), un+1,h

2,\nu (\bfx ) =

dim Wh\sum 
k=1

un+1
2,k \cdot \theta k(\bfx ), (3.1)

un+1
1,k = \rho \nu 

\ast 
(Mk) \cdot \~un+1

1,k , un+1
2,k = \rho \nu 

\ast 
(Mk) \cdot \~un+1

2,k . (3.2)

Определим пространство Qh для скалярного поля давления pn+1,h
\nu (\bfx ):

pn+1,h
\nu (\bfx ) =

dim Qh\sum 
s=1

pn+1
s \cdot \chi s(\bfx ), (3.3)

pn+1
s = \rho \mu 

\ast 
(Ns) \cdot \~pn+1

s . (3.4)

Коэффициенты un+1
1,k , un+1

2,k в (3.1) и pn+1
s в (3.3) являются значениями решения си-

стемы (3.5)–(3.6) (см. ниже), а коэффициенты \~un+1
1,k , \~un+1

2,k в (3.2) и \~pn+1
s в (3.4) есть

приближённые значения решения (компонент векторного поля скоростей и скалярного
поля давления) задачи (2.5)–(2.7) в узлах Mk \in X\Omega 

h и Ns \in Yh соответственно.

Определим подпространство
\circ 
Wh в пространстве Wh:

\circ 
Wh= \{ vh \in Wh : vh(Mk) = 0, если Mk \in X\partial \Omega 

h \} 

и введём обозначения: \bfW h = Wh \times Wh,
\circ 

\bfW h=
\circ 
Wh \times 

\circ 
Wh, причём \bfW h \subset \bfW 1

2,\nu (\Omega , \delta ),
\circ 

\bfW h\subset 
\circ 
\bfW 1

2,\nu (\Omega , \delta ) и Qh \subset L0
2,\nu (\Omega , \delta ). Пусть W = dim

\circ 
Wh, Q = dim Qh.

Построенный приближённый подход будем называть весовым МКЭ. Определим на
его основе приближённое R\nu -обобщённое решение задачи (2.5)–(2.7).

Опр е д е л е н и е 3.1. Пару (\bfu n+1,h
\nu , pn+1,h

\nu ) \in \bfW h \times Qh назовем приближённым
по весовому методу конечных элементов R\nu -обобщённым решением задачи (2.5)–(2.6),

\bfu n+1,h
\nu удовлетворяет условию (2.7) в узлах X\partial \Omega 

h , если для всех пар (\bfv h, sh) \in 
\circ 

\bfW h \times Qh

справедливы интегральные тождества:\int 
\Omega 

\Bigl[ 
\alpha \bfu n+1,h

\nu \cdot (\rho 2\nu \bfv h) + \theta \nabla \bfu n+0.5,h
\nu : \nabla (\rho 2\nu \bfv h) +

\Bigl( \bigl( 
\bfU n \cdot \nabla 

\bigr) 
\bfu n+0.5,h
\nu 

\Bigr) 
\cdot (\rho 2\nu \bfv h)+
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+
1

2

\Bigl( 
div\bfU n

\Bigr) 
\bfu n+0.5,h
\nu \cdot (\rho 2\nu \bfv h) - pn+0.5,h

\nu div (\rho 2\nu \bfv h)
\Bigr] 
d\bfx =

=

\int 
\Omega 

\Bigl( 
\alpha \bfu n,h

\nu + \bff n+0.5
\Bigr) 
\cdot (\rho 2\nu \bfv h) d\bfx , (3.5)\int 

\Omega 

\rho 2\nu sh div\bfu n+1,h
\nu d\bfx = 0, n = 0, N  - 1. (3.6)

Систему (3.5)–(3.6) представим в следующем виде:

An\bfw 
n+1 +B\bfq n+1 = \bfF n, (3.7)

CT\bfw n+1 = \bfzero , (3.8)

\bfw n+1 = (un+1
1,1 , . . . , un+1

1,W , un+1
2,1 , . . . , un+1

2,W )T , \bfq n+1 = (pn+1
1 , . . . , pn+1

Q )T и \bfF n – вектор, со-
ставленный из величин правой части (3.5) при vhi := \theta k, k = 1,W , i = 1, 2.

Для отыскания решения задачи (3.5)–(3.6), как решения системы линейных алгеб-
раических уравнений (3.7)–(3.8), применим сходящуюся итерационную процедуру с пе-
реобуславливанием её матрицы [43]:

1. Выберем какие-либо векторы \bfw n+1
0 ,\bfq n+1

0 в качестве начального приближения для
решения (3.7)–(3.8).

2. Определим последовательность итераций k = 0, 1, 2, . . ., пока не будет выполнено
условие окончания итерационной процедуры:

a) \bfw n+1
k+1 := \bfw n+1

k + \^A - 1
n

\bigl( 
\bfF n  - An\bfw 

n+1
k  - B\bfq n+1

k

\bigr) 
,

b) \bfq n+1
k+1 = \bfq n+1

k + \^S - 1
n CT\bfw n+1

k+1 ,

c) если момент остановки не выполнен, то k := k + 1 и переходим к пункту 2a.

Здесь \^An( \^Sn) есть переобуславливающая матрица для An(C
TA - 1

n B).
Для построения переобуславливателя \^An в пункте 2a [44] используем неполное LU

разложение матрицы An– ILU(0) [9], т.е. \^An = \^Ln \cdot \^Un, где \^Ln и \^Un есть нижнетреуголь-
ная и верхнетреугольная матрицы соответственно. В пункте 2a решаем задачу An\bfs = \bfz 
с левым переобуславливанием \^An, используя обобщённый метод минимальных невязок
– GMRES(m)-метод [9]. Пусть \bfr \ast = \^A - 1

n

\bigl( 
\bfz  - An\bfs 

\bigr) 
, тогда процедура Арнольди порож-

дает ортогональный базис в подпространстве Крылова размерности m с минимальной
невязкой: Span\{ \bfr \ast , ( \^A - 1

n An)
1\bfr \ast , . . . , ( \^A - 1

n An)
m - 1\bfr \ast \} , m = 5.

Теперь построим \^Sn. Для этой цели определим матрицу \~S следующим образом:
пусть M\nu ,\mu \ast 

p есть так называемая весовая матрица масс пространства давления [46],
так, что на каждом L \in Th :

\bigl( 
M\nu ,\mu \ast 

p

\bigr) 
i,j

=
\int 
L

\rho 2(\nu  - \mu \ast )\psi i(\bfx ) \cdot \psi j(\bfx )d\bfx , i, j = 1, Q. Опреде-

лим диагональную матрицу \=S: \=S = \=M\nu ,\mu \ast 

p ,
\bigl( 
\=M\nu ,\mu \ast 

p

\bigr) 
ii
=

Q\sum 
k=1

\bigl( 
M\nu ,\mu \ast 

p

\bigr) 
ik
, i = 1, Q, которая

является эффективным переобуславливателем для \~S =M\nu ,\mu \ast 

p . Таким образом, для то-

го, чтобы найти вектор \bfitkappa := \^S - 1
n \bfitomega в пункте 2b необходимо организовать следующую

внутреннюю итерационную процедуру:
(1) \bfd 0 = \bfzero ;
(2) \bfd l+1 = \bfd l + \=S - 1

\bigl( 
\bfitomega  - \~S\bfd l

\bigr) 
(l = 0, . . . , L\ast  - 1);

(3) \bfitomega = \bfd L\ast ,
используя перезапускающийся обобщённый метод минимальных невязок:
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Span\{ \=\bfr ,
\bigl( 
\=S - 1 \~S

\bigr) 1
\=\bfr ,
\bigl( 
\=S - 1 \~S

\bigr) 2
\=\bfr \} , где \=\bfr = \=S - 1

\bigl( 
\bfitomega  - \~S\bfd l

\bigr) 
.

4. Результаты численных экспериментов. Сравнительный ана-

лиз

Представим результаты численных экспериментов по нахождению приближенного
решения системы уравнений Навье-Стокса в кососимметричной форме (2.1)–(2.4) как
последовательности отыскания приближённых решений задачи (2.5)–(2.7) с помощью
весового метода конечных элементов в вариационной постановке (3.5)–(3.6).

Проведём сравнительный анализ как с результатами приближённого решения систе-
мы уравнений Навье-Стокса в конвективной форме [41], т.е. когда отсутствует четвёр-
тое слагаемое в левой части уравнения (2.1), так и с результатами численного решения
задачи (2.1)–(2.4), когда в вариационной постановке (3.5)–(3.6) имеем \nu = \nu \ast = \mu \ast = 0,
\delta \equiv 1 – классический МКЭ (конечно-элементная пара пространств Скотта–Вогелиуса
\bfS h\times Gh 2-го порядка). Покажем преимущества предложенного в настоящей статье под-
хода в обоих случаях, представленных на рис. 4.1–4.4 и в таблицах 4.1–4.2.

Таблица 4.1. Относительные погрешности E(\bfu G) классического МКЭ
(\nu = \nu \ast = \mu \ast = 0, \delta = 1) в различные моменты времени

Table 4.1. Relative errors E(\bfu G) of the classical FEM (\nu = \nu \ast = \mu \ast = 0, \delta = 1) at various time
points

tn= \Delta t 0.5T T

h = 0.025 4.72 \cdot 10 - 2 4.80 \cdot 10 - 2 4.79 \cdot 10 - 2

h = 0.0125 3.27 \cdot 10 - 2 3.31 \cdot 10 - 2 3.30 \cdot 10 - 2

Val1(\bfu G) 1.444 1.451 1.454

h = 0.00625 2.25 \cdot 10 - 2 2.27 \cdot 10 - 2 2.26 \cdot 10 - 2

Val2(\bfu G) 1.453 1.456 1.458

Таблица 4.2. Относительные погрешности E(\bfu \nu ) и E(\bfv \nu ) весового МКЭ
(\nu = 1.8, \nu \ast = \mu \ast = 0.275, \delta = 0.03) для кососимметричной и конвективной
(см. таблицу 1 в [41]) форм соответственно в различные моменты времени

Table 4.2. Relative errors of E(\bfu \nu ) and E(\bfv \nu ) of the weighted FEM (\nu = 1.8, \nu \ast = \mu \ast = 0.275,
\delta = 0.03) for skew-symmetric and convective (see Table 1 in [41]) forms respectively, at different

points in time

кососимметричная форма конвективная форма

tn = \Delta t 0.5T T \Delta t 0.5T T

h = 0.025 3.06 \cdot 10 - 2 3.10 \cdot 10 - 2 3.09 \cdot 10 - 2 3.29 \cdot 10 - 2 3.32 \cdot 10 - 2 3.31 \cdot 10 - 2

h = 0.0125 1.54 \cdot 10 - 2 1.56 \cdot 10 - 2 1.54 \cdot 10 - 2 1.65 \cdot 10 - 2 1.67 \cdot 10 - 2 1.66 \cdot 10 - 2

Val1(\cdot ) 1.994 1.993 2.004 1.990 1.991 2.000

h = 0.00625 7.70 \cdot 10 - 3 7.79 \cdot 10 - 3 7.69 \cdot 10 - 3 8.27 \cdot 10 - 3 8.40 \cdot 10 - 3 8.25 \cdot 10 - 3

Val2(\cdot ) 1.997 1.998 2.006 1.999 1.988 2.014
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В качестве многоугольной области \Omega с входящим углом \omega на границе рассмотрим
L-образную область следующего вида:

\Omega = ( - 1, 1)\times ( - 1, 1) \setminus \{ (x1, x2) : 0 \leq x1 \leq 1,  - 1 \leq x2 \leq 0\} .

В качестве решения (\bfu , p) в полярных координатах (r, \varphi ) возьмём функции [41]:

uj(r, \varphi , t) = e - tr\lambda \varpi j(\varphi ), p(r, \varphi , t) = e - tr\lambda  - 1\varpi 3(\varphi ), j = 1, 2.

Показатель \lambda в степени решения является наименьшим положительным корнем

уравнения sin

\biggl( 
3\pi \lambda 

2

\biggr) 
= \lambda , который приблизительно равен 0.54448, и

\biggl( 
\varpi 1(\varphi )
\varpi 2(\varphi )

\biggr) 
=

\biggl( 
(\lambda + 1)\Theta (\varphi ) \Theta \prime 

\varphi (\varphi )
\Theta \prime 

\varphi (\varphi )  - (\lambda + 1)\Theta (\varphi )

\biggr) \biggl( 
sin\varphi 
cos\varphi 

\biggr) 
,

\varpi 3(\varphi ) =
1

\lambda  - 1

\Bigl( 
(\lambda + 1)2 \Theta \prime 

\varphi (\varphi ) + \Theta \prime \prime \prime 
\varphi \varphi \varphi (\varphi )

\Bigr) 
,

\Theta (\varphi ) = cos

\biggl( 
3\pi \lambda 

2

\biggr) \Bigl( sin((\lambda + 1)\varphi )

\lambda + 1
 - sin((\lambda  - 1)\varphi )

\lambda  - 1

\Bigr) 
+ cos((\lambda  - 1)\varphi ) - cos((\lambda + 1)\varphi ).

Вследствие того, что \lambda меньше единицы, ui /\in W 2
2 (\Omega ) и p /\in W 1

2 (\Omega ). В численных
экспериментах полагаем: \Delta t = 0.01, T = 0.5, \theta = 1, \lambda = 0.5445, а шаг разбиения
по каждому из пространственных измерений имеет порядок hi = 21 - is, s = 0.025.
Следовательно, число отрезков разбиения по каждому из декартовых координатных
направлений Ni = 80 \cdot 2i - 1, i = 1, 2, 3.

З ам е ч а н и е 4.1. Обозначим через \bfu G, \bfu \nu и \bfv \nu в определённый момент вре-
мени: обобщённое (\nu = \nu \ast = \mu \ast = 0, \delta \equiv 0), R\nu -обобщённое в кососимметричной и
конвективной формах соответственно решения. Аналогично обозначим их прибли-
жённые решения: \bfu hi

G и \bfu hi
\nu , \bfv hi

\nu в определённый момент времени по классическому и
весовому МКЭ соответственно.

З ам е ч а н и е 4.2. На самом деле точные решения \bfu \nu и \bfv \nu системы уравне-
ний Навье-Стокса в кососимметричной и конвективной формах соответственно в
каждый момент времени совпадают, а их приближённые решения \bfu h

\nu и \bfv h
\nu являются

разными.

Полагаем, что в (3.5)–(3.6):

\bfU n :=
3

2
\bfu n,h
G  - 1

2
\bfu n - 1,h
G и \bfU n :=

3

2
\bfu n,h
\nu  - 1

2
\bfu n - 1,h
\nu , \bfU n :=

3

2
\bfv n,h
\nu  - 1

2
\bfv n - 1,h
\nu 

для классического и весового МКЭ соответственно, n = 0, N  - 1.Причём \bfu  - 1,h
G : = \bfu 0,h

G ,
\bfu  - 1,h
\nu := \bfu 0,h

\nu и \bfv  - 1,h
\nu := \bfv 0,h

\nu .
Введём обозначения необходимых нам относительных погрешностей:

Ei(\bfu G) =
\| \bfu G  - \bfu hi

G \| \bfW 1
2(\Omega hi

)

\| \bfu G\| \bfW 1
2(\Omega hi

)

, Ei(\bfu \nu ) =
\| \bfu \nu  - \bfu hi

\nu \| \bfW 1
2,\nu (\Omega hi

)

\| \bfu \nu \| \bfW 1
2,\nu (\Omega hi

)

,

Ei(\bfv \nu ) =
\| \bfv \nu  - \bfv hi

\nu \| \bfW 1
2,\nu (\Omega hi

)

\| \bfv \nu \| \bfW 1
2,\nu (\Omega hi

)

, i = 1, 2, V alj(\cdot ) =
Ej(\cdot )
Ej+1(\cdot )

, j = 1, 2
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a) b)

Рис. 4.1. Погрешности классического МКЭ при t = \Delta t: a) N = 80, b) N = 160

Fig. 4.1. Errors of classical FEM at t = \Delta t: a) N = 80, b) N = 160

a) b)

c) d)

Рис. 4.2. Погрешности весового МКЭ (\nu = 1.8, \nu \ast = \mu \ast = 0.275, \delta = 0.03) при
t = \Delta t: а) N = 80, b) N = 160 – конвективная форма задачи;
c) N = 80, d) N = 160 – кососимметричная форма задачи

Fig. 4.2. Errors of weighted FEM (\nu = 1.8, \nu \ast = \mu \ast = 0.275, \delta = 0.03) at t = \Delta t:
а) N = 80, b) N = 160 – convective form of the problem;

c) N = 80, d) N = 160 – skew-symmetric form of the problem

в рассматриваемый момент времени. В таблицах 4.1–4.2 и на рис. 4.1–4.5 приведены
результаты численных испытаний. Экспериментально установлено, что оптимальные
значения, с точки зрения наименьшей погрешности, достигаются в случае когда \mu \ast и
\nu \ast равны между собой и принимают неотрицательное значение. На рис. 4.5 отображены
области подходящих параметров весового МКЭ для конвективной (см. [41]) и кососим-
метричной форм уравнений Навье-Стокса. Исследование проведено, как и в [41], для
следующих диапазонов свободных параметров метода: \nu \in (0; 2], \mu \ast = \nu \ast \in [0, 1  - \lambda ].
Шаг изменения по \nu \ast равен 0.005, а по переменной \nu – 0.025. Точка с координатами
(\nu , \nu \ast ) попадает в область подходящих параметров численного решения задачи (2.1)–
(2.4), если погрешность отличается от оптимального значения не более чем на 5% в
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a) b)

Рис. 4.3. Погрешности классического МКЭ при t = T : a) N = 80, b) N = 160

Fig. 4.3. Errors of classical FEM at t = T : a) N = 80, b) N = 160

a) b)

c) d)

Рис. 4.4. Погрешности весового МКЭ (\nu = 1.8, \nu \ast = \mu \ast = 0.275, \delta = 0.03) при
t = T : a) N = 80, b) N = 160 – конвективная форма задачи;
c) N = 80, d) N = 160 – кососимметричная форма задачи

Fig. 4.4. Errors of weighted FEM (\nu = 1.8, \nu \ast = \mu \ast = 0.275, \delta = 0.03) at t = T : a)
N = 80, b) N = 160 – convective form of the problem;

c) N = 80, d) N = 160 – skew-symmetric form of the problem

каждый момент tn для всех hi, i = 1, 2, 3. Диапазон изменения \delta \in [0.0225, 0.0375].

З ам е ч а н и е 4.3. В таблице 4.2 величины Ei(\bfv \nu ) для приближённого решения
в конвективной форме при \nu \ast = \mu \ast = 0.275 являются оптимальными, в то время как
для кососимметричной формы это не так. Даже в этом случае величины погрешно-
сти Ei(\bfu \nu ) приближённого решения системы (2.1)–(2.4) меньше, а оптимальные их
значения достигаются при \nu \ast = \mu \ast , близких к величине 0.325.

З ам е ч а н и е 4.4. Величины V alj(\bfu G) и V alj(\bfu \nu ) (V alj(\bfv \nu )) показывают,
что порядки сходимости приближённого решения к точному решению задачи равны
\scrO (h0.54) и \scrO (h1) для классического и весового МКЭ соответственно.
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a) b)

Рис. 4.5. Области подходящих параметров весового МКЭ в переменных (\nu , \nu \ast ):
a) конвективная (рис. 3 в [41]), b) кососимметричная форма задачи

Fig. 4.5. Regions of suitable parameters of the weighted FEM in variables (\nu , \nu \ast ):
a) convective (Fig. 3 in [41]), b) skew-symmetric form of the problem

На рис. 4.1 и 4.3 показана абсолютная погрешность классического МКЭ в момен-
ты времени t : \Delta t и T, а на рис. 4.2 и 4.4 – весового МКЭ для конвективной [41] и
кососимметричной форм уравнений Навье-Стокса в разные моменты времени.

5. Заключение

Рассмотрена система уравнений (2.1)–(2.4) в кососимметричной форме. Построен
весовой МКЭ для приближённого решения задачи. Экспериментально определены об-
ласти выбора подходящих параметров подхода в переменных (\nu , \nu \ast ). На основании ана-
лиза численных экспериментов сделаны выводы:

❼ порядок точности весового МКЭ равен \scrO (h), что гораздо выше чем у классиче-
ского МКЭ \scrO (h0.54);

❼ область выбора подходящих параметров при использовании кососимметричной
формы системы (2.1)–(2.4) существенно шире, чем при использовании конвектив-
ной формы системы;

❼ малому изменению свободных параметров (\nu , \nu \ast ) соответствует малое изменение
погрешности.
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