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Abstract. Currently, the synthesis of LQR controllers (i.e., linear quadratic regulators)
is one of the most significant and widely used method for designing optimal stabilizing
controllers. This method guarantees the asymptotic stability of a closed-loop system, which
means that the roots of its characteristic polynomial are placed in the open left half-plane
of the complex plane. This paper proposes an extension for the capabilities of classical LQR
synthesis. Namely, the considered problem is designing an optimal linear controller that
minimizes a quadratic performance functional with an additional constraint on the root
domain of the closed-loop system’s characteristic polynomial. A sector in the left half-plane
of the complex plane is introduced as such a region, which makes it possible to influence
such performance indices of transient processes in a closed-loop system as the transient time
and oscillation. The root domain is parameterized using Euclidean space vectors. It is shown
that the parametric synthesis problem of obtaining an optimal controller, taking into account
modal constraints, reduces to unconstrained minimization. A computational algorithm for
obtaining the optimal controller is developed, which is based on solving a linear Lyapunov
matrix equation at each iteration of the optimization method, but does not require solving
the nonlinear Riccati equation. Searching for weight matrices of a quadratic functional in the
synthesis of an LQR controller without constraints, corresponding to the optimal controller
in a problem with modal constraints, is considered. The obtained theoretical results are
illustrated with a practical example of vessel course control.
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1. Введение

Работа посвящена вопросам синтеза оптимальных регуляторов для линейных ста-
ционарных систем. Широко известным классическим подходом к построению опти-
мального управления является LQR-синтез (Linear Quadratic Regulator), основанный
на решении матричного уравнения Риккати [1]. При этом для найденного оптималь-
ного регулятора гарантируется, что собственные числа матрицы замкнутой системы
расположены в открытой левой полуплоскости.

На практике к качеству функционирования систем управления, как правило, предъ-
является совокупность требований, в том числе они предъявляются к таким показа-
телям как длительность, перерегулирование, колебательность переходных процессов.
Стремление к выполнению этих требований в случае LQR-синтеза приводит либо к
необходимости ручной настройки весовых матриц квадратичного функционала каче-
ства, либо к решению дополнительных нелинейных оптимизационных задач. Изменение
весовых матриц квадратичного функционала приводит к смещению корней характери-
стического полинома замкнутой системы и к соответствующему изменению переходных
процессов. Однако возможности ручной настройки весьма ограничены, особенно для
систем с большими размерностями векторов состояния и управления, для которых она
обычно сводится к вариациям диагональных элементов весовых матриц.

В связи с этим в данной работе предлагается новый метод синтеза LQR-регулятора с
дополнительным ограничением на область расположения корней характеристического
полинома замкнутой системы. Указанная область представляет собой сектор в левой
полуплоскости комплексной плоскости. Введение этой области позволяет влиять на
такие показатели качества, как длительность и колебательность переходных процес-
сов, сужая допустимое множество регуляторов. При этом искомый регулятор является
оптимальным по отношению к заданному квадратичному функционалу качества. Та-
ким образом, целью работы является расширение возможностей классического LQR-
синтеза, при котором помимо оптимальности регулятора гарантируется также распо-
ложение корней характеристического полинома замкнутой системы не только в левой
полуплоскости, но и в заданной области.

В работе приведена формализованная постановка задачи синтеза оптимального ре-
гулятора. Далее вводится область расположения корней в виде сектора в левой полу-
плоскости и осуществляется ее параметризация при помощи n-мерных векторов евкли-
дова пространства. Данный подход к параметризации области расположения корней
был ранее предложен в работах [1–3] и нашел практическое применение в задачах син-
теза динамических регуляторов для подвижных объектов [4–6].
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Проблема расположения корней характеристического полинома замкнутой систе-
мы в заданной области для LQR-регулятора ранее рассматривалась, в частности, в
работах [7–11]. Область расположения корней в работах [7, 8, 11] вводится также в
виде сектора, но содержит дополнительную вертикальную линию, отсекающую часть
угла. В статье [9] рассматривается круговая область, а в работе [10] вводится сектор,
аналогичный рассматриваемому в данной работе. В исследованиях [7, 8, 11] предло-
жен алгоритм решения поставленной задачи, в котором на каждой итерации решается
матричное уравнение Ляпунова. В этом состоит его сходство с предлагаемым в дан-
ной работе алгоритмом. Однако предлагаемый в настоящей работе подход основан на
параметризации области расположения корней и принципиально отличается от пред-
ложенных ранее решений.

Работа структурирована следующим образом. Во введении описана проблематика,
включая краткий литературный обзор. Во втором параграфе приведена формализо-
ванная постановка задачи. В третьем параграфе рассматривается способ параметри-
зации области расположения корней и доказываются утверждения, обосновывающие
предложенный подход и позволяющие свести поставленную задачу к безусловной оп-
тимизации. Приводится вычислительный алгоритм поиска оптимального регулятора
и исследуется вопрос о поиске весовых матриц квадратичного функционала в задаче
синтеза LQR-регулятора, соответствующих оптимальному решению в задаче с модаль-
ными ограничениями. В четвертом параграфе в качестве практического приложения
полученных результатов рассматривается задача управления курсом морского судна.
В заключении указаны основные результаты исследования.

2. Постановка задачи

Рассмотрим линейную математическую модель объекта управления вида

\.\bfx = \bfA \bfx + \bfb u, \bfx (0) = \bfx 0, (2.1)

где \bfx \in En – вектор состояния, u \in E1 – управляющий сигнал. Будем считать, что
система (2.1) является полностью управляемой. Целью управления является стабили-
зация нулевого положения равновесия замкнутой системы.

Качество процессов управления будем характеризовать квадратичным функциона-
лом

J(u) =

\infty \int 
0

(\bfx T\bfR \bfx + qu2)dt, (2.2)

где \bfR – положительно определенная, симметричная весовая матрица, q > 0 – весовой
множитель.

Обратную связь будем искать в форме линейного регулятора:

u = \bfk \bfx . (2.3)

Введем дополнительное требование на область расположения корней характеристи-
ческого полинома замкнутой системы (2.1), (2.3). В качестве такой области примем
область \bfC \Delta комплексной плоскости, показанную на рис. 2.1, которая формально зада-
ется следующим образом [1, 2]:

\bfC \Delta = \{ s = x\pm jy \in \bfC 1 : x \leq  - \alpha , 0 \leq y \leq ( - x - \alpha ) tg \beta \} ,

M.V. Sotnikova, A. S. Tomilova, T.A. Lepikhin. Synthesis of optimal linear controllers with constraints . . .





52 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2026. Vol. 28, No. 2.

клидового пространства \gamma \in En [1, 2].

Те о р ем а 3.1. Для любого вектора \gamma \in En все корни полинома

\Delta \ast (s, \gamma ) =

\Biggl\{ \widetilde \Delta \ast (s, \gamma ), если n – четное;

(s+ ad+1(\gamma , \alpha ))\widetilde \Delta \ast (s, \gamma ), если n – нечетное,
(3.1)

принадлежат области \bfC \Delta , и обратно, если все корни некоторого полинома \Delta (s) при-
надлежат этой области, то можно указать такой вектор \gamma \in En, что справедливо
тождество \Delta (s) \equiv \Delta \ast (s, \gamma ), причем

\widetilde \Delta \ast (s, \gamma ) =
\prod 

(s2 + a1i (\gamma , \alpha )s+ a0i (\gamma , \alpha )), d =
\Bigl[ n
2

\Bigr] 
, (3.2)

a1i (\gamma , \alpha ) = 2\alpha + 2\gamma 2i1,

a0i (\gamma , \alpha ) = \alpha 2 + 2\gamma 2i1\alpha + f(\gamma i2)
\gamma 4i1

cos2(\beta )
, i = 1, d,

(3.3)

ad+1(\gamma , \alpha ) = \gamma 2d0 + \alpha , \gamma = \{ \gamma 11, \gamma 12, \gamma 21, \gamma 22, . . . , \gamma d1, \gamma d2, \gamma d0\} . (3.4)

При этом функция f(\cdot ) : ( - \infty ,+\infty )  - \rightarrow (0, 1) удовлетворяет условию существования
обратной функции во всей области задания.

Таким образом, при любом выборе вектора \gamma \in En корни полинома \Delta \ast (s, \gamma ) рас-
положены внутри области \bfC \Delta , и наоборот, каждому фиксированному распределению
корней в области \bfC \Delta соответствует единственный вектор \gamma \in En [1], т.е. существует
взаимно однозначное соответствие между расположением корней характеристическо-
го полинома замкнутой системы (2.1), (2.3) внутри области \bfC \Delta и значениями вектора
\gamma \in En.

Пользуясь этой теоремой, установим взаимосвязь между векторами \bfk \in \bfOmega K регу-
лятора (2.3) и соответствующими векторами \gamma \in En. Для этого запишем уравнения
замкнутой системы (2.1), (2.3) в изображениях по Лапласу:

\bfx =
\bfG (s)

A(s)
u+

\bfG 0(s)

A(s)
, u = \bfk \bfx . (3.5)

Здесь\bfG (s) = (G1(s), G2(s), . . . , Gn(s))
T – вектор-столбец, в состав которого входят

полиномиальные компоненты

Gi(s) = det(s\bfE  - \bfA )i = gi1sn - 1 + . . .+ gin - 1 + gin, i = 1, n,

где
матрицы (s\bfE  - \bfA )i получены из характеристической матрицы (s\bfE  - \bfA ) заменой i-ых

столбцов на вектор \bfb ;
A(s) = det(s\bfE  - \bfA ) = sn + a1sn - 1 + . . .+ an - 1s+ an – характеристический полином

матрицы \bfA ;
\bfG 0(s) = A(s)(s\bfE  - \bfA ) - 1\bfx 0 – полиномиальный вектор-столбец, определяемый задан-

ными начальными условиями \bfx (0) = \bfx 0 по вектору состояния.
Приведем уравнения замкнутой системы (3.5) к одному уравнению относительно

скалярного управления:

u = \bfk 

\biggl( 
\bfG (s)

A(s)
u+

\bfG 0(s)

A(s)

\biggr) 
или (A(s) - \bfk \bfG (s))u = \bfk \bfG 0(s).
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Отсюда следует, что характеристический полином замкнутой системы (2.1), (2.3)
равен

\Delta (s,\bfk ) = A(s) - \bfk \bfG (s). (3.6)

Пусть si (i = 1, n) – корни характеристического полинома (3.6), которые распо-
ложены в области \bfC \Delta . В соответствии с теоремой 3.1 такому набору корней взаимно
однозначно соответствуют вектор \gamma \in En и полином

\Delta \ast (s, \gamma ) =
m\prod 
i=1

(s - si) \equiv sn + \chi 1s
n - 1 + . . .+ \chi n - 1s+ \chi n,

равный характеристическому полиному (3.6). Здесь коэффициенты \chi i = \chi i(\gamma ), i = 1, n
вычисляются с использованием формул (3.1)–(3.4).

Введем обозначения: \bfa = (a1, a2, . . . , an) \in En – вектор-столбец коэффициентов
полинома A(s); \chi = (\chi 1, \chi 2, . . . , \chi n) \in En – вектор-столбец коэффициентов полинома
\Delta \ast (s, \gamma );

\bfGamma =

\left(    
\bfg 1

\bfg 2

. . .
\bfg n

\right)    =

\left(    
g11 g21 . . . gn1
g12 g22 . . . gn2
. . . . . . . . . . . .
g1n g2n . . . gnn

\right)    ,

где \Gamma – матрица с вектор-строками \bfg j = (g1j , g
2
j , . . . , g

n
j ) \in En, состоящими из коэф-

фициентов полиномов Gi(s) при одинаковых степенях j переменной s.
Найдем вектор \bfk регулятора (2.3), обеспечивающий выполнение тождества

\Delta (s,\bfk ) \equiv \Delta \ast (s, \gamma ).

С учетом формулы (3.6), получаем

\bfk \bfG (s) \equiv A(s) - \Delta \ast (s, \gamma ). (3.7)

В результате, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях s, получим
линейную систему алгебраических уравнений

\bfGamma \bfk T = \bfa  - \chi (\gamma ). (3.8)

Если объект (2.1) является вполне управляемым по Калману, то матрица \bfGamma являет-
ся неособой. Следовательно, решение алгебраической системы (3.8) можно записать в
виде:

\bfk T (\gamma ) = \bfGamma  - 1(\bfa  - \chi ) = \bfl 0 + \bfl 1\chi (\gamma ), (3.9)

где \bfl 0 = \bfGamma  - 1a, \bfl 1 =  - \bfGamma  - 1.
Выражение (3.9) устанавливает искомую связь между вектором \bfk линейного регу-

лятора (2.3) и произвольными векторами \gamma \in En евклидова пространства.
Введем вспомогательные обозначения:

\bfA (\gamma ) = \bfA + \bfb \bfk (\gamma ), \bfR (\gamma ) = \bfR + q\bfk T (\gamma )\bfk (\gamma ).

Докажем следующее утверждение, которое позволяет вычислить значение квадра-
тичного функционала (2.2) для произвольного вектора \gamma \in En.
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Те о р ем а 3.2. Для любого \gamma \in En значение квадратичного функционала (2.2)
вычисляется по формуле

J(\gamma ) = \bfx T
0 \bfP (\gamma )\bfx 0, (3.10)

где \bfP – решение матричного уравнения Ляпунова

\bfP \bfA +\bfA 
T
\bfP =  - \bfR .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть вектор \gamma \in En. Построим соответствующий
ему линейный регулятор \bfk (\gamma ) по формуле (3.9) и запишем уравнения замкнутой систе-
мы (2.1), (2.3):

\.\bfx = \bfA \bfx + \bfb \bfk (\gamma )\bfx = (\bfA + \bfb \bfk (\gamma ))\bfx = \bfA (\gamma )\bfx , \bfx (0) = \bfx 0. (3.11)

Заметим, что матрица \bfA (\gamma ) является гурвицевой и ее собственные числа принадлежат
области \bfC \Delta . В соответствии с формулой Коши, решение системы уравнений (3.11)
задается в виде

\bfx (t) = e\bfA (\gamma )t\bfx 0. (3.12)

Далее, подставив в функционал (2.2) выражение для закона управления (2.3), по-
лучим:

J(\gamma ) =

\infty \int 
0

(\bfx T\bfR \bfx + qu2)dt =

\infty \int 
0

(\bfx T\bfR \bfx + quTu)dt =

=

\infty \int 
0

(\bfx T\bfR \bfx + q\bfx T\bfk T (\gamma )\bfk (\gamma )\bfx )dt =

\infty \int 
0

\bfx T (\bfR + q\bfk T (\gamma )\bfk (\gamma ))\bfx dt =

=

\infty \int 
0

\bfx T\bfR (\gamma )\bfx dt. (3.13)

Отметим, что весовая матрица \bfR является симметричной и положительно опреде-
ленной. Подставляя решение (3.12) в функционал (3.13), получим

J(\gamma ) =

\infty \int 
0

\bfx T
0 e

\bfA 
T
(\gamma )t\bfR (\gamma )e\bfA (\gamma )t\bfx 0dt = \bfx T

0

\left(  \infty \int 
0

e\bfA 
T
(\gamma )t\bfR (\gamma )e\bfA (\gamma )tdt

\right)  \bfx 0. (3.14)

Поскольку матрица \bfA (\gamma ) является гурвицевой, то несобственный интеграл в выра-
жении (3.14) сходится. Обозначим его значение матрицей

\bfP =

\infty \int 
0

e\bfA 
T
(\gamma )t\bfR (\gamma )e\bfA (\gamma )tdt. (3.15)

Нетрудно заметить, что выражение (3.15) задает решение матричного уравнения Ля-
пунова [12]

\bfP \bfA +\bfA 
T
\bfP =  - \bfR . (3.16)
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Таким образом, подставляя матрицу \bfP в функционал (3.14), получаем искомую
формулу для вычисления значения функционала:

J(\gamma ) = \bfx T
0 \bfP (\gamma )\bfx 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
Подводя итог изложенным рассуждениям, можно сделать вывод, что на основе тео-

рем 3.1 и 3.2 исходная нелинейная задача параметрического синтеза (2.4) может быть
сведена к эквивалентной задаче безусловной оптимизации следующего вида

J(\gamma ) = \bfx T
0 \bfP (\gamma )\bfx 0  - \rightarrow min

\gamma \in En
. (3.17)

Для численного решения данной задачи может быть применен любой градиентный
метод безусловной оптимизации.

Обозначим вектором \gamma \ast решение оптимизационной задачи (3.17). Тогда соответству-
ющий ему вектор оптимального линейного регулятора (2.3) вычисляется по формуле
(3.9) и равен \bfk \ast = \bfk (\gamma \ast ).

Найдем весовую матрицу \widetilde \bfR и весовой множитель \widetilde q квадратичного функционала
вида (2.2), соответствующие найденному оптимальному регулятору. Заметим, что для
искомых величин \widetilde \bfR и \widetilde q должны выполняться следующие равенства, вытекающие из
алгебраического уравнения Риккати и известного выражения для оптимального LQR-
регулятора:

\bfA 
T
\bfP (\gamma \ast ) +\bfP (\gamma \ast )\bfA  - 1

q
\bfP (\gamma \ast )\bfb \bfb T\bfP (\gamma \ast ) + \widetilde \bfR = 0,

\bfk \ast =
1

q
\bfb T\bfP (\gamma \ast ).

(3.18)

Рассматривая (3.18) как систему линейных уравнений относительно неизвестных \widetilde \bfR 
и \widetilde q, находим ее решение:

\widetilde q = | \bfb T\bfP (\gamma \ast )| 
| \bfk \ast | ,

\widetilde \bfR =  - \bfA 
T
\bfP (\gamma \ast ) - \bfP (\gamma \ast )\bfA +

1

q
\bfP (\gamma \ast )\bfb \bfb T\bfP (\gamma \ast ).

(3.19)

В качестве результата сформулируем вычислительный алгоритм нахождения опти-
мального линейного регулятора в поставленной задаче.

1. Сформировать вектор \bfa коэффициентов полинома A(s) и матрицу \bfGamma .

2. Вычислить вспомогательные матрицу \bfl 1 и вектор \bfl 0 по формулам

\bfl 1 =  - \bfGamma  - 1, \bfl 0 = \bfGamma  - 1a.

3. Задать произвольную начальную точку \gamma = \gamma 0 \in En.

4. Построить полином \Delta \ast (s, \gamma ) по формулам (3.1)–(3.4) и выделить вектор его ко-
эффициентов \chi (\gamma ).

5. Вычислить вектор \bfk (\gamma ) регулятора (2.3) в соответствии с формулой (3.9).
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6. Вычислить матрицы \bfA (\gamma ) и \bfR (\gamma ).

7. Решить матричное уравнение Ляпунова (3.16) и найти матрицу \bfP .

8. Вычислить значение квадратичного функционала

J(\gamma ) = \bfx T
0 \bfP (\gamma )\bfx 0.

9. С помощью любого допустимого численного метода решения задачи (3.17) на без-
условный экстремум задать новую точку \gamma и, повторяя пункты 4–8, минимизиро-
вать функцию J(\gamma ).

10. По нахождении точки
\gamma \ast = arg min

\gamma \in En
J(\gamma )

определить вектор \bfk (\gamma \ast ) регулятора (2.3), который будет принят в качестве ре-
шения поставленной задачи (2.4).

4. Пример управления морским судном

В качестве объекта управления примем морское судно, движущееся в горизонталь-
ной плоскости. Целью управления является разворот судна по курсу на 10 градусов.

Линейная математическая модель динамики судна задается следующей системой
дифференциальных уравнений [13]:

\.Vz = a11Vz + a12\omega y + b1\delta ,

\.\omega y = a21Vz + a22\omega y + b2\delta ,

\.\varphi = \omega y,

\.\delta = u.

(4.1)

Здесь Vz – боковая скорость судна, \omega y – угловая скорость по курсу, \varphi – угол курса,
\delta – угол перекладки вертикального руля, u – управляющий сигнал, определяющий
скорость перекладки руля. Для скорости хода V = 10 м/c коэффициенты модели (4.1)
равны:

a11 =  - 0.083769, a12 = 16.23, b1 =  - 0.17038,

a21 = 0.002582, a22 =  - 0.52989, b2 =  - 0.024459.

Зададим функционал, характеризующий качество процессов управления в следую-
щем виде

J =

\infty \int 
0

\bigl( 
0.01V 2

z + 0.01\omega 2
y + 10(\varphi  - \varphi z)

2 + 0.01\delta 2 + u2
\bigr) 
dt. (4.2)

Выполним синтез LQR-регулятора для модели (4.1) по отношению к функциона-
лу (4.2). В результате получим следующее значение вектора \bfk оптимального регулято-
ра

\bfk LQR = (0.0715, 6.8349, 3.1623,  - 0.6072),

при этом собственные числа для замкнутой им системы равны

s1 =  - 0.6472, s2 =  - 0.0861,

s3 =  - 0.2438 + 0.2859i, s4 =  - 0.2438 - 0.2859i.
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Введем область C\Delta , определяя её параметрами \beta = 50\circ и \alpha = 0.04. Из рис. 4.2 видно,
что два корня, построенные для LQR-регулятора, находятся вне заданной области C\Delta ,
обозначенной на рисунке двумя лучами.

Выполним теперь все шаги алгоритма поиска оптимального регулятора, обеспечи-
вающего попадание корней характеристического полинома замкнутой системы в задан-
ную область C\Delta . В результате получим следующий вектор оптимального регулятора

\bfk opt = (0.0476, 7.5504, 2.5405,  - 0.4816). (4.3)

Соответствующие графики переходных процессов представлены на рис. 4.1. При
этом собственные числа матрицы замкнутой системы (4.1), (4.3) равны

s1 =  - 0.0921, s2 =  - 0.4626,

s3 =  - 0.2703 + 0.2744i, s4 =  - 0.2703 - 0.2744i.

Их расположение на комплексной плоскости показано на рис. 4.2, откуда видно, что
все собственные числа принадлежат области C\Delta , причем два из них расположены на
её границе.

Отметим, что длительность переходного процесса, оцениваемая попаданием в двух-
процентную окрестность заданного значения угла курса, составляет 15 c для опти-
мального регулятора и 30 с – для LQR-регулятора. При этом энергетические затраты
приводов руля для оптимального регулятора ниже, чем для LQR-регулятора.

Найдем весовой множитель и весовую матрицу квадратичного функционала, соот-
ветствующие найденному оптимальному регулятору, в соответствии с формулой (3.19).
В результате получим

\~q = 0.9372, \~\bfR =

\left(    
0.0111 0.0128 0.0355  - 0.007
0.0128 3.6874 0.9297  - 0.1737
0.0355 0.9297 11.1919  - 0.2333
 - 0.007  - 0.1737  - 0.2333 0.0557

\right)    .

Очевидно, что приведенные весовые матрицы практически невозможно подобрать в
случае ручной настройки весовых коэффициентов. Таким образом, полученные в при-
мере результаты свидетельствуют о возможности улучшения качества переходных про-
цессов при использовании LQR-синтеза в случае задания дополнительных модальных
ограничений.

5. Заключение

В работе рассмотрена задача синтеза оптимального линейного регулятора для квад-
ратичного функционала с учетом дополнительных модальных ограничений. Доказа-
ны утверждения, обосновывающие возможность сведения поставленной задачи к без-
условной оптимизации. Разработан вычислительный алгоритм, позволяющий выпол-
нить синтез оптимального регулятора для произвольной линейной стационарной си-
стемы со скалярным управлением. Приведен практический пример управления курсом
морского судна.

Предложенный подход расширяет возможности классического LQR-синтеза, позво-
ляя вводить дополнительное ограничение на область расположения корней и тем самым
влиять на такие показатели качества, как длительность и колебательность переходных
процессов в замкнутой системе.
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