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Аннотация. В работе к линейному уравнению параболического типа с однородными
граничными условиями применяется метод функционалов Ляпунова. В рамках этого
подхода строится функционал, производная которого вдоль решений системы пред-
ставляет собой заданную отрицательно определённую квадратичную форму. Ключе-
вую роль в построении функционала играет матрица Ляпунова, исследованию которой
посвящена значительная часть работы. В статье предложены два определения данной
матрицы. Первое основано на представлении ее в виде ряда. Второе, альтернативное,
связывает матрицу Ляпунова с функцией Грина для соответствующего стационарного
уравнения. Показана совместимость предложенных определений и доказано, что лю-
бая функция, удовлетворяющая второму определению, одновременно удовлетворяет и
первому, что подтверждает согласованность двух подходов. Важным преимуществом
второго определения является его конструктивность: оно позволяет получить явное
аналитическое выражение для матрицы Ляпунова при произвольных параметрах крае-
вой задачи. Кроме того, показано, что данный подход даёт возможность строить функ-
ционалы с заданной производной без требования экспоненциальной устойчивости, что
существенно расширяет область его применения.
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Abstract. The Lyapunov functional method is applied to a linear parabolic-type equation
with homogeneous boundary conditions. Within this framework, a Lyapunov functional is
constructed whose derivative along the solutions of the system is a prescribed negative
definite quadratic form. A central role in this construction is played by the Lyapunov matrix,
whose properties are investigated in detail. In the paper, two definitions of the Lyapunov
matrix are proposed. The first one is based on its representation in the form of a series. The
second alternative definition relates the matrix to the Green’s function for a corresponding
stationary equation. The consistency of the proposed definitions is established, and it is
proved that any function satisfying the second definition simultaneously satisfies the first
one, thereby confirming the equivalence of the two approaches. An important advantage of
the second definition lies in its constructive nature: this makes it possible to derive an explicit
analytical representation of the Lyapunov matrix for arbitrary parameters of the boundary
value problem. Moreover, it is shown that this approach allows construction of Lyapunov
functionals with a prescribed derivative without imposing the requirement of exponential
stability. This significantly broadens the scope of potential applications.
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1. Введение

Уравнения параболического типа занимают центральное место в математической
физике, моделируя широкий круг явлений и процессов. Среди наиболее известных при-
ложений можно отметить процессы теплопроводности [1], диффузии и распространения
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волн в вязких средах [2–3]. Основные результаты, касающиеся существования, един-
ственности и устойчивости решений уравнений такого типа, подробно представлены в
классических работах [4–5].

Для исследования динамических систем широко применяются методы Ляпунова [6].
В теории обыкновенных дифференциальных уравнений ключевым инструментом ана-
лиза устойчивости являются функции Ляпунова. В случае систем обыкновенных диф-
ференциальных уравнений с запаздыванием [7–8] используется их естественное обобще-
ние – функционалы Ляпунова–Красовского [9]. Аналогичные идеи находят применение
и в теории уравнений в частных производных, где строятся функционалы Ляпунова.
Они позволяют анализировать устойчивость, получать экспоненциальные оценки ре-
шений и формулировать критерии устойчивости краевых задач.

В работах [10–12] был разработан подход к построению функционалов по заданной
производной для систем с запаздыванием, при котором сначала задаётся производная
функционала вдоль решений системы в виде отрицательно определённой квадратичной
формы, а затем по этой производной строится сам функционал.

В настоящей работе будет построен функционал Ляпунова по заданной производной
для линейного уравнения параболического типа с однородными граничными условия-
ми. Ключевым элементом этого функционала является функциональная матрица Ля-
пунова. В статье предлагаются два определения этой матрицы. Первое естественным
образом возникает при построении функционала, матрица Ляпунова представляет со-
бой тригонометрический ряд. Второе, альтернативное, определение связывает матрицу
Ляпунова с функцией Грина. Доказана эквивалентность этих определений, что под-
тверждает внутреннюю согласованность предлагаемого подхода. Существенным пре-
имуществом второго определения является то, что оно позволяет получить явное вы-
ражение для матрицы Ляпунова при произвольных параметрах без предположения об
экспоненциальной устойчивости исходной задачи. Это существенно расширяет область
применения метода и делает его более универсальным.

В работе использованы следующие обозначения: \BbbR , \BbbN – множества вещественных и
натуральных чисел соответственно, | | \cdot | | L2 – интегральная норма в пространстве Ле-
бега L2

\bigl( 
(0, 1),\BbbR 

\bigr) 
; через \bfC (\Omega ) обозначено пространство функций, непрерывных на про-

извольном множестве \Omega \in \BbbR n; через \bfC 2(\Omega ) – пространство функций, имеющих непре-
рывные частные производные по всем переменным до второго порядка включительно
на \Omega ; \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h}x, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{h}x и \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}x – гиперболические функции синуса, косинуса и котангенса.

2. Решение краевой задачи

Рассматриваем краевую задачу, содержащую уравнение в частных производных
второго порядка, однородные граничные условия, а также соответствующие началь-
ные условия: \left\{     

ut(x, t) = auxx(x, t) + bu(x, t), x \in (0, l), t > 0,

u(0, t) = u(l, t) = 0, t \geq 0,

u(x, 0) = \varphi (x), x \in [0, l].

(2.1)

Здесь начальная функция \varphi – абсолютно непрерывная с областью определения [0, 1]
и значениями из \BbbR , a > 0, b \in \BbbR – параметры модели. Далее будем считать l = 1,
поскольку к этому случаю всегда можно свести задачу посредством масштабирования
пространственной переменной x.
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Для построения указанного функционала требуется найти решение задачи (2.1) в
зависимости от функции \varphi . Для это применим метод Фурье, следуя методике, изло-
женной в книге [13].

Решение краевой задачи (2.1) строится методом разделения переменных Фурье.
Представим решение в виде произведения

u(x, t) = f(x)g(t), (2.2)

где x \in [0, 1], t \geq 0.
Подставив (2.2) в (2.1), получим две задачи

g\prime (t) = (b - \mu )g(t) (2.3)

и \Biggl\{ 
af \prime \prime (x) =  - \mu f(x),
f(0) = f(1) = 0.

(2.4)

Рассмотрим только случай \mu > 0, так как при остальных значениях задача (2.4)
имеет только тривиальное решение.

Решение задачи Коши для уравнения (2.3) имеет вид

gi(t) = Ki(t)gi(0), Ki(t) = e(b - \mu i)t.

Решениями краевой задачи (2.4) являются собственные функции

fi(x) = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\pi ix), i \in \BbbN ,

соответствующие собственным значениям \mu i = a(\pi i)2.
Тогда решение исходной краевой задачи (2.1) представляется в виде ряда по соб-

ственным функциям

u(x, t) =

\infty \sum 
i=1

Ki(t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\pi ix) gi(0),

сходимость которого легко доказать для всех t > 0, в силу того, что Ki является зату-
хающей экспонентой.

Для того чтобы решение u удовлетворяло начальным условиям, необходимо потре-
бовать выполнения равенств gi(0) = \varphi i, i \in \BbbN , где \varphi i – коэффициенты разложения в
ряд Фурье функции \varphi по системе взаимно ортогональных функций f1, f2, . . ..

Таким образом, мы приходим к следующему результату.

Лемма 2.1. [13] Решение краевой задачи (2.1) представимо в виде ряда

u(x, t, \varphi ) =

\infty \sum 
i=1

Ki(t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\pi ix)\varphi i, x \in [0, 1], t \geq 0, (2.5)

где коэффициенты разложения в ряд Фурье функции \varphi имеют вид

\varphi i = 2

1\int 
0

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\pi ix)\varphi (x)dx, i \in \BbbN .

Опр е д е л е н и е 2.1. Состоянием краевой задачи в момент времени t \geq 0 будем
называть некоторую функцию \widehat u(t, \varphi ) = u(\cdot , t, \varphi ) из пространства Лебега L2

\bigl( 
(0, 1),\BbbR 

\bigr) 
.

Аргумент \varphi мы будем опускать для краткости, когда его значение несущественно.
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3. Построение функционала v0

В этом параграфе будет построен функционал v0 с заданной отрицательно опреде-
лённой квадратичной производной вдоль решений краевой задачи (2.1):

d

dt
v0(\varphi )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
(2.1)

=  - \| \varphi \| 2L2
. (3.1)

Опр е д е л е н и е 3.1. Функцию U(y1, y2), y1, y2 \in [0, 1], которая имеет вид

U(y1, y2) = H(y1  - y2) - H(y1 + y2), (3.2)

где

H(x) =

\infty \sum 
i=1

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\pi ix)

2a\pi 2i2  - 2b
, x \in [ - 1, 2], (3.3)

будем называть матрицей Ляпунова для краевой задачи (2.1).

З ам е ч а н и е 3.1. Заметим, что ряд (3.3) сходится абсолютно и равномерно
на [0, 1] при b \not = a\pi 2i2, i \in \BbbN .

З ам е ч а н и е 3.2. Функция U является скалярной функцией двух переменных
и, строго говоря, матрицей не является. Однако в этой статье мы следуем тер-
минологии из работ [10] и [11], где аналогичный подход был применён для систем
обыкновенных дифференциальных уравнений с запаздыванием.

Опр е д е л е н и е 3.2. Краевая задача (2.1) называется экспоненциально устой-
чивой, если существуют константы \gamma \geq 1 и \sigma > 0 такие, что для всех начальных
функций \varphi и всех t \geq 0 выполнено неравенство

| | u(t, \varphi )| | L2 \leq \gamma e - \sigma t| | \varphi | | L2 .

Те о р ем а 3.1. Пусть краевая задача (2.1) экспоненциально устойчива. Если
производная вдоль решений этой задачи задана равенством (3.1), то функционал име-
ет вид

v0(\varphi ) =

1\int 
0

\varphi (y2)

1\int 
0

U(y1, y2)\varphi (y1) dy1 dy2, (3.4)

где функция U – матрица Ляпунова.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Производная v0 вдоль решений краевой задачи (2.1):

d

dt
v0(\widehat u(t, \varphi )) =  - \| \widehat u(t, \varphi )\| 2L2

=  - 
1\int 

0

u2(x, t, \varphi )dx. (3.5)

Далее подставляем решение (2.5) в (3.5), полученное равенство интегрируем на от-
резке [0, T ], где T > 0, затем выполняем предельный переход, устремляя T к бесконеч-
ности:

v0(\varphi ) =

\infty \int 
0

1\int 
0

\Biggl( \infty \sum 
i=1

Ki(t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\pi ix)\varphi i

\Biggr) 2

dx dt.
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Возводим в квадрат подынтегральное выражение. От двойного суммирования пере-
ходим к однократному в силу ортогональности системы синусов. Получаем выражение

v0(\varphi ) =

\infty \int 
0

\infty \sum 
i=1

K2
i (t)\varphi 

2
i

1\int 
0

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 (\pi ix) dx dt.

Вычислив интеграл от квадрата синуса, поменяв порядок суммирования и интегри-
рования (что возможно в силу сходимости ряда по признаку Вейерштрасса) и подставив
явные выражения для \varphi i, i \in \BbbN , получим

v0(\varphi ) = 2

\infty \sum 
i=1

\infty \int 
0

e2(b - \mu i)tdt

1\int 
0

1\int 
0

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\pi iy1) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\pi iy2)\varphi (y1)\varphi (y2) dy2 dy1.

В силу экспоненциальной устойчивости выполняются неравенства \mu i > b, i \in \BbbN ,
значит, несобственные интегралы сходятся:

v0(\varphi ) =

\infty \sum 
i=1

1

(\mu i  - b)

1\int 
0

1\int 
0

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\pi iy1) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\pi iy2)\varphi (y1)\varphi (y2) dy2 dy1.

Меняем порядок интегрирования и суммирования, это возможно, так как пред-
ставленный ряд сходится по признаку Вейерштрасса. Подставляем явное значение
\mu i = a(\pi i)2 и получаем функцию вида

U(y1, y2) =

\infty \sum 
i=1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\pi iy1) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\pi iy2)

a\pi 2i2  - b
.

Далее, применяя стандартное тригонометрическое тождество для произведения си-
нусов, несложно убедиться, что полученная функция полностью совпадает с матрицей
Ляпунова (3.2) из условий теоремы.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Ниже будет найдена функция, для которой (3.3) является разложением в ряд Фурье.
Искать её по определению 3.1 затруднительно. Поэтому далее воспользуемся альтерна-
тивным определением матрицы Ляпунова, где она будет построена по функции Грина
соответствующей краевой задачи.

4. Альтернативное определение матрицы Ляпунова и диффе-

ренцирование функционала v0

В этом разделе вводится альтернативное определение матрицы Ляпунова, которое
позволяет отказаться от предположения об экспоненциальной устойчивости краевой
задачи при доказательстве равенства (3.1) для производной квадратичного функцио-
нала.

Опр е д е л е н и е 4.1 (параграф 10 в [14], cтр. 38 в [15]). Функция G(y1, y2) \in 
\BbbR , y1, y2 \in [0, 1], называется функцией Грина одномерной краевой задачи Дирихле.\Biggl\{ 

au\prime \prime (y) + bu(y) = f(y),

u(0) = u(1) = 0,
(4.1)
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если
G \in \bfC ([0, 1]\times [0, 1]) \cap \bfC 2(\{ (y1, y2) \in (0, 1)\times (0, 1) : y1 \not = y2\} ),

и удовлетворяет следующему набору свойств:

1. Функция G удовлетворяет дифференциальному уравнению

a
\partial 2G(y1, y2)

\partial y21
+ bG(y1, y2) = 0, y1, y2 \in (0, 1), y1 \not = y2.

2. Функция G удовлетворяет граничным условиям

G(0, y) = G(1, y) = 0, y \in [0, 1].

3. Производная функции G имеет скачок

\partial G(y, y + 0)

\partial y2
 - \partial G(y, y  - 0)

\partial y2
=

1

a
, y \in (0, 1),

где под +0 и  - 0 мы подразумеваем правый и левый пределы соответственно.

Если функция G является функцией Грина краевой задачи Дирихле, то решение
задачи (4.1) может быть представлено в виде

u(y1) =

1\int 
0

G(y1, y2)f(y2) dy2, y1 \in [0, 1].

З ам е ч а н и е 4.1. Краевая задача (4.1) в зависимости от значения параметра
b сводится к одной из следующих классических задач математической физики:

� при b > 0 — одномерному уравнению Гельмгольца;

� при b < 0 — одномерному модифицированному уравнению Гельмгольца;

� при b = 0 — уравнению Пуассона.

Лемма 4.1 (стр. 43 в [15]). Функция Грина G краевой задачи (4.1) обладает
свойством симметрии:

G(y1, y2) = G(y2, y1), y1, y2 \in [0, 1].

Опр е д е л е н и е 4.2. Матрицей Ляпунова для краевой задачи (2.1) назовем
функцию

U(y1, y2) =  - 1

2
G(y1, y2), y1, y2 \in [0, 1].

При построении функционала v0 ранее предполагалась экспоненциальная устойчи-
вость краевой задачи. Теперь же мы отказываемся от этого предположения. Необхо-
димо показать, что производная функционала вдоль решений краевой задачи имеет
вид (3.1), опираясь исключительно на определение 4.2 матрицы Ляпунова.

Те о р ем а 4.1. Если функция U определяется через функцию Грина в соответ-
ствии с определением 4.2, и при этом функционал имеет вид (3.4), то его производная
вдоль решений краевой задачи (2.1) удовлетворяет равенству (3.1).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим функционал v0 из условия теоремы. Про-
изводная вдоль решений краевой задачи (2.1), учитывая лемму 4.1 и определение 4.2,
может быть записана следующим образом:

dv0(\widehat u(t))
dt

= 2a

1\int 
0

u(y2, t)

1\int 
0

U(y1, y2)uy1y1
(y1, t) dy1 dy2\underbrace{}  \underbrace{}  

=:I1

+

+ 2b

1\int 
0

u(y2, t)

1\int 
0

U(y1, y2)u(y1, t) dy1 dy2.

Для вычисления производной необходимо к I1 два раза применить интегрирование по
частям, после этого в формуле появятся слагаемые, содержащие частные производные
матрицы Ляпунова. Однако из свойств функции Грина и определения 4.2 производная
имеет разрыв в точке y1 = y2, поэтому при втором интегрировании по частям будем
разбивать интеграл на интервале (0, 1) на два и рассматривать их на области непре-
рывности. После первого интегрирования по частям получаем

I1 = 2a

1\int 
0

u(y2, t)

\biggl[ 
uy1

(1, t)U(1, y2) - uy1
(0, t)U(0, y2)

\biggr] 
dy2 - 

 - 2a

1\int 
0

u(y2, t)

y2 - 0\int 
0

uy1
(y1, t)

\partial U(y1, y2)

\partial y1
dy1 dy2 - 

 - 2a

1\int 
0

u(y2, t)

1\int 
y2+0

uy1
(y1, t)

\partial U(y1, y2)

\partial y1
dy1 dy2. (4.2)

Заметим, что первое слагаемое формулы (4.2) равно нулю в силу граничных условий
функции Грина и определения 4.2. Проинтегрируем по частям полученное выражение
второй раз. С учетом непрерывности функции u, полная производная имеет вид

dv0(\widehat u(t))
dt

= 2a

1\int 
0

u(y2, t)

\biggl[ 
u(0, t)

\partial U(0, y2)

\partial y1
 - u(1, t)

\partial U(1, y2)

\partial y1

\biggr] 
dy2+

+ 2

1\int 
0

u(y2, t)

y2 - 0\int 
0

u(y1, t)

\biggl[ 
a
\partial 2U(y1, y2)

\partial y21
+ bU(y1, y2)

\biggr] 
dy1 dy2+

+ 2

1\int 
0

u(y2, t)

1\int 
y2+0

u(y1, t)

\biggl[ 
a
\partial 2U(y1, y2)

\partial y21
+ bU(y1, y2)

\biggr] 
dy1 dy2+

+ 2a

1\int 
0

u2(y2, t)

\biggl[ 
\partial U(y2 + 0, y2)

\partial y1
 - \partial U(y2  - 0, y2)

\partial y1

\biggr] 
dy2. (4.3)
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Из граничных условий краевой задачи (2.1) следует равенство нулю первого слагаемого
формулы (4.3). Второе и третье слагаемые этой формулы обращаются в нуль в силу
свойства 1 функции Грина и определения 4.2.

Далее рассматривая последнее слагаемое, учитывая свойство 3 функции Грина и
определение 4.2, имеем, что производная функционала удовлетворяет равенству (3.1).
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Стоит отметить, что совпадение матрицы Ляпунова для граничной задачи (2.1) для
уравнения параболического типа с функцией Грина для соответствующей стационар-
ной задачи (4.1) представляется нетривиальным фактом. Матрица Ляпунова является
компонентой функционала, производная которого в силу граничной задачи совпадает
с заданным функционалом, тогда как функция Грина входит в представление общего
решения задачи Дирихле. Таким образом, указанные объекты имеют принципиаль-
но различное функциональное назначение. Обнаруженное соответствие, по-видимому,
указывает на наличие более глубокой взаимосвязи, природа которой требует дополни-
тельного исследования.

5. Построение матрицы Ляпунова и функции H

В этом разделе мы вычислим матрицу Ляпунова и покажем, что функция U из
определения 4.2, удовлетворяет также исходному определению 3.1.

Идея доказательства заключается в следующем. Сначала мы построим матрицу Ля-
пунова по определению 4.2, используя свойства функции Грина задачи (4.1). Получим
явное выражение для матрицы Ляпунова U . Затем по ней построим вспомогательную
функцию H, разложим её в ряд Фурье и сравним результат с рядом (3.3) из определе-
ния 3.1.

Построить функцию H по известной матрице Ляпунова U позволяет следующая
лемма.

Лемма 5.1. Если U – матрица Ляпунова из определения 4.2, функция H удо-
влетворяет уравнению (3.2) и справедливо равенство

1\int 
0

H(s)ds = 0, (5.1)

то функция H может быть представлена в виде

H(x) =

1\int 
0

U

\biggl( 
s

2
,
s

2

\biggr) 
ds - U

\biggl( 
| x| 
2
,
| x| 
2

\biggr) 
, x \in [ - 1, 2]. (5.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим в формулу (3.2) y1 = y2 =
x

2
и выразим из

нее H(x), получаем

H(x) = H(0) - U

\biggl( 
x

2
,
x

2

\biggr) 
, x \in [0, 2]. (5.3)

Из граничных условий функции Грина, определения 4.2 и формулы (3.2) следует, что
функция H является четной, так как

H( - x) - H(x) = U(0, x) = 0.
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Поэтому продолжаем функцию H по четности на отрицательный интервал. Остается
найти значение H(0). Для этого рассматриваем интеграл (5.1) из условия теоремы

1\int 
0

H(s)ds = H(0) - 
1\int 

0

U

\biggl( 
s

2
,
s

2

\biggr) 
ds = 0,

отсюда получаем

H(0) =

1\int 
0

U

\biggl( 
s

2
,
s

2

\biggr) 
ds. (5.4)

Из равенств (5.3) и (5.4) следует формула (5.2).
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

З ам е ч а н и е 5.1. Функция H определяется по формуле (3.2) с точностью до
константы. Чтобы в разложении в ряд Фурье функции H свободная константа рав-
нялась нулю, в условие леммы 5.1 добавлено равенство (5.1).

Лемма 5.1 показывает, что для построения функции H необходимо знать функцию
U на диагонали.

Заметим, что явный вид функции Грина задачи (4.1), а следовательно и матрицы
Ляпунова U , зависит от знака коэффициента b. Поэтому рассмотрим три случая.

5.1. Случай b > 0

Как уже было отмечено выше, в этом случае матрица Ляпунова U совпадает с точно-
стью до мультипликативной константы с функцией Грина для одномерного уравнения
Гельмгольца с однородными условиями Дирихле.

В работе [16] получена явная формула для функции Грина. Тогда, матрица Ляпу-
нова, в соответствии с определением 4.2, имеет вид

U(y1, y2) =

\left\{       
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} k(1 - y2) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} ky1

2ak \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} k
, y2 \geqslant y1,

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} k(1 - y1) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} ky2
2ak \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} k

, y2 \leqslant y1.

(5.5)

Теперь нужно восстановить из нее функцию H, чтобы затем сравнить ее с рядом (3.3)
из определения 3.1. Воспользуемся леммой 5.2, которая показывает, что для построения
функции H необходимо знать функцию U на диагонали. Из формулы (5.5) следует, что

U

\biggl( 
| x| 
2
,
| x| 
2

\biggr) 
=

1

2ak

\biggl( 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} k

x

2
 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{t} k \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} k

| x| 
2

\biggr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} k

| x| 
2
. (5.6)

Из формул (5.6) и (5.2) получаем явный вид для функции

H(x) =  - 1

4ak

\biggl( 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{t} k \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kx+ \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} k| x|  - 1

k

\biggr) 
, x \in [ - 1, 2]. (5.7)

Теперь мы можем сравнить полученную функцию H и H из определения 3.1, пред-
ставленную в виде ряда. Сперва заметим, что H является 2-периодической. На отрезке
[ - 1, 1] разложим в ряд Фурье функцию (5.7). Так как она чётная, то коэффициенты

P.E. Makoveeva, A.V. Egorov. Construction of a functional with a prescribed derivative for a linear . . .



Журнал Средневолжского математического общества. 2026. Т. 28, № 1. 41

при синусах равны нулю. По построению H аддитивная константа также равна нулю.
Переходим к нахождению коэффициентов при косинусах. Вычисляем все необходимые
интегралы. В итоге получаем значения

ai =
1

2a\pi 2i2  - 2b
, i \in \BbbN .

Значит, разложение в ряд Фурье функции (5.7) совпадает с рядом (3.3) из определе-
ния 3.1.

5.2. Случай b < 0

Здесь матрица Ляпунова совпадает с точностью до мультипликативной константы с
функцией Грина для модифицированного уравнения Гельмгольца с однородными усло-
виями Дирихле, но явного вида функции Грина для этого случая нам найти не удалось.
Его несложно построить, используя теорию из книги [14], или же непосредственно, ис-
пользуя свойства функции Грина задачи (4.1) при b < 0.

Воспользуемся вторым способом и введём константу k =
\sqrt{} 
 - b/a. Построим решение

уравнения из свойства 1 функции Грина с учётом определения 4.2 в области y1 > y2.
Затем по свойству симметрии функции Грина, а следовательно, и матрицы Ляпунова,
продолжим решение на область y1 < y2. В итоге получаем, что матрица Ляпунова будет
иметь вид

U(y1, y2) =

\Biggl\{ 
C1(y2) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}(ky1) + C2(y2) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}( - ky1), y2 \geqslant y1,

C1(y1) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}(ky2) + C2(y1) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}( - ky2), y2 \leqslant y1.

Из свойства 3 функции Грина и однородных граничных условий с учетом опреде-
ления 4.2 находим явное выражение для функции

C1(y) =
1

4ak

\biggl( 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{h} ky  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h} k \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h} ky

\biggr) 
.

В итоге матрица Ляпунова, найденная по определению 4.2, имеет вид

U(y1, y2) =

\left\{       
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h} k(1 - y2) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h} ky1

2ak \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h} k
, y2 \geqslant y1,

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h} k(1 - y1) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h} ky2
2ak \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h} k

, y2 \leqslant y1.

(5.8)

Используя лемму 5.1, найдем явный вид функции H:

H(x) =
1

4ak

\biggl( 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h} k \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{h} kx - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h} k| x|  - 1

k

\biggr) 
, x \in [ - 1, 2]. (5.9)

Затем разложим функцию (5.9) в ряд Фурье и сравним полученное разложение с ря-
дом из определения 3.1. В силу чётности функции H коэффициенты при синусах равны
нулю. По построению H аддитивная константа также равна нулю. Теперь вычислим
коэффициенты при косинусах:

ai =
1

2a\pi 2i2  - 2b
, i \in \BbbN .
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5.3. Случай b = 0

Из определения 4.2 естественно следует, что в этом случае матрица Ляпунова U сов-
падает с точностью до мультипликативной константы с функцией Грина для уравнения
Пуассона. В работе [14] для параметра a =  - 1 эта функция представлена в виде

G(y1, y2) =

\Biggl\{ 
y1(1 - y2), y2 \geqslant y1,

y2(1 - y1), y2 \leqslant y1.

Значит, матрица Ляпунова при b = 0 имеет вид

U(y1, y2) =

\left\{       
y1(1 - y2)

2a
, y2 \geqslant y1,

y2(1 - y1)

2a
, y2 \leqslant y1.

(5.10)

Теперь по полученной функции U , используя лемму 5.1, построим

H(x) =
1

4a

\biggl( 
x2

2
 - | x| + 1

3

\biggr) 
, x \in [ - 1, 2]. (5.11)

Далее, как и в предыдущих случаях, разложим функцию (5.11) в ряд Фурье и сравним
полученный ряд с формулой (3.3).

Функция (5.11) чётная, следовательно, коэффициенты при синусах равны нулю.
По построению H аддитивная константа также равна нулю. Вычислим оставшиеся
коэффициенты при косинусах:

ai =
1

4a

1\int 
0

\biggl( 
x2

2
 - | x| + 1

3

\biggr) 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\pi ix)dx =

1

2a\pi 2i2
, i \in \BbbN .

После рассмотрения трёх случаев, можно сформулировать следующий результат.

Те о р ем а 5.1. Пусть k =

\sqrt{} 
| b| 
a
. Матрица Ляпунова, построенная по определе-

нию 4.2, имеет вид

� (5.5) при b > 0 и \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} k \not = 0,

� (5.8) при b < 0,

� (5.10) при b = 0.

В остальных случаях матрицы Ляпунова не существует.

Те о р ем а 5.2. Матрица Ляпунова, определённая через функцию Грина зада-
чи (4.1), также удовлетворяет определению 3.1.

Можно показать, что построенная функция U действительно совпадает с функ-

цией  - 1

2
G, где G – функция Грина задачи (4.1). Также нетрудно показать, что она

представима в виде разности значений функции H, ряд которой совпадает с рядом из
формулы (3.3). Из этих рассуждений можно сформулировать следующий результат.

Те о р ем а 5.3. Определение 3.1 и определение 4.2 эквивалентны.
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6. Пример

Рассмотрим краевую задачу (2.1). Отметим, что ее решение будет экспоненциально
устойчивым при выполнении следующего условия: b < a\pi 2.

Для иллюстрации полученных результатов построим матрицу Ляпунова при раз-
личных значениях параметров краевой задачи (2.1).

Рассмотрим случай b > 0. На рис. 6.1 представлены графики матрицы U и соот-
ветствующей функции H для экспоненциально устойчивой краевой задачи. На рис. 6.2
изображён график U для неустойчивого случая — видно, что часть его лежит в обла-
сти отрицательных значений. Также отметим, что функция H пересекает ось ординат
ниже нуля в отличие от предыдущего случая.

a) b)

Рис. 6.1. Параметры краевой задачи a = 1, b = 2:
a) матрица Ляпунова U(y1, y2), b) функция H(x)

Fig. 6.1. Parameters of the boundary value problem a = 1, b = 2:
a) Lyapunov matrix U(y1, y2), b) function H(x)

a) b)

Рис. 6.2. Параметры краевой задачи a = 1, b = 100:
a) матрица Ляпунова U(y1, y2), b) функция H(x)

Fig. 6.2. Parameters of the boundary value problem a = 1, b = 100:
a) Lyapunov matrix U(y1, y2), b) function H(x)
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Далее рассмотрим задачу (2.1) при значении параметра b < 0, который также со-
ответствует экспоненциально устойчивой краевой задаче. График матрицы Ляпунова
приведён на рис. 6.3. Аналогично, при b = 0 краевая задача остаётся экспоненциально
устойчивой, соответствующие графики U и H представлены на рис. 6.4.

Представленные наблюдения в дальнейшем могут быть использованы для вывода
критерия экспоненциальной устойчивости более общей краевой задачи.

a) b)

Рис. 6.3. Параметры краевой задачи a = 1, b =  - 15:
a) матрица Ляпунова U(y1, y2), b) функция H(x)

Fig. 6.3. Parameters of the boundary value problem a = 1, b =  - 15:
a) Lyapunov matrix U(y1, y2), b) function H(x)

a) b)

Рис. 6.4. Параметры краевой задачи a = 1, b = 0:
a) матрица Ляпунова U(y1, y2), b) функция H(x)

Fig. 6.4. Parameters of the boundary value problem a = 1, b = 0:
a) Lyapunov matrix U(y1, y2), b) function H(x)
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7. Заключение

В работе для уравнения параболического типа построен функционал с заданной от-
рицательно определённой производной, ключевым элементом которого является функ-
циональная матрица Ляпунова. В статье введены два определения этой матрицы. Пер-
вое возникает непосредственно при построении функционала по заданной производ-
ной, матрица Ляпунова представляет собой тригонометрический ряд. Второе определе-
ние было сформулировано через функцию Грина для соответствующего стационарного
уравнения. На основе второго определения получена явная формула для построения
матрицы Ляпунова. Доказано, что всякая функция, удовлетворяющая второму опреде-
лению, автоматически удовлетворяет и первому. Построенные функционалы и матрицы
Ляпунова могут быть применены для исследования устойчивости и робастной устой-
чивости краевых задач, а также для построения экспоненциальных оценок решений.

Кроме того, полученные в работе результаты могут быть перенесены на уравнения
параболического типа с запаздыванием, которые применяются в некоторых приклад-
ных задачах [17], в частности, в биологических системах, где такие уравнения опи-
сывают динамику популяции с пространственным распределением и запаздывающей
реакцией на изменения окружающей среды [18].
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