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Применение многосеточного метода с полной
аппроксимацией для решения одномерных
нелинейных уравнений в частных производных
разрывным методом Галёркина
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Аннотация. В статье рассматривается многосеточный метод с полной аппроксимаци-
ей для разрывного метода Галёркина с неявной дискретизацией по времени. Целью
исследования является применение данного метода для эффективного решения задач,
описываемых нелинейными уравнениями в частных производных. Разработан вычисли-
тельный алгоритм, который реализует многосеточный метод с полной аппроксимацией
с применением метода Ньютона и усовершенствованного метода Ньютона-Крылова для
решения возникающих нелинейных уравнений на каждом уровне сетки многосеточно-
го метода. Такой подход позволяет существенно повысить эффективность алгоритма и
сократить количество необходимых вычислительных ресурсов. Проведены численные
эксперименты с применением обоих подходов к уравнению Хопфа. Исследовано вли-
яние регуляризирующего параметра и числа Куранта на скорость сходимости внеш-
них итераций метода Ньютона. Экспериментально показано, что использование метода
Ньютона-Крылова значительно улучшает общую производительность вычислительно-
го процесса по сравнению с традиционным методом Ньютона, хотя оба подхода де-
монстрируют схожий порядок сходимости, приближающийся ко второму порядку при
применении квадратичных базисов.
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Abstract. This paper considers the Full Approximation Scheme (FAS) multigrid method
for the Discontinuous Galerkin method with implicit time discretization. The objective
of the research is to apply this method to efficient solution of problems governed by
nonlinear partial differential equations. A computational algorithm has been developed
that implements the Full Approximation Scheme multigrid method using Newton’s method
and an improved Newton-Krylov method to solve the arising nonlinear equations at each
grid level of the multigrid method. This approach significantly improves the efficiency of
the algorithm and reduces required computational resources. Numerical experiments were
conducted applying both approaches for solving the Hopf equation. The influence of the
regularization parameter and of the Courant number on the convergence rate of Newton’s
method outer iterations was investigated. It has been experimentally demonstrated that
the use of the Newton-Krylov method significantly improves the overall performance of
the computational process compared to the traditional Newton’s method, although both
approaches demonstrate a similar order of convergence, approaching second order when using
quadratic basis functions.
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1. Введение

Разрывный метод Галёркина (Discontinuous Galerkin, DG) является эффективным
инструментом для численного решения уравнений в частных производных гиперболи-
ческого и параболического типов [1–6]. Метод обеспечивает высокий порядок точности
на неструктурированных сетках, обладает естественным параллелизмом и демонстри-
рует устойчивость при решении задач с преобладанием конвективных членов.

При решении, например, уравнений Навье-Стокса для малых чисел Маха явные схе-
мы дискретизации по времени становятся неэффективными вследствие жёстких огра-
ничений на шаг по времени, определяемых условием Куранта. Применение неявных
схем, таких как неявные схемы Рунге-Кутты или методы дифференцирования назад [7],
позволяет использовать большие шаги по времени; однако на каждом временном слое
возникает необходимость решения больших систем нелинейных уравнений, которые
часто оказываются плохо обусловленными. Классические итерационные методы могут
демонстрировать существенное снижение скорости сходимости с ростом числа степеней
свободы и увеличением порядка аппроксимации, что требует применения более эффек-
тивных решателей.

Многосеточные методы представляют собой перспективный подход к решению пло-
хо обусловленных задач. В настоящее время можно выделить несколько основных на-
правлений развития многосеточных методов для DG: p-multigrid и h-multigrid [8–13].

Эффективным для DG высокого порядка, является p–multigrid, при котором иерар-
хия уровней строится на основе полиномиальных пространств различного порядка на
фиксированной пространственной сетке. Эффективность этого подхода для численно-
го решения уравнений Навье-Стокса продемонстрирована в работах [8, 9]. Для схем с
порядком точности не выше третьего эффективно использование h-multigrid. В этом
случае иерархия уровней строится на основе полиномиальных пространств с сетками
разной размерности при фиксированном порядке точности каждого пространства [10]
Также имеется множество исследований, направленных на развитие гибридных hp-
multigrid методов, сочетающих оба подхода [11–13].

Для решения систем нелинейных уравнений хорошо зарекомендовал себя много-
сеточный метод с полной аппроксимацией (Full Approximation Scheme Multigrid, FAS
MG). Этот метод эффективно применяется как в сочетании с конечно-объемными ме-
тодами [15–17], так и с DG [11].

Таким образом, сочетание неявных схем и многосеточных методов представляет
собой важное направление в развитии эффективных DG-решателей для сложных мно-
гомасштабных задач.

В данной работе рассматривается применение многосеточного метода (h-multigrid)
для неявной схемы разрывного метода Галёркина с использованием метода Ньютона и
безматричного метода Ньютона-Крылова [18–21] для решения нелинейного уравнения
Хопфа. Показывается, что использование метода Ньютона-Крылова значительно улуч-
шает общую производительность вычислительного процесса по сравнению с традицион-
ным методом Ньютона, хотя оба подхода демонстрируют схожий порядок сходимости,
приближающийся ко второму порядку при применении квадратичных базисов

2. Вычислительный алгоритм

В данной работе рассматривается использование многосеточного метода с полной
аппроксимацией (Full Approximation Scheme, FAS) [14] на основе разрывного метода
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Галеркина [1] для решения нелинейных уравнений в частных производных.
Рассмотрим уравнение вида

\partial u

\partial t
+
\partial f(u)

\partial x
= 0, x \in [0, 1], t > 0, (2.1)

где u = u(x, t), с периодическими граничными условиями и начальным условием

u(x, 0) = u0(x), x \in [0, 1]. (2.2)

2.1. Метод Галёркина с разрывными базисными функциями (разрывный
метод Галёркина) с неявной дискретизацией по времени

Для численного решения уравнения (2.1) введём равномерную сетку

0 = x1/2 < x3/2 < \cdot \cdot \cdot < xi - 1
2
< xi+ 1

2
< \cdot \cdot \cdot < xN+1/2 = 1

с шагом h = xi+ 1
2
 - xi - 1

2
, i = 1, . . . , N .

Приближенное решение будем искать разрывным методом Галеркина [1], как эле-
мент пространства

V p
h =

\bigl\{ 
uh \in L2(0, 1) : uh| Ii \in Pp(Ii), i = 1, . . . , N

\bigr\} 
, (2.3)

где Ii = [xi - 1
2
, xi+ 1

2
], Pp(Ii) – пространство полиномов степени не выше p на интервале

Ii.
В каждой ячейке Ii = [xi - 1

2
, xi+ 1

2
] приближенное решение системы уравнений (2.1)

будем искать в виде проекции на пространство Pp(Ii) в базисе \{ \psi k(x)\} :

uh(x, t)| Ii =
p\sum 

k=0

uik(t)\psi ik(x), i = 1, . . . , N. (2.4)

В работе рассматриваются случаи p = 0, 1, 2. В качестве базиса выберем полиномы
Лежандра:

\psi i0(x) =
1\surd 
h
, \psi i1(x) = 2

\sqrt{} 
3

h

x - xi
h

,

\psi i2(x) =

\sqrt{} 
5

h

\Biggl( 
6

\biggl( 
x - xi
h

\biggr) 2

 - 1

2

\Biggr) 
, x \in Ii, i = 1, . . . , N, (2.5)

где xi = (xi - 1
2
+ xi+ 1

2
)/2.

Согласно разрывному методу Галеркина для нахождения решения в ячейке Ii по-
лучим следующую систему [1]:

x
i+1

2\int 
x
i - 1

2

\partial uh
\partial t

\psi il(x)dx - 

x
i+1

2\int 
x
i - 1

2

f(uh)
\partial 

\partial x
\psi il(x)dx+

+ \^fi+ 1
2
\psi il(xi+ 1

2
) - \^fi - 1

2
\psi il(xi - 1

2
) = 0, i = 1, . . . , N, l = 0, . . . , p. (2.6)
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Здесь \^fi - 1
2
, \^fi+ 1

2
– дискретные потоки, которые определяются по значениям слева и

справа от соответствующей границы ячейки:

\^fi - 1
2
= \^f(uLi - 1

2
, uRi - 1

2
), uLi - 1

2
= uh(xi - 1

2
, t)
\bigm| \bigm| \bigm| 
Ii - 1

, uRi - 1
2
= uh(xi - 1

2
, t)
\bigm| \bigm| \bigm| 
Ii
,

\^fi+ 1
2
= \^f(uLi+ 1

2
, uRi+ 1

2
), uLi+ 1

2
= uh(xi+ 1

2
, t)
\bigm| \bigm| \bigm| 
Ii
, uRi+ 1

2
= uh(xi+ 1

2
, t)
\bigm| \bigm| \bigm| 
Ii+1

и должны удовлетворять условиям согласования \^f(u, u) = f(u).
Из (2.4) получим:

duil
dt

=

x
i+1

2\int 
x
i - 1

2

f(uh)\psi 
\prime 
ldx - \^fi+ 1

2
\psi il

\bigm| \bigm| \bigm| 
x
i+1

2

+ \^fi - 1
2
\psi il

\bigm| \bigm| \bigm| 
x
i - 1

2

,

i = 1, . . . , N ; l = 0, . . . , p. (2.7)

Неявная дискретизация по времени приводит к следующей системе нелинейных ал-
гебраических уравнений:

uil  - uil
\tau 

=

x
i+1

2\int 
x
i - 1

2

f(uh)\psi 
\prime 
ldx - \^fi+ 1

2
\psi il

\bigm| \bigm| \bigm| 
x
i+1

2

+ \^fi - 1
2
\psi il

\bigm| \bigm| \bigm| 
x
i - 1

2

,

i = 1, . . . , N ; l = 0, . . . , p. (2.8)

2.2. Метод Ньютона

Неявную схему (2.8) запишем в следующем виде:

Uh  - Uh

\tau 
= \scrL (Uh), (2.9)

где \scrL – оператор, соответствующий правой части уравнения (2.8); Uh =

(u00, . . . , uik . . . , uNp)
T – коэффициенты разложения решения по базису; Uh – коэффи-

циенты разложения решения по базису, соответствующие предыдущему шагу по вре-
мени.

Далее перепишем систему (2.9) в виде

\scrQ h(Uh) = Fh, (2.10)

где

\scrQ h(Uh) =
1

\tau 
Uh  - \scrL (Uh), Fh =

1

\tau 
Uh. (2.11)

При решении системы (2.10) методом Ньютона на каждой итерации находим новое
приближение решения как

U
(\alpha +1)
h = U

(\alpha )
h + \theta \Delta Uh, \alpha = 0, 1, . . . ; U

(0)
h = Uh,

где \theta – параметр регуляризации, который вводится для управления сходимостью метода
Ньютона; приращение \Delta Uh находится, как решение системы линейных алгебраических
уравнений вида

J
(\alpha )
h \Delta Uh = Fh  - \scrQ h(U

\alpha 
h ), J

(\alpha )
h =

\partial \scrQ h

\partial Uh

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
U\alpha 

h

. (2.12)
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2.3. Безматричный метод Ньютона-Крылова

Основная идея безматричного метода Ньютона-Крылова (Jacobian-free
Newton–Krylov method – JFNK) заключается в выполнении ньютоновских итера-
ций без явного формирования матрицы Якоби [18–20].

Рассмотрим невязку системы (2.10):

Rh(Uh) = \scrQ h(Uh) - Fh =
1

\tau 

\bigl( 
Uh  - Uh

\bigr) 
 - \scrL (Uh). (2.13)

Алгоритм, как и классический метод Ньютона, состоит из внешних итераций:

U
(\alpha +1)
h = U

(\alpha )
h + \theta \Delta Uh, (2.14)

где приращение \Delta Uh находится решением задачи минимизации в подпространстве Кры-
лова:

\Delta Uh \approx \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
\Delta U\in \scrK m

\bigm\| \bigm\| \bigm\| Rh(U
(\alpha )
h ) + J\Delta U

\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
2
, (2.15)

где J =
\partial Rh

\partial Uh

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
U

(\alpha )
h

и \scrK m = \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}
\bigl\langle 
r0, Jr0, J

2r0, . . . , J
m - 1r0

\bigr\rangle 
, r0 = Rh(U

(\alpha )
h ).

Ключевой особенностью JFNK является безматричная аппроксимация действия
якобиана на вектор:

Jv \approx 
Rh(U

(\alpha )
h + \varepsilon v) - Rh(U

(\alpha )
h )

\varepsilon 
, (2.16)

где \varepsilon — малое возмущение, выбираемое с учётом машинной точности. Таким образом,
отпадает необходимость формирования и явного хранения в памяти якобиана (2.12),
как в классическом методе Ньютона; вместо этого требуется только вычисление значе-
ния невязки (2.13).

В данной работе для решения внутренних линейных систем используется метод
LGMRES [21], который представляет собой модификацию GMRES с ограниченным раз-
мером подпространства Крылова и возможностью перезапуска. Этот выбор обусловлен
его эффективностью для нелинейных задач и возможностью контроля памяти. Для
обеспечения устойчивости применяется регуляризация шага с параметром \theta .

2.4. Многосеточный метод с полной аппроксимацией

При решении задач большой размерности вычислительная сложность может оста-
ваться высокой, поэтому для дальнейшего ускорения сходимости и снижения вычисли-
тельных затрат в данной работе используется многосеточный подход. Основная идея
многосеточного метода заключается в использовании иерархии сеток для эффектив-
ного подавления погрешностей различных частот. Высокочастотные составляющие по-
грешности эффективно устраняются на мелких сетках, в то время как низкочастотные
компоненты переносятся на более грубые сетки, где их устранение требует меньших
вычислительных ресурсов.

Чтобы найти решение Uh системы (2.10) воспользуемся многосеточным методом с
полной аппроксимацией.

Рассмотрим набор вложенных пространств:

V p
h \supset V

p
2h \supset \cdot \cdot \cdot \supset V

p
2l - 1h

(2.17)
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Рис. 2.1. Варианты проекции на сеточные уровни трехсеточного метода (S\alpha –

оператор сглаживания на уровне \alpha ; P \beta 
\alpha – оператор проекции с уровня \alpha на

уровень \beta ): a) V-цикл; b) W-цикл.
Fig 2.1. Projection schemes for grid levels in a three-grid method (S\alpha —smoothing
operator at level \alpha ; P \beta 

\alpha —projection operator from level \alpha to level \beta ): a) V-cycle; b)
W-cycle.

Здесь l – это фиксированное число, равное количеству уровней.
Далее рассмотрим два последовательных пространства из набора (2.17), которые

обозначим Vh \supset VH . В дальнейших рассуждениях будем говорить, что пространство Vh
соответствует подробному уровню, а пространство VH – грубому уровню.

Также определим операторы ортогональной проекции:

\scrP H
h : Vh \rightarrow VH , \scrP h

H : VH \rightarrow Vh,

Выполнив несколько итераций метода Ньютона или безматричного метода
Ньютона-Крылова, найдем приближение к искомому решению \widetilde Uh. Невязка для дан-
ного приближения будет равна

Rh = Fh  - \scrQ h(\widetilde Uh). (2.18)

Вычтем Qh(\widetilde Uh) из левой и правой частей (2.10) и получим

\scrQ h(Uh) - \scrQ h(\widetilde Uh) = Fh  - \scrQ h(\widetilde Uh). (2.19)

Из (2.18) получим
\scrQ h(Uh) = Rh +\scrQ h(\widetilde Uh). (2.20)

Далее аналогично (2.11) определим оператор \scrQ H : VH \rightarrow VH и найдем на грубом
уровне решение UH \in VH для системы

\scrQ H(UH) = FH , (2.21)

где FH = \scrP H
h Rh +\scrQ H(\scrP H

h
\widetilde Uh).
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Вычислив ошибку
\varepsilon H = UH  - \~UH ,

найдем решение на подробной сетке

Uh = \widetilde Uh + \scrP h
H\varepsilon H . (2.22)

Затем выполним несколько итераций метода Ньютона или безматричного метода
Ньютона-Крылова для системы (2.10), взяв в качестве начального приближения вы-
численное Uh.

При решении системы (2.21) можно рекурсивно применить этот же алгоритм. Та-
ким образом, комбинируя различную глубину огрубления расчетной сетки и повторные
переходы на грубый уровень, можно получить модификации данного многосеточного
алгоритма (например, V-, W-циклы, как показано на рисунке 2.1).

3. Результаты расчетов

Рассматривалось нелинейное уравнение Хопфа:

\partial u

\partial t
+

\partial 

\partial x

\biggl( 
u2

2

\biggr) 
= 0, x \in [0, 1], t > 0 (3.1)

с начальным условием u(x, 0) = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(2\pi x) и периодическими граничными условиями.

Рис. 3.1. Общее количество итераций метода Ньютона, при выполнении
1/CFL шагов по времени.

Fig. 3.1. Total number of iterations of Newton’s method, performing 1/CFL time
steps.
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Таблица 3.1. Зависимость количества итераций метода Ньютона от параметра
\theta для различных значений CFL и p до достижения условия | | \Delta Uh| | < 10 - 10

Table 3.1. Dependence of the number of iterations of Newton’s method on
parameter \theta for various values of CFL and p until reaching the condition

| | \Delta Uh| | < 10 - 10

p = 0

\theta 
CFL

0.3 0.1 0.075 0.05 0.025 0.01
0.05 473 353 343 334 319 300
0.1 232 172 168 163 155 146
0.25 >500 64 62 60 57 54
0.5 >500 27 26 25 24 23
0.75 >500 46 15 13 12 12
0.8 >500 100 19 11 11 10
0.85 >500 557 26 11 9 9
0.9 >500 >500 37 13 8 7
1 >500 >500 165 20 9 6

p = 1

\theta 
CFL

0.3 0.1 0.075 0.05 0.025 0.01
0.05 385 362 357 348 334 315
0.1 188 177 174 170 163 154
0.25 69 65 64 63 60 57
0.5 29 27 27 26 25 24
0.75 >500 14 14 13 13 12
0.8 >500 13 12 12 11 11
0.85 >500 16 11 10 10 9
0.9 >500 20 14 9 8 8
1 >500 30 20 14 9 6

p = 2

\theta 
CFL

0.3 0.1 0.075 0.05 0.025 0.01
0.05 492 368 359 349 334 315
0.1 242 180 175 170 163 154
0.25 >500 66 64 63 60 57
0.5 >500 28 27 26 25 24
0.75 >500 55 18 13 13 12
0.8 >500 107 24 12 11 11
0.85 >500 >500 32 12 10 9
0.9 >500 >500 46 15 8 8
1 >500 >500 164 23 10 6
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Для выбора оптимального параметра \theta была выполнена серия расчетов без исполь-
зования многосеточного метода классическим методом Ньютона для различных значе-
ний параметров \theta и CFL = \tau /h. В каждом расчете было выполнено 1/CFL шагов по
времени.

В таблице 3.1 приведено количество внутренних итераций метода Ньютона на одном
шаге по времени, необходимое для достижения оценки | | \Delta Uh| | < 10 - 10 для значений
параметра p = 0, 1, 2. На рисунке 3.1 представлены графики зависимости количества
итераций от значения параметра \theta при p = 2. Анализ таблицы и графиков показывает,
что для параметра p = 2 наиболее оптимальным по количеству внутренних итераций
является набор параметров CFL = 0.1 и \theta = 0.5.
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Рис. 3.2. Количество внешних итераций по уровням при различных N .

Fig. 3.2. The number of outer iterations per level for different N .

Затем были выполнены расчеты методом FAS с использованием методов Ньютона
и Ньютона-Крылова на сетках с уровнем вложенности до 4. Количество итераций на
каждом уровне приведено на рисунке 3.2, где сравниваются результаты, полученные
вышеуказанными методами и классическим методом Ньютона без использования мно-
госеточного подхода. Видно, что с увеличением количества ячеек сетки значительное
преимущество демонстрирует расчет с использованием метода Ньютона-Крылова.

Для сравнения ускорения метода были выполнены расчеты для различных значений
CFL. На рисунке 3.3 показано достигаемое ускорение (отношение времени вычислений
метода Ньютона-Крылова к методу Ньютона) в зависимости от размера сетки N и
числа Куранта (CFL). Для каждого метода подсчитывается суммарное число внешних
итераций по всем уровням многосеточной иерархии.

Метод Ньютона-Крылова демонстрирует преимущество для сеток размером N \geq 
128, достигая ускорения до 3.3 раза при N = 512 и малых CFL. Для малых сеток
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Рис. 3.3. График ускорения метода Ньютона-Крылова относительно
классического Ньютона по времени вычисления

Fig. 3.3. Graph of the acceleration of the Newton-Krylov method relative to
classical Newton in terms of computation time.

(N < 128) классический метод Ньютона может быть предпочтительнее из-за низких
накладных расходов.

График ускорения демонстрирует существенную зависимость эффективности от
размера сетки. При N = 32, 64: ускорение меньше 1.0 для всех CFL. Накладные рас-
ходы итерационного решения внутренних систем перевешивают выгоду от отсутствия
явной факторизации матрицы Якоби. При N = 128: появляется положительное уско-
рение для малых CFL = 0.001, 0.005, достигая значений 1.2 – 1.5. При N = 256, 512:
ускорение становится существенным для всех CFL, достигая максимума \sim 3.3 при
N = 512 и CFL = 0.001.

Также наблюдается и существенная зависимость от значений CFL. Малые CFL =
0.001, 0.005: максимальное ускорение. При N = 512 и CFL = 0.001 ускорение \sim 3.3.
Это связано с увеличением числа итераций у классического метода Ньютона для пло-
хообусловленных систем, тогда как метод Ньютона-Крылова использует безматричные
операции и лучше справляется с такими условиями. Большие CFL = 0.1 – меньшее
ускорение, но положительное для больших N . При N = 512 достигается ускорение
\sim 1.5. Интересно, что при CFL = 0.1 метод Крылова показывает больше итераций
(1003 против 832), но все равно быстрее за счет меньшей стоимости итерации.
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Таблица 3.2. Порядки сходимости для методов Ньютона и Ньютона-Крылова
(p = 2; p1, p2 – численные порядки сходимости для погрешности в

соответствующей норме).
Table 3.2. Convergence orders for Newton’s method and Newton-Krylov method

(p = 2; p1, p2 are the numerical convergence orders for the error in the
corresponding norm).

Метод Ньютона Метод Ньютона-Крылова

Кол-во ячеек L1 L2 L1 L2

err1 p1 err2 p2 err1 p1 err2 p2

32 1.5581\times 10 - 5 – 1.9917\times 10 - 5 – 1.5581\times 10 - 5 – 1.9916\times 10 - 5 –

64 3.4445\times 10 - 6 2.18 4.4335\times 10 - 6 2.17 3.4444\times 10 - 6 2.18 4.4334\times 10 - 6 2.17

128 8.7216\times 10 - 7 1.98 1.0584\times 10 - 6 2.07 8.7216\times 10 - 7 1.98 1.0584\times 10 - 6 2.07

256 4.0786\times 10 - 7 1.78 4.8282\times 10 - 7 1.82 4.0783\times 10 - 7 1.78 4.8279\times 10 - 7 1.82

Были выполнены расчеты на сгущающихся сетках. В таблице 3.2 показаны абсолют-
ные погрешности и порядки сходимости для методов Ньютона и Ньютона-Крылова. В
первой колонке указано количество ячеек самого подробного уровня сетки. Оба метода
демонстрируют порядок сходимости близкий ко второму при использовании базисных
полиномов степени не выше 2.

4. Заключение

В работе предложен вычислительный алгоритм на основе разрывного метода Га-
леркина с использованием многосеточного метода с полной аппроксимацией для ре-
шения одномерных нелинейных уравнений в частных производных. Эффективность
алгоритма исследована на примере начально краевой задачи для уравнения Хопфа с
периодическими граничными условиями. Для решения нелинейной системы уравнений,
получающейся на каждом уровне сетки, использованы два метода – метод Ньютона и
метод Ньютона-Крылова. Выполнено сравнение результатов в плане экономичности,
то есть минимального количества итераций, необходимых для достижения заданного
уровня точности на каждом уровне сетки. Показано, что метод JFNK демонстрирует
значительное преимущество при увеличении количества ячеек расчетной сетки.

При этом безматричный метод Ньютона-Крылова демонстрирует такую же точ-
ность и порядок сходимости, как и классический метод Ньютона. Это позволяет го-
ворить о том, что этот метод является эффективным инструментом, позволяющим
решать нелинейные уравнения с частными производными с наименьшими вычисли-
тельными затратами.
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