
422 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2025. Vol. 27, No. 4.

Прикладная математика и механика

DOI 10.15507/2079-6900.27.202504.422-434 ISSN 2079-6900 (Print)
Оригинальная статья ISSN 2587-7496 (Online)

УДК 519.63
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Аннотация. При расчете на прочность элементов строительных конструкций одним
из этапов является исследование динамики этих элементов при различных силовых на-
грузках. В данной работе на основе классической модели свободных колебаний упругой
пластины, в отличие от проведенных ранее численно-аналитических исследований, раз-
рабатывается аналитический метод исследования динамики шарнирно закрепленной по
краям бетонной плиты. Согласно методу Галеркина приближенное решение дифферен-
циального уравнения в частных производных, используемого в модели, отыскивается
в виде линейной комбинации базисных функций. В результате получена система обык-
новенных дифференциальных уравнений для определения коэффициентов этой ком-
бинации. На основе построения функционала типа Ляпунова для дифференциального
уравнения в частных производных и функции Ляпунова для системы обыкновенных
дифференциальных уравнений предложено несколько способов определения погреш-
ности полученного приближенного решения. На основе численных расчетов показана
точность полученных оценок этой погрешности. Для этого построены графики разно-
сти исследуемого приближения и приближения высшего порядка. Наилучшую оценку
показал способ определения погрешности с помощью следующей базисной функции,
коэффициент при которой найден из уравнения, полученного на основе исследования
функционала типа Ляпунова для исходного дифференциального уравнения в частных
производных.
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нал типа Ляпунова, метод Галеркина, упругая пластина
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Abstract. When calculating the strength of structural elements, one of the steps is to
study the dynamics of these elements under various force loads. In this paper, based on the
classical model of free vibrations of an elastic plate, in contrast to previous numerical and
analytical studies, an analytical method for studying the dynamics of a concrete slab pinned
at its edges is developed. According to the Galerkin method, an approximate solution of
the partial differential equation used in the model is found as a linear combination of basis
functions. This results in a system of ordinary differential equations for determining the
coefficients of this combination. Based on the construction of a Lyapunov-type functional
for the partial differential equation and on a Lyapunov function for the system of ordinary
differential equations, several methods for determining the error of obtained approximate
solution are proposed. Numerical calculations demonstrate the accuracy of error estimates.
For this purpose, plots of the difference between the approximation under study and the
higher-order approximation are constructed. The best estimate was shown by the method of
error determination using the following basis function, whose coefficient was found from the
equation obtained in study of the Lyapunov-type functional for the original partial differential
equation.
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1. Введение

При проектировании наземных сооружений необходимо производить расчеты ди-
намики их деформируемых элементов, моделируемых упругими стержнями и пласти-
нами [1–4]. При математическом моделировании необходимо учитывать различные си-
ловые нагрузки, воздействующие на деформируемые элементы этих сооружений, на-
пример, ударные, тепловые, ветровые и снеговые нагрузки. Любое из этих воздействий
может привести к потере устойчивости [5, 6] возникающих при этом колебаний элемен-
тов, что говорит о необходимости точных расчетов параметров сооружений.

Анкилов М.А.. Оценки погрешности метода Галеркина при исследовании динамики бетонной плиты



424 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2025. Vol. 27, No. 4.

В данной работе для исследования динамики бетонной плиты используется мате-
матическая модель колебаний упругой пластины [7]. Модель описывается дифферен-
циальным уравнением в частных производных с неизвестной функцией деформации
пластины, решение которого отыскивается методом Галеркина [8]. В настоящее время
метод Галеркина теряет популярность при решении дифференциальных уравнений в
частных производных, так как большое количество исследований посвящено сходимо-
сти к точному решению, например, работы [9, 10], но отсутствуют работы по опреде-
лению погрешности полученного приближенного решения. В отличие от проведенных
ранее авторами исследований [11] для определения погрешности метода Галеркина ис-
пользуются аналитические, а не численно-аналитические методы.

2. Математическая модель и функционал

В работе методом Галеркина решается начально-краевая задача, описывающая ди-
намику шарнирно закрепленной по краям упругой пластины:

M \"w(x, t) +Dw\prime \prime \prime \prime (x, t) + \beta 0w(x, t) = 0, x \in [0, l], (2.1)

w(0, t) = 0, w(l, t) = 0, w\prime \prime (0, t) = 0, w\prime \prime (l, t) = 0, (2.2)

w(x, 0) = f1(x), \.w(x, 0) = f2(x). (2.3)

Здесь w(x, t) – функция, описывающая прогиб (деформацию) упругой пластины; штрих
и точка обозначают частные производные по координате x и времени t соответственно;
M = h\rho и D = Eh3

12(1 - \nu 2) – масса и изгибная жесткость пластины; l, h – длина и

толщина пластины; E, \rho – модуль упругости и линейная плотность пластины; \beta 0 –
коэффициент жесткости основания; \nu – коэффициент Пуассона.

В работе [11] для уравнения (2.1) с граничными и начальными условиями (2.2), (2.3)
на основе исследования функционала типа Ляпунова

\Phi =

l\int 
0

\bigl\{ 
M \.w2(x, t) +Dw\prime \prime 2(x, t) + \beta 0w

2(x, t)
\bigr\} 
dx (2.4)

получено равенство

l\int 
0

\Bigl\{ 
M \.w2(x, t) +Dw\prime \prime 2(x, t) + \beta 0w

2(x, t)
\Bigr\} 
dx =

=

l\int 
0

\Bigl\{ 
Mf22 (x) +Df \prime \prime 1

2
(x) + \beta 0f

2
1 (x)

\Bigr\} 
dx (2.5)

и доказана теорема.

Т е о р ем а 2.1. Решение w(x, t) краевой задачи (2.1), (2.2) устойчиво по отно-
шению к возмущениям начальных данных (2.3) и справедлива оценка

w2(x, t) \leq l2

\pi D

l\int 
0

\Bigl\{ 
Mf22 (x) +Df \prime \prime 1

2
(x) + \beta 0f

2
1 (x)

\Bigr\} 
dx. (2.6)
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3. Метод Галеркина и функция Ляпунова

Приближенное решение краевой задачи (2.1), (2.2) согласно методу Галеркина ищет-
ся в виде

wm(x, t) =

m\sum 
k=1

ak(t)gk(x), gk(x) = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \gamma kx, \gamma k =
\pi k

l
. (3.1)

Условия (2.2) выполняются. Подставляя (3.1) в (2.1), (2.3), умножая на gk(x) и инте-
грируя от 0 до l, получим задачу Коши для системы уравнений:

M\"an(t) +
\bigl( 
D\gamma 4n + \beta 0

\bigr) 
an(t) = 0, n = 1, ...,m, (3.2)

an(0) =
2

l

l\int 
0

f1(x)gn(x)dx, \.an(0) =
2

l

l\int 
0

f2(x)gn(x)dx. (3.3)

В отличие от работы [11] для определения неизвестных функций an(t) и определения
погрешности метода Галеркина используются аналитические, а не численные методы.
Решая задачу Коши (3.2), (3.3), получим решение

an(t) = an(0) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\Biggl( \sqrt{} 
D\gamma 4n + \beta 0

M
t

\Biggr) 
+ \.an(0)

\sqrt{} 
M

D\gamma 4n + \beta 0
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\Biggl( \sqrt{} 
D\gamma 4n + \beta 0

M
t

\Biggr) 
, (3.4)

n = 1, ...,m. Следовательно, приближенное решение начально-краевой задачи (2.1),
(2.2), (2.3) примет вид

w(x, t) \approx wm(x, t) =

m\sum 
k=1

\Biggl( 
ak(0) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\Biggl( \sqrt{} 
D\gamma 4k + \beta 0

M
t

\Biggr) 
+

+\.ak(0)

\sqrt{} 
M

D\gamma 4k + \beta 0
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\Biggl( \sqrt{} 
D\gamma 4k + \beta 0

M
t

\Biggr) \Biggr) 
gk(x). (3.5)

Введем функцию Ляпунова для каждого обыкновенного дифференциального урав-
нения (3.2):

\Psi n =M \.a2n(t) +
\bigl( 
D\gamma 4n + \beta 0

\bigr) 
a2n(t). (3.6)

Найдем производную от \Psi n по t:

\.\Psi n = 2M \.an(t)\"an(t) + 2
\bigl( 
D\gamma 4n + \beta 0

\bigr) 
an(t) \.an(t) = 2 \.an(t)

\bigl( 
M\"an(t) +

\bigl( 
D\gamma 4n + \beta 0

\bigr) 
an(t)

\bigr) 
.

Тогда для функции an(t), являющейся решением системы уравнений (3.2), имеет место
равенство \.\Psi n = 0, интегрируя которое от 0 до t, получим:

\Psi n(t) = \Psi n(0). (3.7)

Таким образом, из (3.7) получим равенство

M \.a2n(t) +
\bigl( 
D\gamma 4n + \beta 0

\bigr) 
a2n(t) =M \.a2n(0) +

\bigl( 
D\gamma 4n + \beta 0

\bigr) 
a2n(0) (3.8)

и доказана следующая теорема.
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Т е о р ем а 3.1. Решение an(t), n = 1, ...,m системы уравнений (3.2) устойчиво
по отношению к возмущениям начальных данных (3.3) и справедливо неравенство

a2n(t) \leq 
1

(D\gamma 4n + \beta 0)

\bigl( 
M \.a2n(0) +

\bigl( 
D\gamma 4n + \beta 0

\bigr) 
a2n(0)

\bigr) 
. (3.9)

Тогда согласно (3.9) получим оценку ряда

\infty \sum 
n=1

a2n(t) \leq 
\infty \sum 

n=1

1

(D\gamma 4n + \beta 0)

\bigl( 
M \.a2n(0) +

\bigl( 
D\gamma 4n + \beta 0

\bigr) 
a2n(0)

\bigr) 
=

=

\infty \sum 
n=1

M \.a2n(0)

(D\gamma 4n + \beta 0)
+

\infty \sum 
n=1

a2n(0). (3.10)

Первый ряд
\infty \sum 

n=1

M \.a2n(0)

(D\gamma 4n + \beta 0)
сходится по признаку сравнения с обобщенным гармониче-

ским рядом
\infty \sum 

n=1

1

n4
. А для второго ряда получим равенство

\infty \sum 
n=1

a2n(0) =
2

l

l\int 
0

\Biggl( \infty \sum 
n=1

an(0)gn(x)

\Biggr) 2

dx =
2

l

l\int 
0

f21 (x)dx.

Следовательно, для любых функций f1(x) \in L2[0, l] ряд
\infty \sum 

n=1

a2n(t) сходится и согласно [9]

приближенное решение, полученное методом Галеркина, сходится к точному решению.
Из (3.9) получим оценку приближенного решения

w2
m(x, t) =

\Biggl( 
m\sum 

k=1

ak(t)gk(x)

\Biggr) 2

\leq 2

m\sum 
k=1

a2k(t)g
2
k(x) \leq 

\leq 
m\sum 

k=1

2
\bigl( 
M \.a2k(0) +

\bigl( 
D\gamma 4k + \beta 0

\bigr) 
a2k(0)

\bigr) 
(D\gamma 4k + \beta 0)

g2k(x). (3.11)

4. Остаточный член метода Галеркина

Рассмотрим остаточный член Rm(x, t) разложения (3.1):

w(x, t) = wm(x, t) +Rm(x, t) =

m\sum 
k=1

ak(t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \gamma kx+Rm(x, t). (4.1)

Подставляя w(x, t) в виде (4.1) в уравнение (2.1), получим

m\sum 
k=1

\bigl( 
M\"ak(t) +

\bigl( 
D\gamma 4k + \beta 0

\bigr) 
ak(t)

\bigr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \gamma kx+M \"Rm(x, t)+DR\prime \prime \prime \prime 

m (x, t)+\beta 0Rm(x, t) = 0. (4.2)
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Согласно (3.2) из (4.2) окончательно получим

M \"Rm(x, t) +DR\prime \prime \prime \prime 
m (x, t) + \beta 0Rm(x, t) = 0. (4.3)

Подставляя w(x, t) в виде (4.1) в граничные условия (2.2) и начальные условия (2.3),
получим

Rm(0, t) = 0, Rm(l, t) = 0, R\prime \prime 
m(0, t) = 0, R\prime \prime 

m(l, t) = 0, (4.4)

Rm(x, 0) = f1(x) - 
m\sum 

k=1

ak(0) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \gamma kx, \.Rm(x, 0) = f2(x) - 
m\sum 

k=1

\.ak(0) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \gamma kx, (4.5)

где ak(0), \.ak(0) определяются согласно (3.3).
Для дифференциального уравнения в частных производных (4.3) с граничными и

начальными условиями (4.4), (4.5) введем функционал типа Ляпунова

\mathrm{T} =

l\int 
0

\Bigl\{ 
M \.R2

m(x, t) +DR\prime \prime 
m

2
(x, t) + \beta 0R

2
m(x, t)

\Bigr\} 
dx. (4.6)

Аналогично исследованию функционала (2.4), получим

\mathrm{T}(t) = \mathrm{T}(0). (4.7)

Таким образом, из (4.5), (4.7) получим равенство

l\int 
0

\Bigl\{ 
M \.R2

m(x, t) +DR\prime \prime 
m

2
(x, t) + \beta 0R

2
m(x, t)

\Bigr\} 
dx =

l\int 
0

\left\{   M
\Biggl( 
f2(x) - 

m\sum 
k=1

\.ak(0) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \gamma kx

\Biggr) 2

+

+D

\Biggl( 
f \prime \prime 1 (x) +

m\sum 
k=1

\gamma 2kak(0) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \gamma kx

\Biggr) 2

+ \beta 0

\Biggl( 
f1(x) - 

m\sum 
k=1

ak(0) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \gamma kx

\Biggr) 2
\right\}   dx. (4.8)

Так как в силу сходимости метода Галеркина точное решение есть ряд

w(x, t) =

\infty \sum 
k=1

ak(t)gk(x), (4.9)

то остаточный член имеет вид

Rm(x, t) = w(x, t) - wm(x, t) =

\infty \sum 
k=m+1

ak(t)gk(x). (4.10)

Учитывая ортогональность функций \{ gk(x)\} \infty k=1, получим

l\int 
0

Rm(x, t)gn (x) dx = 0, n = 1, . . . ,m. (4.11)
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Рассмотрим краевую задачу для уравнения \omega IV (x) =  - \lambda \omega \prime \prime (x), x \in [0, l] с краевыми
условиями (4.2). Эта задача является самосопряженной и полностью определенной.
Согласно (4.11) для функции Rm(x, t) запишем неравенство Рэлея [12]:

l\int 
0

Rm(x, t)RIV
m (x, t)dx \geq  - \lambda m+1

l\int 
0

Rm(x, t)R\prime \prime 
m(x, t)dx,

где (m+1)-е собственное значение рассматриваемой краевой задачи \lambda m+1 =
\pi (m+ 1)

l
.

Интегрируя по частям, представим это неравенство в виде:

l\int 
0

R\prime \prime 
m

2
(x, t)dx \geq \lambda m+1

l\int 
0

R\prime 
m
2(x, t)dx. (4.12)

Согласно (4.12) из (4.8) получим неравенство

l\int 
0

\Bigl\{ 
M \.R2

m(x, t)+D\lambda m+1R
\prime 
m
2(x, t)+\beta 0R

2
m(x, t)

\Bigr\} 
dx\leq 

l\int 
0

\left\{   M
\Biggl( 
f2(x) - 

m\sum 
k=1

\.ak(0) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \gamma kx

\Biggr) 2

+

+D

\Biggl( 
f \prime \prime 1 (x) +

m\sum 
k=1

\gamma 2kak(0) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \gamma kx

\Biggr) 2

+ \beta 0

\Biggl( 
f1(x) - 

m\sum 
k=1

ak(0) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \gamma kx

\Biggr) 2
\right\}   dx. (4.13)

Используя неравенство Коши-Буняковского, получим

R2
m(x, t) \leq l

l\int 
0

R\prime 
m
2(x, t)dx. (4.14)

Согласно (4.14) из (4.13) окончательно получим неравенство

D\lambda m+1

l
R2

m(x, t)+

l\int 
0

\Bigl\{ 
M \.R2

m(x, t) + \beta 0R
2
m(x, t)

\Bigr\} 
dx\leq 

l\int 
0

\left\{   M
\Biggl( 
f2(x) - 

m\sum 
k=1

\.ak(0) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \gamma kx

\Biggr) 2

+

+D

\Biggl( 
f \prime \prime 1 (x) +

m\sum 
k=1

\gamma 2kak(0) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \gamma kx

\Biggr) 2

+ \beta 0

\Biggl( 
f1(x) - 

m\sum 
k=1

ak(0) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \gamma kx

\Biggr) 2
\right\}   dx, (4.15)

на основании которого доказана теорема.

Т е о р ем а 4.1. Если функция Rm(x, t) удовлетворяет краевым условиям (4.4),
то решение Rm(x, t) уравнения (4.3) устойчиво по отношению к возмущениям на-
чальных данных (4.5) и справедливо неравенство

R2
m(x, t) \leq l2

D\pi (m+ 1)

l\int 
0

\left\{   M
\Biggl( 
f2(x) - 

m\sum 
k=1

\.ak(0) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \gamma kx

\Biggr) 2

+

+D

\Biggl( 
f \prime \prime 1 (x) +

m\sum 
k=1

\gamma 2kak(0) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \gamma kx

\Biggr) 2

+ \beta 0

\Biggl( 
f1(x) - 

m\sum 
k=1

ak(0) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \gamma kx

\Biggr) 2
\right\}   dx. (4.16)
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5. Улучшение оценки остаточного члена метода Галеркина

Будем искать остаточный член Rm(x, t) в виде

Rpr
m (x, t) = am+1(t)gm+1(x), (5.1)

где индекс pr сверху обозначает приближенное значение остаточного члена, а функ-
ция am+1(t) удовлетворяет уравнению (2.5), которое в силу ортогональности базисных
функций примет вид:

M \.a2m+1(t) +
\bigl( 
D\gamma 4m+1 + \beta 0

\bigr) 
a2m+1(t) =

2

l

l\int 
0

\Bigl\{ 
Mf22 (x) +Df \prime \prime 1

2
(x) + \beta 0f

2
1 (x)

\Bigr\} 
dx - 

 - 
m\sum 

k=1

\bigl( 
M \.a2k(t) +

\bigl( 
D\gamma 4k + \beta 0

\bigr) 
a2k(t)

\bigr) 
. (5.2)

Учитывая (3.8), окончательно получим

M \.a2m+1(t) +
\bigl( 
D\gamma 4m+1 + \beta 0

\bigr) 
a2m+1(t) =

2

l

l\int 
0

\Bigl\{ 
Mf22 (x) +Df \prime \prime 1

2
(x) + \beta 0f

2
1 (x)

\Bigr\} 
dx - 

 - 
m\sum 

k=1

\bigl( 
M \.a2k(0) +

\bigl( 
D\gamma 4k + \beta 0

\bigr) 
a2k(0)

\bigr) 
. (5.3)

Введем обозначение

Am =
2

l

l\int 
0

\Bigl\{ 
Mf22 (x) +Df \prime \prime 1

2
(x) + \beta 0f

2
1 (x)

\Bigr\} 
dx - 

m\sum 
k=1

\bigl( 
M \.a2k(0) +

\bigl( 
D\gamma 4k + \beta 0

\bigr) 
a2k(0)

\bigr) 
. (5.4)

Тогда уравнение (5.3) примет вид

M \.a2m+1(t) +
\bigl( 
D\gamma 4m+1 + \beta 0

\bigr) 
a2m+1(t) = Am. (5.5)

Введем обозначения

k2 =
Am

M
, b2 =

D\gamma 4m+1 + \beta 0

M
. (5.6)

Тогда уравнение (5.5) примет вид

\.am+1(t) = \pm 
\sqrt{} 
k2  - b2a2m+1(t). (5.7)

Это уравнение с разделяющимися переменными:

dam+1(t)

b

\sqrt{} \bigl( 
k
b

\bigr) 2  - a2m+1(t)
= \pm dt. (5.8)

Интегрируя (5.8), получим

1

b
\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

bam+1(t)

k
= \pm t+ C. (5.9)
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Следовательно,

am+1(t) = \pm 
k

b
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} b(t+ C). (5.10)

Оценивая остаточный член вида (5.1) метода Бубнова-Галеркина, получим

\varepsilon = | w(x, t) - wm(x, t)| = | Rm(x, t)| \approx | Rpr
m (x, t)| \leq | am+1(t)| \leq 

\leq k

b
=

\sqrt{} 
Am

D\gamma 4m+1 + \beta 0
. (5.11)

6. Численный эксперимент

Будем считать, что плита (пластина) изготовлена из бетона В20, тогда коэффици-
ент Пуассона, модуль упругости и плотность: \nu = 0, 2 (безр.), E = 2, 75 \cdot 1010 (Па),
\rho = 2000 (кг\cdot м - 3). Длина и толщина плиты l = 2 (м), h = 0, 1 (м). Тогда масса и

изгибная жесткость плиты: M = h\rho = 200 (кг\cdot м - 2), D = Eh3

12(1 - \nu 2) \approx 2, 39 \cdot 106 (H\cdot м).

Возьмем коэффициент жесткости основания \beta 0 = 4 (Па\cdot м - 1). Пусть начальные условия
(в метрах) имеют вид: w(x, 0) = 0.01 \cdot x5 \cdot (l  - x)4; \.w(x, 0) =  - 0.005x3 \cdot (l  - x)5.

С помощью математической системы Mathematica получим график функции

w(x, t) =

m\sum 
k=1

ak(t)gk(x) при m = 5 в точке x\ast = l
2 :

Рис. 6.1. Деформация пластины w(x, t) в точке x\ast = l/2 при t \in [0; 0.1]

Fig. 6.1. Deformation of plate w(x, t) at point x\ast = l/2 at t \in [0; 0.1]

Рассчитаем полученные оценки (2.6), (3.11), (4.16), (5.11) при m = 5.
Грубая оценка амплитуды колебаний (2.6):

| w(x, t)| \leq 

\sqrt{}     l2

\pi D

l\int 
0

\Bigl\{ 
Mf22 (x) +Df \prime \prime 1

2(x) + \beta 0f21 (x)
\Bigr\} 
dx \approx 0.0816626. (6.1)
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Уточненная оценка амплитуды колебаний (3.11):

| wm(x\ast , t)| \leq 

\sqrt{}    m\sum 
k=1

2 (M \.a2k(0) + (D\gamma 4k + \beta 0) a2k(0))

(D\gamma 4k + \beta 0)
g2k(x\ast ) \approx 0.0109459. (6.2)

Рассчитаем грубую оценку погрешности (4.16):

R2
m(x, t) \leq l2

D\pi (m+ 1)

l\int 
0

\left\{   M
\Biggl( 
f2(x) - 

m\sum 
k=1

\.ak(0) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \gamma kx

\Biggr) 2

+

+D

\Biggl( 
f \prime \prime 1 (x) +

m\sum 
k=1

\gamma 2kak(0) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \gamma kx

\Biggr) 2

+\beta 0

\Biggl( 
f1(x) - 

m\sum 
k=1

ak(0) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \gamma kx

\Biggr) 2
\right\}   dx.

Следовательно,
| Rm(x, t)| \leq \varepsilon \approx 0.0023465. (6.3)

Уточненная оценка погрешности (5.11):

| Rpr
m (x, t)| \leq 

\sqrt{} 
Am

D\gamma 4m+1 + \beta 0
\approx 0.0000573. (6.4)

Как видим из рис. 6.1, оценка (6.1) очень грубая и не показывает точно амплитуду
колебаний плиты.

Из (6.2), (6.3), получим точнее оценку | w(x, t)| \leq | wm(x\ast , t)| + | Rm(x, t)| . Следова-
тельно,

| w(x, t)| \leq 0.0132924 (6.5)

с относительной погрешностью\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| Rm(x\ast , t)

wm(x\ast , t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \cdot 100\% \approx 21.4\%. (6.6)

Из (6.2), (6.4), получим еще точнее оценку

| w(x, t)| \leq 0.0110032 (6.7)

с относительной погрешностью\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| Rpr
m (x\ast , t)

wm(x\ast , t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \cdot 100\% \approx 0.5\%. (6.8)

Для доказательства достоверности предложенного метода определения погрешно-
сти приближенного решения, полученного с помощью метода Галеркина, на рис. 6.2
построен график разности приближений | w5(x, t) - w50(x, t)| в точке x\ast = l

2 .
Как видим из рисунка 6.2 разность | w5(x, t) - w50(x, t)| \leq 0.0000425, что достаточно

хорошо согласуется с оценкой остаточного члена (6.4).
Возьмем m = 15. Оценки (3.11), (4.16), (5.11) и относительные погрешности примут

вид

| wm(x\ast , t)| \leq 0.0109460, | Rm(x, t)| \leq 0.0002384,

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| Rm(x\ast , t)

wm(x\ast , t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \cdot 100\% \approx 2.2\%,
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Рис. 6.2. Разность приближенных решений | w5(x, t) - w50(x, t)| в точке
x\ast = l/2 при t \in [0; 0.01]

Fig. 6.2. The difference between the approximate solutions | w5(x, t) - w50(x, t)| at
the point x\ast = l/2 for t \in [0; 0.01]

Рис. 6.3. Разность приближенных решений | w15(x, t) - w50(x, t)| в точке
x\ast = l/2 при t \in [0; 0.001]

Fig. 6.3. The difference between the approximate solutions | w15(x, t) - w50(x, t)| at
the point x\ast = l/2 for t \in [0; 0.001]

| Rpr
m (x, t)| \leq 0.0000013,

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| Rpr
m (x\ast , t)

wm(x\ast , t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \cdot 100\% \approx 0.012\%.

Найдено приближенное решение (график аналогичен рис. 6.1) начально-краевой
задачи (2.1)-(2.3). Для пятнадцатого приближения погрешность составила 0.012\%, что
подтверждается рис. 6.3.

7. Заключение

Описанию метода Галеркина и сходимости приближенного решения, полученного
этим методом, к точному решению посвящено большое количество научных работ (см.,
например, [8, 9, 10]). В данной статье на простейшем примере свободных колебаний
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шарнирно закрепленной по краям упругой пластины показана возможность использо-
вания функционалов и функций Ляпунова для определения погрешности полученного
методом Галеркина приближенного решения. В дальнейшем, с помощью предложенно-
го метода планируется провести исследование динамики бетонной плиты, моделируе-
мой упругой пластиной, с учетом взаимодействия с окружающей средой.
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