
Журнал Средневолжского математического общества. 2025. Т. 27, № 4. 411

Математика

DOI 10.15507/2079-6900.27.202504.411-421 ISSN 2079-6900 (Print)
Оригинальная статья ISSN 2587-7496 (Online)

УДК 519.651

Об ортогональных кубических сплайнах Шенберга
В. Л. Леонтьев

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого
(г. Санкт-Петербург, Российская Федерация)

Аннотация. Проводится трансформация кубических сплайнов Шенберга с помощью
четырех вспомогательных кубических сплайнов Шенберга, имеющих конечные носите-
ли, размеры которых меньше по сравнению с размером конечного носителя материнско-
го сплайна. В результате построены восемь сеточных наборов ортогональных кубиче-
ских сплайнов Шенберга, имеющих действительные значения. Выполнено исследование
аппроксимативных свойств построенных ортогональных кубических сплайнов Шенбер-
га. Показано, что порядок аппроксимации сплайнами Шенберга, модифицированными
также сплайнами Шенберга, существенно выше по сравнению с порядком аппроксима-
ции сплайнами Шенберга, модифицированными ступенчатыми функциями, и совпадает
с порядком аппроксимации классическими кубическими сплайнами Шенберга. Дефект
модифицированного сплайна Шенберга равен единице, как у классического сплайна
Шенберга. Модифицированный сплайн является непрерывной функцией, у которой в
точках сопряжения друг с другом частей материнского сплайна и частей сплайнов,
используемых для модификации, нет разрывов также первой и второй производных.
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Abstract. The transformation of cubic Schoenberg splines is carried out using four auxiliary
cubic Schoenberg splines having finite supports, whose sizes are smaller than the size of
the mother spline’s finite support. As a result, eight grid sets of orthogonal cubic real-
valued Schoenberg splines are constructed. The approximation properties of these splines
are investigated. It is shown that the approximation order of Schoenberg splines, that are
also modified by Schoenberg splines, is significantly higher than the approximation order of
step function-modified Schoenberg splines, and coincides with the approximation order of
classical cubic Schoenberg splines. The defect of modified Schoenberg spline is equal to one,
as that of classical Schoenberg spline. The modified spline is a continuous function which
has no breaks in the first and the second derivatives at the points where the parts of the
mother spline and the parts of the splines used for modification meet.
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1. Введение

Теория сплайнов возникла после создания кубических сплайнов Шенберга [1]. В
книге [2] заявляется, что ортогональные сплайны не существуют, но это категорич-
ное утверждение, как установлено в [3], имеет принципиальные исключения и означает
лишь только то, что невозможно получить ортогональные сплайны с помощью проце-
дуры ортогонализации Грама-Шмидта. Две авторские процедуры ортогонализации [3]
компактно опертых функций без разрушения их конечных носителей привели к появле-
нию ортогональных сплайнов [3] с широкой областью их применения, причем не только
в алгоритмах смешанных вариационно-сеточных методов (СВСМ) [3]. Так, например,
в [4] ортогональные сплайны применяются в наномеханике при построении потенциала
взаимодействия атомов, в [5] - при создании алгоритма криптографии. Реализация гео-
метрического алгоритма ортогонализации [3] с учетом особенностей кубических сплай-
нов Шенберга впервые излагается в статье [6], в которой показывается, что в случае
использования восьми ступенчатых функций для модификации материнского кубиче-
ского сплайна Шенберга достигается возможность ортогонализации порождаемого им
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сеточного набора сплайнов без изменения конечного носителя материнского сплайна.
В [6] найдены несколько вариантов ортогонализации кубических сплайнов Шенберга
ступенчатыми функциями, имеющими не только действительные, но и комплексные
коэффициенты, а также имеющими только действительные коэффициенты. Установ-
лено [6], что для ортогонализации сплайнов Шенберга достаточно использовать толь-
ко четыре ступенчатые функции. Доказана теорема о порядке аппроксимации любой
функции одного из использованных пространств Соболева линейными комбинациями
построенных ортогональных сплайнов Шенберга, но порядок аппроксимации оказался
более низким, чем для неортогональных сплайнов Шенберга. Кроме того, ортогональ-
ные сплайны Шенберга [6] имеют разрывы первого рода, что снижает их аппроксима-
тивные свойства.

Данная статья является продолжением статьи [6] и содержит результаты ортогона-
лизации кубических сплайнов Шенберга с использованием только четырех вспомога-
тельных кубических сплайнов Шенберга, с учетом результатов, полученных в статье
[6]. Доказывается, что порядок аппроксимации любой функции одного из используе-
мых пространств Соболева линейными комбинациями модифицированных кубических
сплайнов Шенберга не уменьшается в результате такой ортогонализации по сравне-
нию с порядком аппроксимации линейными комбинациями классических неортогональ-
ных кубических сплайнов Шенберга. Дефект предлагаемых ортогональных кубических
сплайнов Шенберга равен единице, как и у классических кубических сплайнов Шенбер-
га. Построенный здесь модифицированный материнский кубический сплайн Шенбер-
га, в отличие от кубического сплайна Шенберга [6], модифицированного ступенчатыми
функциями, является непрерывной функцией, у которой также нет разрывов первой и
второй производных. Ортогональные кубические сплайны Шенберга, получаемые здесь
на основе модификации классического материнского кубического сплайна Шенберга с
помощью четырех вспомогательных кубических сплайнов Шенберга, создают новые
возможности при построении алгоритмов СВСМ, основанных на смешанных вариа-
ционных принципах Рейсснера и Ху-Вашицу [3]. Применение ортогональных кубиче-
ских сплайнов Шенберга в таких алгоритмах, по-видимому, приведет к повышению
фактической точности аппроксимаций искомых точных решений краевых задач и к
увеличению скорости сходимости их приближенных решений. При этом, в задачах ме-
ханики деформируемого твердого тела ортогональные кубические сплайны Шенберга
позволяют исключить узловые неизвестные, соответствующие силовым факторам и де-
формациям, до начала решения глобальной системы вариационно-сеточных уравнений
на компьютере. Это делает такие СВСМ сравнимыми по вычислительным затратам с
ВСМ, основанными на вариационном принципе Лагранжа. Но при этом, по гладкости
и точности приближенных решений для силовых факторов и деформаций СВСМ пре-
восходят ВСМ, связанные с вариационным принципом Лагранжа. Предлагаемые здесь
ортогональные кубические сплайны Шенберга являются вкладом не только в теорию
СВСМ, но и в теорию сплайнов, которая продолжает получать во многих теоретиче-
ских и прикладных работах, например, [7–10], свое дальнейшее развитие и расширение
применения.
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2. Кубические сплайны Шенберга и новая процедура их орто-
гонализации, не изменяющая конечные носители сплайнов

Материнский кубический сплайн Шенберга имеет вид [1, 11]

\varphi (3) (x) =

\left\{             

0, x \geq 2,

(2 - x)3/6, 1 \leq x \leq 2,

[1 + 3(1 - x) + 3(1 - x)2  - 3(1 - x)3]/6, 0 \leq x \leq 1,

\varphi (3) ( - x) , x \leq 0.

(2.1)

В соответствии с процедурой ортогонализации [6] конечными носителями вспомога-
тельных функций являются отрезки [6, 10], [1, 5], [ - 4, 0], [ - 9,  - 5], расположенные на
четырех равных по размеру частях конечного носителя материнского сплайна.

Для упрощения дальнейших преобразований и для создания дополнительных воз-
можностей исследований материнский кубический сплайн Шенберга (2.1) масштабиру-
ется и принимает вид

\varphi (3)
m (x) = \varphi (3) (x/5) =

\left\{                 

0, x \geq 10,

(2 - x/5)3/6, 5 \leq x \leq 10,

[1 + 3(1 - x/5) + 3(1 - x/5)2  - 3(1 - x/5)3]/6,

0 \leq x \leq 5,
\varphi (3) ( - x/5) , x \leq 0.

(2.2)

Для новой по сравнению с [6] модификации масштабированного материнского ку-
бического сплайна Шенберга (2.2) используются также кубические сплайны Шенберга

\varphi (3) (x - 8) , \varphi (3) (x - 3) , \varphi (3) (x+ 2) , \varphi (3) (x+ 7)

с соответствующими им конечными носителями [6, 10], [1, 5], [ - 4, 0], [ - 9,  - 5], имею-
щими размер равный 4, который в 5 раз меньше размера, равного 20, конечного носи-
теля сплайна (2.2).

Возможность построения материнского кубического сплайна Шенберга, порождаю-
щего ортогональные сеточные наборы сплайнов Шенберга на каждой сетке, с помощью
только четырех вспомогательных ступенчатых функций, обоснована в статье [6]. При
этом в [6] показано, что восемь модифицирующих ступенчатых функций с ненулевыми
коэффициентами позволяют построить только комплексный материнский сплайн Шен-
берга, порождающий ортогональные сеточные наборы сплайнов Шенберга на каждой
сетке. Поэтому здесь для модификации материнского кубического сплайна Шенберга
(2.2) используется четыре указанных вспомогательных кубических сплайна Шенбер-
га, что приводит к построению на сетке ортогональных действительных кубических
сплайнов Шенберга, характеризующихся более высокой гладкостью по сравнению с
ортогональными сплайнами [6].

Масштабированный материнский сплайн Шенберга в результате его модификации
с помощью четырех вспомогательных кубических сплайнов Шенберга, порождаемых
трансляциями не масштабированного материнского сплайна (2.1), принимает вид

\itPhi (\itx ) = \varphi (3)
m (x) +A1\varphi 

(3) (x - 8) +A2\varphi 
(3) (x - 3) +A3\varphi 

(3) (x+ 2) +A4\varphi 
(3) (x+ 7) , (2.3)
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где Ai, i = 1, 2, 3, 4 – неизвестные постоянные коэффициенты, значения которых опре-
деляются тремя условиями ортогональности масштабированного материнского кубиче-
ского сплайна (2.3) и трех кубических сплайнов \itPhi (\itx  - 15), \itPhi (\itx  - 10), \itPhi (\itx  - 5), полу-
ченных его трансляциями, а именно, условиями\int +\infty 

 - \infty 
\itPhi (\itx )\itPhi (\itx  - 15)dx =

\int 10

5

\itPhi (\itx )\itPhi (\itx  - 15)dx =

=

\int 10

5

\bigl[ 
\varphi (3)
m (x) +A1\varphi 

(3) (x - 8)
\bigr] \bigl[ 
\varphi (3)
m (x - 15) +A4\varphi 

(3) (x - 8)
\bigr] 
dx = 0.

\int +\infty 

 - \infty 
\itPhi (\itx )\itPhi (\itx  - 10)dx =

\int 5

0

\itPhi (\itx )\itPhi (\itx  - 10)dx+

\int 10

5

\itPhi (\itx )\itPhi (\itx  - 10)dx =

=

\int 5

0

\bigl[ 
\varphi (3)
m (x) +A2\varphi 

(3) (x - 3)
\bigr] \bigl[ 
\varphi (3)
m (x - 10) +A4\varphi 

(3) (x - 3)
\bigr] 
dx+

+

\int 10

5

\bigl[ 
\varphi (3)
m (x) +A1\varphi 

(3) (x - 8)
\bigr] \bigl[ 
\varphi (3)
m (x - 10) +A3\varphi 

(3) (x - 8)
\bigr] 
dx = 0.

\int +\infty 

 - \infty 
\itPhi (\itx )\itPhi (\itx  - 5)dx =

\int 0

 - 5

\itPhi (\itx )\itPhi (\itx  - 5)dx+
\int 5

0

\itPhi (\itx )\itPhi (\itx  - 5)dx+
\int 10

5

\itPhi (\itx )\itPhi (\itx  - 5)dx =

=

\int 0

 - 5

\bigl[ 
\varphi (3)
m (x) +A3\varphi 

(3) (x+ 2)
\bigr] \bigl[ 
\varphi (3)
m (x - 5) +A4\varphi 

(3) (x+ 2)
\bigr] 
dx+

+

\int 5

0

\bigl[ 
\varphi (3)
m (x) +A2\varphi 

(3) (x - 3)
\bigr] \bigl[ 
\varphi (3)
m (x - 5) +A3\varphi 

(3) (x - 3)
\bigr] 
dx+

+

\int 10

5

\bigl[ 
\varphi (3)
m (x) +A1\varphi 

(3) (x - 8)
\bigr] \bigl[ 
\varphi (3)
m (x - 5) +A2\varphi 

(3) (x - 8)
\bigr] 
dx = 0.

которые преобразуются в соответствующие им три алгебраических уравнения

1

25
A1 +

1

75
A4 +

151

315
A1A4 +

1

1008
= 0, (2.4)

8

15
A1 +

1

25
A2 +

1

75
A3 +

31

75
A4 +

151

315
(A1A3 +A2A4) +

10

84
= 0, (2.5)

31

75
(A1 +A3) +

8

15
(A2 +A4) +

1

75
A2 +

1

25
A3 +

151

315
(A1A2 +A2A3 +A3A4) +

397

336
= 0.

(2.6)

3. Решения системы уравнений ортогональности и аппроксима-
ции

Решение системы четырех уравнений для неизвестных постоянных коэффициентов
Ai, i = 1, 2, 3, 4, состоящей из трех уравнений (2.4), (2.5), (2.6) и необходимого усло-
вия аппроксимации [6], согласно которому сумма четырех этих коэффициентов долж-
на быть равной нулю, дает восемь вариантов значений коэффициентов, в каждом из
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которых они имеют действительные значения (с округлением десяти значащих цифр
после запятой до четырех):

3.1) A1 =  - 0.7567, A2 = 1.7548, A3 =  - 0.9143, A4 =  - 0.08379;

3.2) A1 =  - 0.08314, A2 =  - 1.3883, A3 = 1.5594, A4 =  - 0.08799;

3.3) A1 =  - 0.03236, A2 = 1.8098, A3 =  - 1.6386, A4 =  - 0.1388;

3.4) A1 =  - 0.02816, A2 =  - 0.6639, A3 = 1.5045, A4 =  - 0.8124;

3.5) A1 =  - 0.02772, A2 =  - 0.9167, A3 =  - 1.6433, A4 = 2.5877;

3.6) A1 =  - 0.02658, A2 =  - 1.5956, A3 = 1.5029, A4 = 0.1193;

3.7) A1 = 0.1749, A2 = 1.7532, A3 =  - 1.8459, A4 =  - 0.08220;

3.8) A1 = 2.6433, A2 =  - 1.3930, A3 =  - 1.1670, A4 =  - 0.08335.

Все варианты решений содержат четыре действительные значения коэффициен-
тов Ai, i = 1, 2, 3, 4 функций \varphi (3) (x - 8), \varphi (3) (x - 3), \varphi (3) (x+ 2), \varphi (3) (x+ 7), мо-
дифицирующих материнский сплайн Шенберга (2.2). Действительная функция, рав-
ная сумме четырех сплайнов Шенберга A1\varphi 

(3) (x - 8), A2\varphi 
(3) (x - 3), A3\varphi 

(3) (x+ 2),
A4\varphi 

(3) (x+ 7), умноженных на коэффициенты, имеющие найденные значения, не яв-
ляется четной или нечетной во всех восьми вариантах. Поэтому модифицированный
кубический сплайн Шенберга (2.3), порождающий сеточные наборы ортогональных
кубических сплайнов Шенберга, есть действительная функция, не являющаяся чет-
ной или нечетной. Но гладкость модифицированного кубического сплайна Шенбер-
га (2.3) такая же высокая, как гладкость исходного материнского сплайна Шенберга
(2.2). Модифицированный материнский сплайн Шенберга (2.3), так же, как и исходный
не ортогональный материнский сплайн Шенберга (2.2), имеет дефект равный едини-
це, поскольку не только он является непрерывным, но и его первая и вторая произ-
водные во всех точках области определения сплайна ( - \infty , \infty ), в том числе, в точ-
ках  - 5, 0, 5 сопряжения четырех частей сплайна Шенберга \varphi (3)

m (x), а также в точках
 - 9,  - 5,  - 4, 0, 1, 5, 6, 10 сопряжения модифицированных частей сплайна с его не моди-
фицированными частями. Это следует из того, что значения вспомогательных сплайнов
Шенберга \varphi (3) (x - 8) , \varphi (3) (x - 3) , \varphi (3) (x+ 2) , \varphi (3) (x+ 7), а также их первых и вторых
производных, на границах конечных носителей этих сплайнов равны нулю.

4. Исследование аппроксимативных свойств ортогональных ку-
бических сплайнов Шенберга

Т е о р ем а 4.1. Если
A1 +A2 +A3 +A4 = 0, (4.1)

то для любой функции u(x) \in W 4
2 (\itR ) существуют такие коэффициенты \{ ui\} , что

при h\rightarrow 0 \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| u(x) - 
\sum 
(i)

ui\itPhi \iti (x)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
W s

2

\leq Cs \cdot h4 - s \| u\| W 4
2
, s = 0, 1, 2, 3,

V.L. Leontiev. On orthogonal cubic Schoenberg splines



Журнал Средневолжского математического общества. 2025. Т. 27, № 4. 417

\sum 
(i)

| ui| 2 \leq c \| u\| 2W 0
2
. (4.2)

Здесь h - шаг равномерной сетки; Cs, c - постоянные, не зависящие от h, u(x); \itPhi \iti (x) –
сеточные сплайны, полученные масштабированием и трансляциями модифицирован-
ного материнского кубического сплайна Шенберга \itPhi (x); W s

2 , W 0
2 , W 4

2 – гильбертовы
пространства Соболева.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Преобразование Фурье [6] модифицированного материнского
сплайна Шенберга (2.3)

\itPhi (\itx ) = \varphi (3)
m (x) +A1\varphi 

(3) (x - 8) +A2\varphi 
(3) (x - 3) +A3\varphi 

(3) (x+ 2) +A4\varphi 
(3) (x+ 7)

имеет вид

(2\pi )1/2 \^\itPhi (\xi ) =
1

53i4\xi 4
(e - 10i\xi  - 4e - 5i\xi + 6 - 4e5i\xi + e10i\xi )+

+
1

i4\xi 4
[A1(e

 - 10i\xi  - 4e - 9i\xi + 6e - 8i\xi  - 4e - 7i\xi + e - 6i\xi )+

+A2(e
 - 5i\xi  - 4e - 4i\xi + 6e - 3i\xi  - 4e - 2i\xi + e - i\xi )+

+A3(e
4i\xi  - 4e3i\xi + 6e2i\xi  - 4ei\xi + 1)+

+A4(e
9i\xi  - 4e8i\xi + 6e7i\xi  - 4e6i\xi + e5i\xi )] =

=
1

53i4\xi 4
(ei5\xi /2  - e - i5\xi /2)4 +

1

\xi 4
(e2i\xi  - 4ei\xi + 6 - 4e - i\xi + e - 2i\xi )\cdot 

\cdot (A1e
 - 8i\xi +A2e

 - 3i\xi +A3e
2i\xi +A4e

7i\xi ) =

= 5

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (5\xi /2)

5\xi /2

\biggr) 4

+
1

\xi 4

\Bigl( 
ei\xi /2  - e - i\xi /2

\Bigr) 4
(A1e

 - 8i\xi +A2e
 - 3i\xi +A3e

2i\xi +A4e
7i\xi ) =

= 5

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (5\xi /2)

5\xi /2

\biggr) 4

+

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\xi /2)

\xi /2

\biggr) 4

(A1e
 - 8i\xi +A2e

 - 3i\xi +A3e
2i\xi +A4e

7i\xi ). (4.3)

Отсюда следует, что
\^\itPhi (0) \not = 0, (4.4)

так как в (4.3)

5 \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\xi \rightarrow 0

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (5\xi /2)

5\xi /2

\biggr) 4

= 5,

а

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\xi \rightarrow 0

\Biggl[ \biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\xi /2)

\xi /2

\biggr) 4

(A1e
 - 8i\xi +A2e

 - 3i\xi +A3e
2i\xi +A4e

7i\xi )

\Biggr] 
= A1 +A2 +A3 +A4 = 0

в соответствии c необходимым условием аппроксимации [6] и условием теоремы.
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Из (4.3) также следует, что

(2\pi )1/2
d

d\xi 
\^\itPhi (\xi ) = 20

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (5\xi /2)

5\xi /2

\biggr) 3
\xi \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (5\xi /2) - 2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (5\xi /2)/5

\xi 2
+

+
d

d\xi 

\Biggl[ \biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\xi /2)

\xi /2

\biggr) 4

(A1e
 - 8i\xi +A2e

 - 3i\xi +A3e
2i\xi +A4e

7i\xi )

\Biggr] 
=

= 20

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (5\xi /2)

5\xi /2

\biggr) 3
\xi \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (5\xi /2) - 2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (5\xi /2)/5

\xi 2
+

+ 4

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\xi /2)

\xi /2

\biggr) 3
\xi \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\xi /2)/4 - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\xi /2)/2

(\xi /2)2
(A1e

 - 8i\xi +A2e
 - 3i\xi +A3e

2i\xi +A4e
7i\xi )+

+

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\xi /2)

\xi /2

\biggr) 4

( - 8iA1e
 - 8i\xi  - 3iA2e

 - 3i\xi + 2iA3e
2i\xi + 7iA4e

7i\xi ). (4.5)

Поэтому
d

d\xi 
\^\itPhi (2\pi j) = 0 \forall j : 0 \not = j \in \bfZ . (4.6)

Формула (4.5) также позволяет сделать вывод о том, что все члены, входящие в
выражения для второй и третьей производных функции \^\itPhi (\xi ), полученной с помощью
преобразования Фурье, содержат один из сомножителей вида\biggl( 

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (5\xi /2)

5\xi /2

\biggr) k

,

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\xi /2)

\xi /2

\biggr) k

, k = 1, 2, 3, 4

и в силу этого
d2

d\xi 2
\^\itPhi (2\pi j) = 0,

d3

d\xi 3
\^\itPhi (2\pi j) = 0 \forall j : 0 \not = j \in \bfZ . (4.7)

В соответствии с (4.4), (4.6), (4.7) оценка погрешности аппроксимации\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| u(x) - 
\sum 
(i)

ui\itPhi \iti (x)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
W s

2

\leq C \cdot hp+1 - s \| u\| Wp+1
2

из формулировки теоремы Стренга-Фикса [11], справедлива в данном случае для p = 3.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Для значений s = 0, 1, 2 оценка (4.2) погрешности аппроксимации любой функ-
ции соответствующего пространства Соболева ортогональными сплайнами Шенберга
записывается в трех формах\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| u(x) - 

\sum 
(i)

ui\itPhi \iti (x)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
W 0

2

\leq C0 \cdot h4 \| u\| W 4
2
,

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| u(x) - 
\sum 
(i)

ui\itPhi \iti (x)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
W 1

2

\leq C1 \cdot h3 \| u\| W 4
2
,
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\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| u(x) - 
\sum 
(i)

ui\itPhi \iti (x)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
W 2

2

\leq C2 \cdot h2 \| u\| W 4
2
,

характеризующих высокую точность аппроксимации любой функции соответствующе-
го пространства Соболева, а также ее первой и второй производных. Эти оценки и
высокая гладкость кубических сплайнов создают предпосылки для эффективного при-
менения линейных комбинаций созданных здесь ортогональных кубических сплайнов
Шенберга, как для непосредственной аппроксимации функций, так и для аппроксима-
ции искомых решений краевых задач, получаемых с помощью вариационно-сеточных
или проекционно-сеточных методов [3].

5. Заключение

Согласно полученной здесь оценке (4.2) аппроксимативных свойств модифицирован-
ных сплайнов Шенберга последовательность линейных комбинаций сеточных наборов
ортогональных кубических сплайнов Шенберга, обладающих свойством относительно
высокой гладкости, при стремлении величины шага сетки к нулю сходится к аппрок-
симируемой функции u(x) с достаточно высокой скоростью.

В данной статье с помощью геометрической процедуры ортогонализации финитных
функций [3], развитой и детализированной в статье [6] применительно к кубическим
сплайнам Шенберга, построены, с сохранением размеров конечных носителей исход-
ных сплайнов, восемь различных модифицированных материнских кубических сплай-
нов Шенберга с действительными значениями, порождающих на каждой сетке систему
ортогональных кубических сплайнов Шенберга.

Ортогональность сеточных наборов созданных сплайнов, их высокая гладкость и
высокая степень аппроксимации, а также наличие у них компактных носителей, порож-
дающих разреженные сеточные матрицы, существенно повышают эффективность алго-
ритмов вариационно-сеточных методов [3], а также рациональность различных других
алгоритмов, например [4, 5], в частности, за счет значительного снижения для них
вычислительных затрат.

Ортогональные кубические сплайны Шенберга, полученные в статье [6] с приме-
нением вспомогательных ступенчатых функций, а также ортогональные кубические
сплайны Шенберга, построенные здесь с помощью вспомогательных кубических сплай-
нов Шенберга, являются вкладами в теорию ортогональных сплайнов [3] и в общую тео-
рию сплайнов, связанными с обобщениями кубических сплайнов Шенберга, с которых
началось развитие теории сплайнов.
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