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Аннотация. В работе ставится вопрос о том, при каких условиях верхняя треуголь-
ная нильпотентная матрица подобна над кольцом целых чисел обобщённой жордановой
клетке, т. е. матрице, в которой ненулевыми являются элементы только первой наддиа-
гонали. Получены необходимые и достаточные условия подобия обобщённой жордано-
вой клетке для следующих классов матриц: для матриц четвёртого порядка ранга 3 с
ненулевыми элементами первой наддиагонали; для матриц пятого порядка ранга 4 и
некоторыми дополнительными ограничениями на элементы первой наддиагонали. Эти
условия сформулированы в простых терминах делимости и наибольших общих делите-
лей матричных элементов. Доказано, что если в матрице первый и последний элемен-
ты первой наддиагонали взаимно просты, а произведение остальных элементов этой
наддиагонали равно 1, то эта матрица подобна обобщённой жордановой клетке. Для
получения критерия подобия используется следующий факт: если две нильпотентные
верхние треугольные матрицы порядка n и ранга n  - 1 подобны над кольцом целых
чисел, то среди трансформирующих матриц существует треугольная матрица. Этот
факт сводит задачу распознавания подобия к решению в целых числах системы линей-
ных уравнений. Основным инструментом для получения результатов в статье является
критерий совместности в целых числах системы линейных уравнений.
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Abstract. In this paper conditions for similarity of an upper triangular nilpotent matrix and
a generalized Jordan block (i. e. a matrix where only the elements of the first superdiagonal
are non-zero) are considered. The problem is solved over the ring of integers. Necessary
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1. Введение

Из линейной алгебры хорошо известно (см., например, [1]), что любая нильпотент-
ная матрица A порядка n ранга n - 1 подобна над полем рациональных чисел \BbbQ жор-
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дановой клетке Jn

Jn =

\left(        
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

\right)        . (1.1)

Это означает, что AX = XJn для некоторой матрицы X \in \mathrm{G}\mathrm{L}(n,\BbbQ ).
Понятие подобия матриц над \BbbQ естественным образом переносится на кольцо це-

лых чисел \BbbZ . Через \mathrm{G}\mathrm{L}(n,\BbbZ ), как обычно, обозначается множество обратимых над \BbbZ 
целочисленных матриц порядка n. Другими словами, \mathrm{G}\mathrm{L}(n,\BbbZ ) — это множество всех
унимодулярных матриц порядка n, т. e. целочисленных матриц, определитель которых
равен 1 или  - 1.

О пр е д е л е н и е 1.1. Будем говорить, что матрица A \in \BbbZ n\times n подобна матрице
B \in \BbbZ n\times n над кольцом целых чисел \BbbZ , если существует такая матрица X \in \mathrm{G}\mathrm{L}(n,\BbbZ ),
что AX = XB. При этом матрица X называется трансформирующей матрицей.

Отметим, что задача классификации целочисленных матриц относительно подобия
над \BbbZ находит приложение в топологии (см., например, [2, 3, 4]).

Если матрица A подобна над \BbbZ матрице B, то будем обозначать это через A \sim B.
Над кольцом целых чисел \BbbZ упомянутый выше факт подобия жордановой клетке

Jn перестаёт быть верным уже для n = 2 (см., например, [5, 6, 7, 8]). К примеру, любая

матрица A =

\biggl( 
0 a
0 0

\biggr) 
, где a \in \BbbZ , a \not = 0, подобна над \BbbQ матрице J2. Но над \BbbZ такая

матрица A подобна жордановой клетке J2 тогда и только тогда, когда a \in \{ 1, - 1\} .
Обобщённой жордановой клеткой назовём целочисленную матрицу вида

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(a1, a2, . . . , an - 1) =

\left(        
0 a1 0 . . . 0
0 0 a2 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . an - 1

0 0 0 . . . 0

\right)        , (1.2)

где ai \not = 0, (i = 1, 2, . . . , n - 1). Это название обусловлено тем, что обычная жорданова
клетка Jn = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(1, . . . , 1\underbrace{}  \underbrace{}  

n - 1

).

Возникает естественный вопрос: любая ли целочисленная нильпотентная матрица
порядка n ранга n  - 1 подобна над \BbbZ обобщённой жордановой клетке (1.2)? Ответ
на него отрицательный для n \geq 3. Действительно, пусть НОД(a1, a2, . . . , an - 1) > 1.
Рассмотрим матрицу A, полученную из матрицы вида (1.2) заменой хотя бы одного 0
выше диагонали на 1. Тогда легко видеть, что A не подобна \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(a1, a2, . . . , an - 1)
над \BbbZ .

Известно (см. [7, 9, 10]), что если все собственные числа матрицы A \in \BbbZ n\times n лежат
в \BbbZ , то A подобна над \BbbZ верхней треугольной матрице с собственными числами на
диагонали. Поскольку у нильпотентных матриц все собственные числа нулевые, то,
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без ограничения общности, будем рассматривать верхние треугольные нильпотентные
матрицы:

A =

\left(            

0 a1,2 a1,3 a1,4 . . . a1,n - 1 a1,n
0 0 a2,3 a2,4 . . . a2,n - 1 a2,n
0 0 0 a3,4 . . . a3,n - 1 a3,n
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . an - 2,n - 1 an - 2,n

0 0 0 0 . . . 0 an - 1,n

0 0 0 0 . . . 0 0

\right)            
, (1.3)

где ai,i+1 \not = 0, (i = 1, 2, . . . , n  - 1). Хотелось бы получить критерий подобия таких
матриц обобщённой жордановой клетке.

Такая попытка была сделана в [11] для матриц вида (1.3) с двумя ненулевыми су-
пердиагоналями, т. е. при дополнительных ограничениях ai,j = 0, j \geq i + 3. В [11]
был получен ряд необходимых условий подобия над \BbbZ для таких матриц обобщённой
жордановой клетке. Эти условия сформулированы в простых терминах делимости и
наибольших общих делителей элементов матриц.

Кроме того, при n = 3 и n = 4 в [11] были получены критерии подобия. В частности,
в [11] доказано, что матрицы\left(  0 a1 b1

0 0 a2
0 0 0

\right)  ,

\left(  0 a1 0
0 0 a2
0 0 0

\right)  ,

где a1, a2 \not = 0, подобны над \BbbZ тогда и только тогда, когда b1
... НОД(a1, a2).

Заметим, что из доказательств теорем о канонических матрицах классов подобия
для n = 3 в работах [5, 6] можно вывести тот же результат.

Также в [11] был получен следующий критерий подобия для n = 4.

Т е о р е м а 1.1 (см. [11]). Пусть

A =

\left(    
0 a1 b1 0
0 0 a2 b2
0 0 0 a3
0 0 0 0

\right)    , B =

\left(    
0 a1 0 0
0 0 a2 0
0 0 0 a3
0 0 0 0

\right)    ,

где a1, a2, a3 \not = 0, d = НОД(a1, a2, a3). Тогда

A \sim B \Leftarrow \Rightarrow 
1. b1 делится на d, b2 делится на d.
2. b1b2 делится на (d \cdot НОД(a1, a3)).

3. (a1b2 + b1a3) делится на da2.

В данной статье мы обобщаем эту теорему на произвольные верхние треугольные
нильпотентные матрицы 4-го порядка ранга 3, а также обобщаем результат из [12] в
случае n = 5 при некоторых дополнительных ограничениях.

Ещё одной из причин, по которой представляет интерес получение критерия подобия
над \BbbZ матриц вида (1.3) и (1.2), является следующее обстоятельство. Если a1,2 = a2,3 =
. . . = an - 1,n = 1, то матрица вида (1.3) подобна над \BbbZ жордановой клетке Jn при любых
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ai,j \in \BbbZ , j \geq i + 2 (см. критерий подобия жордановой клетке в [13]). Оказывается, что
есть и другие значения a1,2, a2,3, . . . , an - 1,n такие, что матрица вида (1.3) подобна над \BbbZ 
обобщённой жордановой клетке \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(a1,2, a2,3, . . . , an - 1,n) при любых ai,j \in \BbbZ , j \geq 
i+ 2 (см. Следствие 2.3 и Следствие 3.2 ниже).

Отметим два важных момента. Пусть A = (ai,j) и B = (bi,j) — две нильпотентные
верхние треугольные матрицы порядка n, причём все элементы их первых супердиаго-
налей отличны от 0 (т. е. ai,i+1 \not = 0, bi,i+1 \not = 0, i = 1, 2, . . . , n - 1). Если A \sim B, то

1. ai,i+1 = \pm bi,i+1 (i = 1, 2, . . . , n  - 1) (Лемма 2.1 из [11]). Отсюда лег-
ко вывести, что если A \sim \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(\pm a1,2,\pm a2,3, . . . ,\pm an - 1,n), то A \sim 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(a1,2, a2,3, . . . , an - 1,n) (Лемма 3.1 из [11]).

2. (см. [11, 14]) если ai,i+1 = bi,i+1, (i = 1, 2, . . . , n  - 1), то существует унитреуголь-
ная трансформирующая матрица X (т. е. AX = XB и X — верхняя треугольная
матрица с единичной диагональю):

X =

\left(             

1 x
(1)
1 x

(2)
1 . . . x

(n - 2)
1 x

(n - 1)
1

0 1 x
(1)
2

. . . x
(n - 3)
2 x

(n - 2)
2

0 0 1
. . . x

(n - 4)
3 x

(n - 3)
3

...
...

...
. . . . . .

...
0 0 0 . . . 1 x

(1)
n - 1

0 0 0 . . . 0 1

\right)             
(1.4)

(здесь x(j)i — i-й элемент j-й супердиагонали (наддиагонали), т. е. в стандартных
обозначениях x(j)i = xi,i+j).

Следовательно, для получения критерия подобия над \BbbZ матриц вида (1.3) и (1.2)
мы можем сразу рассматривать матрицы с одинаковыми первыми супердиагоналями:\left(          

0 a1 a1,3 . . . a1,n - 1 a1,n
0 0 a2 . . . a2,n - 1 a2,n
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . an - 2 an - 2,n

0 0 0 . . . 0 an - 1

0 0 0 . . . 0 0

\right)          
,

\left(          

0 a1 0 . . . 0 0
0 0 a2 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . an - 2 0
0 0 0 . . . 0 an - 1

0 0 0 . . . 0 0

\right)          
, (1.5)

где ai \not = 0, (i = 1, . . . , n - 1).
Так как унитреугольная матрица X вида (1.4) автоматически лежит в \mathrm{G}\mathrm{L}(n,\BbbZ ), то

для матриц A и B вида (1.5) условие A \sim B равносильно совместности в целых числах
системы линейных уравнений AX = XB. Легко видеть, что если X — унитреугольная
матрица, то система AX = XB содержит (n  - 2) + (n  - 3) + . . . + 2 + 1 = (n - 1)(n - 2)

2

уравнений и (n - 1)+ (n - 2)+ . . .+2 = n(n - 1) - 2
2 неизвестных (x(n - 1)

1 входит с нулевым
коэффициентом). В частности, для n = 4 имеем 3 уравнения и 5 неизвестных, а для
n = 5 — 6 уравнений и 9 неизвестных.

Основным инструментом для получения результатов настоящей статьи является
следующий критерий совместности в целых числах системы линейных уравнений.
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Т е о р е м а 1.2. (критерий совместности в целых числах системы линейных
уравнений, см. [15, с. 51]). Пусть P \in \BbbZ m\times n — матрица ранга m и b \in \BbbZ m. Тогда
система Px = b имеет целочисленные решения тогда и только тогда, когда все ми-
норы порядка m расширенной матрицы (P, b) делятся на наибольший общий делитель
\Delta m(P ) всех миноров порядка m матрицы P.

2. Случай матриц 4-го порядка

В этом разделе мы получим критерий подобия над кольцом целых чисел нильпо-
тентных матриц следующего вида:

A =

\left(    
0 a1 b1 c1
0 0 a2 b2
0 0 0 a3
0 0 0 0

\right)    , B =

\left(    
0 a1 0 0
0 0 a2 0
0 0 0 a3
0 0 0 0

\right)    = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(a1, a2, a3), (2.1)

где ai \not = 0, (i = 1, 2, 3).
Как уже было отмечено выше, если матрицы A и B вида (2.1) подобны над \BbbZ , то

существует унитреугольная трансформирующая матрица

X =

\left(    
1 x1 y1 z1
0 1 x2 y2
0 0 1 x3
0 0 0 1

\right)    . (2.2)

В следующей теореме устанавливается критерий подобия над \BbbZ матриц вида (2.1)
при условии, что НОД(a1, a2, a3) = 1.

Т е о р е м а 2.1. Рассмотрим матрицы вида (2.1). Пусть a1, a2, a3 \not = 0 и
НОД(a1, a2, a3) = 1. Тогда A \sim B тогда и только тогда, когда выполняются следую-
щие условия:

1. (a1b2 + a3b1) делится на a2.

2. (b1b2  - a2c1) делится на НОД(a1, a3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку трансформирующая матрица X имеет вид
(2.2), то условие AX = XB равносильно системе линейных уравнений:\left\{       

b1 + a1x2 = a2x1,

b2 + a2x3 = a3x2,

c1 + b1x3 + a1y2 = a3y1.

Выпишем матрицу этой системы:\left(     
x1 x2 x3 y1 y2
a2  - a1 0 0 0 b1
0 a3  - a2 0 0 b2
0 0  - b1 a3  - a1 c1

\right)     .
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Выясним, при каких условиях эта система имеет целочисленное решение. Ранг ос-
новной матрицы этой системы равен 3, поскольку один из её миноров 3-го порядка
равен a1a2a3 \not = 0. Следовательно, согласно Теореме 1.2 данная система совместна над
\BbbZ тогда и только тогда, когда все миноры 3-го порядка её расширенной матрицы де-
лятся на \Delta 3 — НОД миноров основной матрицы системы. Имеем

\Delta 3 = НОД( - a2a3b1, a2a3a3, - a1a2a3, - a2a2a3, a1a2a2, a1a2a3, - a1a1a2) =

= a2 \cdot НОД(a3b1, a3a3, a1a3, a2a3, a1a2, a1a1) =

= a2 \cdot НОД(a3 \cdot НОД(b1, a1, a2, a3), a1a2, a1a1) =

= a2 \cdot НОД(a3, a1 \cdot НОД(a1, a2)) = a2 \cdot НОД(a1, a3).

Действительно, так как по условию теоремы НОД(a1, a2, a3) = 1, то, во-первых,
НОД(b1, a1, a2, a3) = 1, а, во-вторых, числа a3 и НОД(a1, a2) взаимно простые, следо-
вательно, НОД(a3, a1 \cdot НОД(a1, a2)) = НОД(a1, a3).

Выпишем миноры 3-го порядка расширенной матрицы, отличные от миноров основ-
ной матрицы:

M1 = a2a3c1, M2 = a2(b1b2  - a2c1), M3 =  - a2a3b2, M4 = a1a2b2,

M5 =  - b1(a3b1 + a1b2) + a1a2c1, M6 = a3(a3b1 + a1b2),

M7 =  - a1(a3b1 + a1b2), M8 =  - a2a3b1, M9 = a1a2b1.

Заметим, что минорыM1,M3,M4,M8,M9 заведомо делятся на \Delta 3 = a2 \cdot НОД(a1, a3).

Минор M2 делится на \Delta 3 тогда и только тогда, когда (b1b2  - a2c1)
... НОД(a1, a3). Обо-

значив s = a3b1 + a1b2, имеем M5 =  - b1s + a1a2c1,M6 = a3s,M7 =  - a1s. Поскольку

a1a2
...\Delta 3, то M5,M6,M7 кратны \Delta 3 тогда и только тогда, когда b1s, a3s, a1s

...\Delta 3, что в
свою очередь равносильно условию:

НОД(a1s, a3s, b1s) = s \cdot НОД(a1, a3, b1)
... (a2 \cdot НОД(a1, a3)).

Это означает, что

s делится на a2 \cdot 
НОД(a1, a3)

НОД(a1, a3, b1)
. (2.3)

Поскольку НОД(a1, a2, a3) = 1, то сомножители a2 и НОД(a1,a3)
НОД(a1,a3,b1)

взаимно простые.

Следовательно, свойство (2.3) равносильно тому, что s = (a3b1 + a1b2)
... a2.

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
Отметим, что доказанная Теорема 2.1 (для произвольного c1 \in \BbbZ ) является обобще-

нием Теоремы 4.2 из [11] (в ней c1 = 0).

С л е д с т в и е 2.1. Рассмотрим матрицы вида (2.1). Пусть a1, a2, a3 \not = 0 и
d = НОД(a1, a2, a3). Тогда A \sim B тогда и только тогда, когда

1. b1, b2, c1 делятся на d.

2. (b1b2  - a2c1) делится на d \cdot НОД(a1, a3).

Сидоров С.В., Уткин Г.В.. О подобии над кольцом целых чисел верхних треугольных . . .



76 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2025. Vol. 27, No. 1.

3. (a1b2 + a3b1) делится на da2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть d = НОД(a1, a2, a3). Условие A \sim B равносильно

тому, что c1, b1, b2
... d и 1

dA \sim 1
dB. Поскольку матрицы 1

dA и 1
dB удовлетворяют условиям

Теоремы 2.1, то 1
dA \sim 1

dB тогда и только тогда, когда\biggl( 
a1
d

b2
d

+
a3
d

b1
d

\biggr) ...
a2
d

и
\biggl( 
b1
d

b2
d

 - a2
d

c1
d

\biggr) ... НОД
\biggl( 
a1
d
,
a3
d

\biggr) 
.

Это равносильно тому, что (a1b2 + a3b1)
... da2 и (b1b2  - a2c1)

... (d \cdot НОД(a1, a3)). С учётом

условий c1, b1, b2
... d получаем требуемое.

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

С л е д с т в и е 2.2. Рассмотрим матрицы вида (2.1). Пусть a1, a2, a3 \not = 0 и

НОД(a1, a3) = 1. Тогда A \sim B тогда и только тогда, когда (a1b2 + a3b1)
... a2.

С л е д с т в и е 2.3. Рассмотрим матрицы вида (2.1). Если НОД(a1, a3) = 1
и a2 \in \{ 1, - 1\} , то A \sim B для любых b1, b2, c1 \in \BbbZ .

3. Случай матриц 5-го порядка

Здесь рассматриваем матрицы следующего вида

A =

\left(      
0 a1 b1 c1 d1
0 0 a2 b2 c2
0 0 0 a3 b3
0 0 0 0 a4
0 0 0 0 0

\right)      , B =

\left(      
0 a1 0 0 0
0 0 a2 0 0
0 0 0 a3 0
0 0 0 0 a4
0 0 0 0 0

\right)      , (3.1)

где ai \not = 0, (i = 1, 2, 3, 4).
Как уже было отмечено выше, если матрицы A и B вида (3.1) подобны над \BbbZ , то

существует унитреугольная трансформирующая матрица

X =

\left(      
1 x1 y1 z1 w1

0 1 x2 y2 z2
0 0 1 x3 y3
0 0 0 1 x4
0 0 0 0 1

\right)      . (3.2)

В следующей теореме устанавливается критерий подобия над \BbbZ матриц вида (3.1)
при некоторых дополнительных ограничениях.

Т е о р е м а 3.1. Рассмотрим матрицы вида (3.1). Пусть НОД(a1, a4) = 1
и НОД(a1a2, a2a3, a3a4) = 1. Тогда A \sim B тогда и только тогда, когда выполняются
следующие условия:

1. (a1b2 + a3b1) делится на a2.

2. (a2b3 + a4b2) делится на a3.
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3. (a1a2b3 + a1a4b2 + a3a4b1) делится на a2a3.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку трансформирующая матрица имеет вид (3.2),
то условие AX = XB равносильно системе линейных уравнений. Выпишем матрицу
системы AX = XB :\left(           

x1 x2 x3 x4 y1 y2 y3 z1 z2
a2  - a1 0 0 0 0 0 0 0 b1
0 a3  - a2 0 0 0 0 0 0 b2
0 0 a4  - a3 0 0 0 0 0 b3
0 0  - b1 0 a3  - a1 0 0 0 c1
0 0 0  - b2 0 a4  - a2 0 0 c2
0 0 0  - c1 0 0  - b1 a4  - a1 d1

\right)           
и выясним, при каких условиях эта система имеет целочисленное решение. Система
AX = XB состоит из трех подсистем.

Третья подсистема, состоящая из одного уравнения a4z1  - a1z2 = b1y3 + c1x4 + d1,
имеет целочисленные решения z1, z2 при любой правой части, так как НОД(a1, a4) = 1.

Вторая подсистема \Biggl\{ 
a3y1  - a1y2 = b1x3 + c1

a4y2  - a2y3 = b2x4 + c2

совместна в целых числах относительно y1, y2, y3 при любых правых частях по Теореме
1.2, так как наибольший общий делитель миноров второго порядка её основной матрицы\biggl( 

a3  - a1 0
0 a4  - a2

\biggr) 
равен НОД(a1a2, a2a3, a3a4) = 1.

Осталось выяснить, когда первая подсистема\left\{   a2x1  - a1x2 = b1
a3x2  - a2x3 = b2
a4x3  - a3x4 = b3

(3.3)

имеет целочисленные решения. Наибольший общий делитель миноров третьего порядка
её основной матрицы \left(  a2  - a1 0 0

0 a3  - a2 0
0 0 a4  - a3

\right)  
равен

\Delta 3 = НОД(a1a2a3, a2a2a3, a2a3a3, a2a3a4) = a2a3НОД(a1, a2, a3, a4).

Поскольку по условию теоремы НОД(a1, a4) = 1, то НОД(a1, a2, a3, a4) = 1, поэтому
\Delta 3 = a2a3.

Согласно Теореме 1.2 подсистема (3.3) совместна над \BbbZ тогда и только тогда, когда
все миноры 3-го порядка её расширенной матрицы делятся на \Delta 3 = a2a3. Выпишем те
из них, которые отличны от миноров основной матрицы (миноры 3-го порядка основной
матрицы автоматически делятся на \Delta 3):

M1 = a2a3b3, M2 =  - a2(a2b3 + a4b2), M3 = a2a3b2,
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M4 = a1a2b3 + a1a4b2 + a3a4b1, M5 =  - a3(a1b2 + a3b1), M6 = a2a3b1.

Миноры M1,M3,M6 заведомо делятся на \Delta 3 = a2a3. Минор M2 делится на

\Delta 3 = a2a3 тогда и только тогда, когда (a2b3+a4b2)
... a3.МинорM5 делится на \Delta 3 = a2a3

тогда и только тогда, когда (a1b2 + a3b1)
... a2. Наконец, минор M4 делится на \Delta 3 = a2a3

тогда и только тогда, когда (a1a2b3 + a1a4b2 + a3a4b1)
... a2a3.

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
Оказывается, что если НОД(b2, a2a3) = 1, то третье условие в предыдущей теореме

вытекает из первых двух.

С л е д с т в и е 3.1. Рассмотрим матрицы вида (3.1). Пусть НОД(a1, a4) = 1,
НОД(a1a2, a2a3, a3a4) = 1, НОД(b2, a2a3) = 1. Тогда A \sim B тогда и только тогда, когда
выполняются следующие условия:

1. (a1b2 + a3b1) делится на a2.

2. (a2b3 + a4b2) делится на a3.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть

f = a1b2 + a3b1, g = a2b3 + a4b2, h = a1a2b3 + a1a4b2 + a3a4b1.

Теорема 3.1 говорит о том, что A \sim B тогда и только тогда, когда f
... a2, g

... a3, то h
... a2a3.

Заметим, что fg = (a1b2 + a3b1)(a2b3 + a4b2) = b2h+ a2a3b1b3, поэтому если f
... a2, g

... a3,

то b2h
... a2a3. Стало быть, если НОД(b2, a2a3) = 1, то h

... a2a3.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

С л е д с т в и е 3.2. Рассмотрим матрицы вида (3.1). Если НОД(a1, a4) = 1
и a2a3 = 1, то A \sim B для любых b1, b2, b3, c1, c2, d1 \in \BbbZ .
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