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Аннотация. В статье рассматривается математическая модель системы контроля за
изменением давления в камере сгорания авиационного двигателя, составными частя-
ми которой являются трубопровод и датчик. Исследование исходной задачи сведено
к решению линейного дифференциального уравнения с отклоняющимся аргументом
второго порядка, которое позволяет по величине деформации чувствительного элемен-
та датчика определять давление рабочей среды в камере сгорания в каждый момент
времени. В работе построены решения этого уравнения и рассмотрены применения их
в прикладных задачах аэрогидроупругости, а именно при исследовании динамики упру-
гих элементов датчиков давления, взаимодействующих с газом или жидкостью. Для
уравнения с отклоняющимся аргументом указаны некоторые точные решения. Предло-
жен численный метод исследования этого уравнения на основе метода Рунге – Кутта,
проведены численные расчеты в системе Mathematica, на основе которых построены
графики изменения деформации упругого элемента датчика с течением времени. Так-
же рассмотрен численно-аналитический метод решения уравнения с отклоняющимся
аргументом с помощью метода шагов (метода последовательного интегрирования). Ис-
следования, проведенные в статье, предоставляют возможность на этапе проектиро-
вания определять оптимальные значения параметров механических систем измерения
давления.
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Abstract. This article discusses a mathematical model of a system for monitoring pressure
changes in the combustion chamber of an aircraft engine, whose components are a pipeline
and a sensor. The study of the original problem is reduced to solving a linear second-order
differential equation with a deviating argument, which allows one to determine the pressure
of the working medium in the combustion chamber at each moment of time basing on the
deformation magnitude of the sensor’s sensitive element. The aim of the work is to construct
solutions to this equation and to use them in applied problems of aerohydroelasticity,
namely, in studying the dynamics of elastic elements of pressure sensors interacting with
gas or liquid. Some exact solutions are given for the equation with a deviating argument. A
numerical method for studying this equation based on the Runge-Kutta method is proposed.
Calculations are carried out in the Mathematica system; basing on their results graphs of
changes in the elastic element deformation over the time are constructed. A numerical-
analytical method for solving the equation with a deviating argument using the step method
(the method of successive integration) is also considered. The research conducted in the
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1. Введение

Во многих областях современной науки и техники широко используются дифферен-
циальные уравнения с отклоняющимся аргументом, в частности дифференциальные
уравнения с запаздывающим аргументом, которые применяются для описания про-
цессов с последействием [1–6]. Учет результата последействия важен для корректного
качественного и количественного описания различных систем и процессов (например
модель работы смесительных баков, представляющих собой типовой элемент химико-
технологических процессов; модель силовой установки самолета, создающей тягу, обес-
печивающую требуемую скорость полета самолета; модели с последействием для описа-
ния напряженно-деформированного состояния ряда материалов, например полимеров
и пластмассы, и т. д.). Однако исследование систем с последействием связано со зна-
чительными трудностями, поэтому разработка различных методов решения задач как
аналитических, так и численных, ориентированных на определенные классы систем
с последействием, является актуальной проблемой. Вопросам существования и един-
ственности периодических решений для линейных и нелинейных дифференциальных
уравнений высшего порядка с отклоняющимся аргументом посвящена, например, рабо-
та [7]. В исследовании [8] построены решения нелинейных дробно-дифференциальных
систем с отклоняющимися аргументами с помощью монотонного итерационного метода.

В данной работе рассматривается уравнение с отклоняющимся аргументом, полу-
ченное при исследовании начально-краевой задачи, которая соответствует трехмерной
модели системы измерения давления в камере сгорания двигателя. Такая система изме-
рения давления содержит трубопровод и датчик. Трубопровод нужен для того, чтобы
отнести датчик на некоторое расстояние от двигателя с целью ослабления вибрационно-
го и теплового воздействия. Описанию инженерных характеристик датчиков давления
(в частности гибких датчиков, высокочувствительных МЭМС-датчиков) и их примене-
нию в практических задачах посвящены работы многих современных авторов, напри-
мер, [9–14]. В работах [15–18] изучаются проблемы динамики и устойчивости трубопро-
водов при протекании в них жидкости. В данной статье авторами указаны некоторые
точные решения линейного дифференциального уравнения с отклоняющимся аргумен-
том. Для решения этого уравнения разработан численный метод, основанный на методе
Рунге – Кутта, а также метод шагов (метод последовательного интегрирования). С по-
мощью разработанной программы в пакете Mathematica проведены численные расчеты,
на основе которых получены графики деформации упругого элемента датчика. Статья
является продолжением исследований авторов, представленных в работах [19–23].

2. Сведение математической модели системы измерения давле-
ния к уравнению с отклоняющимся аргументом

Рассмотрим механическую систему измерения давления в камере сгорания двигате-
ля, содержащую трубопровод длиной l, поперечное сечение которого имеет вид секто-
ра, образованного лучами \theta = \theta 1, \theta = \theta 2 и окружностью r = R. В конце трубопровода
(x = l) размещен датчик, содержащий упругий элемент в виде деформируемой пласти-
ны в форме сектора. Функцией w(r, \theta , t) обозначим деформацию пластины. Потенциал
скорости \varphi (x, r, \theta , t) описывает движение рабочей среды в трубопроводе (среда счита-
ется сжимаемой). На входе в трубопровод (x = 0) задается закон изменения P (r, \theta , t)
избыточного давления рабочей среды. Для описания динамики механической системы
предложена математическая модель [19–21]
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\varphi tt = a20

\biggl( 
\varphi xx + \varphi rr +

1

r
\varphi r +

1

r2
\varphi \theta \theta 

\biggr) 
, x \in (0, l), r \in (0, R), \theta \in (\theta 1, \theta 2), (2.1)

\varphi r(x,R, \theta , t) = 0, x \in (0, l), \theta \in (\theta 1, \theta 2), (2.2)

\varphi \theta (x, r, \theta k, t) = 0, k = 1, 2, x \in (0, l), r \in (0, R), (2.3)

\varphi x(l, r, \theta , t) = wt(r, \theta , t), r \in (0, R), \theta \in (\theta 1, \theta 2), (2.4)

 - \rho 0\varphi t(0, r, \theta , t) = P (r, \theta , t), r \in (0, R), \theta \in (\theta 1, \theta 2), (2.5)

mwtt +D\bigtriangleup 2 w +N \bigtriangleup w + \beta (\bigtriangleup 2w)t + f(wt, w) =

= P0  - \rho 0\varphi t(l, r, \theta , t) - P\ast , r \in (0, R), \theta \in (\theta 1, \theta 2). (2.6)

Оператор Лапласа \bigtriangleup w и бигармонический оператор \bigtriangleup 2w определяются выражениями

\bigtriangleup w =
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.

В (2.1)-(2.6) индексы снизу обозначают частные производные; P0, \rho 0, a0, P\ast , m, D,
N , \beta – некоторые физические постоянные; f(wt, w) – некоторая линейная или нелиней-
ная функция, зависящая от деформации w и скорости деформации wt и характеризу-
ющая упругие силы и силы демпфирования внешних связей; x, r, \theta – цилиндрические
координаты, t - время.

Задачу (2.1)–(2.6) необходимо дополнить начальными условиями, а также гранич-
ными условиями для функции w(r, \theta , t), соответствующими типу закрепления элемента.

Авторами в работах [19, 21] введены интегральные характеристики основных дина-
мических величин задачи (2.1)–(2.6). Тогда решение задачи сводится к исследованию
уравнения с отклоняющимся аргументом

m0

\biggl[ 
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a0
) + \"\psi (t+

l

a0
)

\biggr] 
+ \alpha 0

\biggl[ 
\.\psi (t - l

a0
) + \.\psi (t+

l

a0
)

\biggr] 
+

+ \gamma 0

\biggl[ 
\psi (t - l

a0
) + \psi (t+

l

a0
)

\biggr] 
 - \rho 0a0w0

\biggl[ 
\.\psi (t - l

a0
) - \.\psi (t+

l

a0
)

\biggr] 
=

= 2

\biggl[ 
G(t) + (P0  - P\ast )

R2(\theta 2  - \theta 1)

2

\biggr] 
. (2.7)

Уравнение (2.7) связывает функцию \psi (t), характеризующую деформацию упруго-
го элемента датчика, и функцию G(t), характеризующую закон изменения давления
рабочей среды в двигателе. В уравнении (2.7) введены обозначения [19, 21]:

G(t) =

\int \int 
H

P (r, \theta , t)rdrd\theta , H = \{ (r, \theta ) : 0 \leq r \leq R; \theta 1 \leq \theta \leq \theta 2\} ,

m0 = m

\int \int 
H

g(r, \theta )rdrd\theta , w0 =

\int \int 
H

rg(r, \theta )drd\theta ,
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\alpha 0 = \alpha 

\int \int 
H

g(r, \theta )rdrd\theta + \beta 

\int \int 
H

\bigtriangleup 2g(r, \theta )rdrd\theta ,

\gamma 0 = D

\int \int 
H

\bigtriangleup 2g(r, \theta )rdrd\theta +N

\int \int 
H

\bigtriangleup g(r, \theta )rdrd\theta + \gamma 

\int \int 
H

g(r, \theta )rdrd\theta .

При этом деформация пластины w(r, \theta , t) и функция \psi (t) связаны соотношением
w(r, \theta , t) = \psi (t)g(r, \theta ), а функция f(w,wt) задана в виде f(w,wt) = \alpha wt + \gamma w
(\alpha , \gamma – физические постоянные). Функция g(r, \theta ) должна удовлетворять граничным
условиям, которые соответствуют жесткому защемлению: g(R, \theta ) = gr(R, \theta ) = 0,
g(r, \theta k) = g\theta (r, \theta k) = 0, k = 1, 2, и задавалась в виде

g(r, \theta ) =
\bigl[ 
1 - 3(r/R)2 + 2(r/R)3

\bigr] 
(\theta  - \theta 1)

2(\theta  - \theta 2)
2.

3. Примеры точных решений уравнения с отклоняющимся
аргументом

Для уравнения (2.7) рассмотрим некоторые точные решения:
а) при периодическом возмущении постоянного рабочего давления функция G(t)

имеет вид:
G(t) = [a \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta t+ b \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta t] +G0.

В этом случае функцию \psi (t) можно задать выражением

\psi (t) = A \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta t+B \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta t+ C,

где a, b,G0, A,B,C – некоторые постоянные. После подстановки G(t) и \psi (t) в уравнение
(2.7) коэффициенты выражаются следующим образом:

A =
4

\bigtriangleup 

\biggl[ 
a

m0
(( - \theta 2 + \gamma 0

m0
) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\theta l

a0
 - \rho 0a0w0\theta 

m0
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\theta l

a0
) - b

m0

\alpha 0\theta 

m0
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\theta l

a0

\biggr] 
,

B =
4

\bigtriangleup 

\biggl[ 
b

m0
(( - \theta 2 + \gamma 0

m0
) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\theta l

a0
 - \rho 0a0w0\theta 

m0
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\theta l

a0
) +

a

m0

\alpha 0\theta 

m0
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\theta l

a0

\biggr] 
,

C =
1

\gamma 0

\biggl[ 
G0 + (P0  - P\ast )

R2(\theta 2  - \theta 1)

2

\biggr] 
,

где

\bigtriangleup = 4

\biggl[ 
a

m0
( - \theta 2 + \gamma 0

m0
) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\theta l

a0
 - \rho 0a0w0\theta 

m0
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\theta l

a0

\biggr] 2
+ 4

\biggl( 
\alpha 0\theta 

m0

\biggr) 2

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2
\theta l

a0
. (3.1)

б) в случае, когда
G(t) = at2 + bt+G0,

функция \psi (t) отыскивается в виде

\psi (t) = At2 +Bt+ C.

Подставляя в (2.7), получим:

A =
a

\gamma 0
, B =

b

\gamma 0
 - 2a\alpha 0

\gamma 20
,
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C =  - m0a

\gamma 20

\biggl( 
2 +

\gamma 0l
2

m0a20
+

2\rho 0w0l

m0

\biggr) 
 - \alpha 0

\gamma 0

\biggl( 
b

\gamma 0
 - 2a\alpha 0

\gamma 20

\biggr) 
+

1

\gamma 0

\biggl[ 
G0 + (P0  - P\ast )

R2(\theta 2  - \theta 1)

2

\biggr] 
.

в) при наложении на постоянное рабочее давление экспоненциального возмущения
функция G(t) задается в виде:

G(t) = G0 + ae\lambda t.

Если \lambda < 0, то для давления получим график с насыщением; если \lambda > 0, то имеет
место экспоненциальный рост давления. Функция \psi (t) имеет вид:

\psi (t) = C +Ae\lambda t.

После подстановки G(t) и \psi (t) в уравнение (2.7) получим выражения для коэффици-
ентов A и C:

A =
a

\mathrm{c}\mathrm{h}
\Bigl( 
\lambda l
a0

\Bigr) \Bigl[ 
m0\lambda 2 + \alpha 0\lambda + \gamma 0 + \rho 0a0w0 \mathrm{t}\mathrm{h}

\Bigl( 
\lambda l
a0

\Bigr) \Bigr] ,
C =

1

\gamma 0

\biggl[ 
G0 + (P0  - P\ast )

R2(\theta 2  - \theta 1)

2

\biggr] 
. (3.2)

Несложно получить «отклики» \psi (t) и для некоторых других «сигналов» G(t), на-
пример:

G(t) = G0 +
\sum 
k

[Pmk(t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\theta kt) +Qlk(t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\theta kt)]e
\lambda kt,

в частности
G(t) = G0 + (a \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\theta t) + b \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\theta t))e\lambda t,

G(t) = G0 + f(t)e\lambda t,

G(t) = G0 + [Pm(t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta t+Ql(t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta t]e
\lambda t,

где f(t) – многочлен заданной степени, Pm(t), Ql(t) – многочлены степени m и l,
Pmk(t), Qlk(t) – многочлены степени mk, lk.

4. Численное решение уравнения с отклоняющимся
аргументом. Примеры расчетов

Численное решение уравнения (2.7) будем строить методом Рунге – Кутта. Введем
функцию y(t) = \psi (t+ l

a0
). Тогда уравнение (2.7) примет вид:

y\prime \prime (t) + y\prime \prime 
\biggl( 
t - 2l

a0

\biggr) 
+ a1

\biggl[ 
y\prime (t) + y\prime 

\biggl( 
t - 2l

a0

\biggr) \biggr] 
+ a2

\biggl[ 
y(t) + y

\biggl( 
t - 2l

a0

\biggr) \biggr] 
=

= h(t) + a3y
\prime 
\biggl( 
t - 2l

a0

\biggr) 
. (4.1)

В (4.1) введены следующие обозначения: a1 =
\alpha 0 + \rho 0a0w0

m0
, a2 =

\gamma 0
m0

, a3 =
2\rho 0w0

m0
,
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h(t) =
2

m0

\biggl[ 
G(t) + (P0  - P\ast )

R2(\theta 2  - \theta 1)

2

\biggr] 
.

Согласно работам [1–6], уравнение (4.1) будем решать с начальными условиями

y(0) = y0, y\prime (0) = y\prime 0 (4.2)

и условиями на начальном множестве t \leq 0

y(t) = y0\eta 0(t), y\prime (t) = y\prime 0\eta 1(t), y\prime \prime (t) = y\prime \prime (0)\eta 2(t), t \in 
\biggl[ 
 - 2l

a0
, 0

\biggr] 
, (4.3)

где \eta 0(t), \eta 1(t), \eta 2(t) - непрерывные функции, которые удовлетворяют условию

\eta 0(0) = \eta 1(0) = \eta 2(0) = 1.

Для удобства вычислений считаем, что

\eta 0

\biggl( 
 - 2l

a0

\biggr) 
= \eta 1

\biggl( 
 - 2l

a0

\biggr) 
= \eta 2

\biggl( 
 - 2l

a0

\biggr) 
= 0. (4.4)

Для непрерывности решения уравнения (4.1), учитывая (4.4), найдем y\prime \prime (0) из (4.1) при
t = 0:

y\prime \prime (0) = h(0) - a1y
\prime 
0  - a2y0.

Рассмотрим алгоритм построения решения уравнения (4.1) на каждом из отрезков

[tk, tk+1], tk =
2l

a0
k, k = 0, 1, 2...:

1) k = 0, отрезок
\biggl[ 
0,

2l

a0

\biggr] 
. Уравнение (4.1) запишется следующим образом:

y\prime \prime (t) + a1y
\prime (t) + a2y(t) = h(t) - [h(0) - a1y

\prime 
0  - a2y0]\eta 2

\biggl( 
t - 2l

a0

\biggr) 
 - 

 - a1y
\prime 
0\eta 1

\biggl( 
t - 2l

a0

\biggr) 
 - a2y0\eta 2

\biggl( 
t - 2l

a0

\biggr) 
+ a3y

\prime 
0\eta 1

\biggl( 
t - 2l

a0

\biggr) 
. (4.5)

В (4.5) правая часть задана. Методом Рунге – Кутта решаем задачу Коши для
функции y(t) с начальными условиями (4.2).

2) k = 1, 2, 3, ..., отрезки [tk, tk+1]. После ввода функции vk(t) = yk(t) + yk

\biggl( 
t - 2l

a0

\biggr) 
получим уравнение

v\prime \prime k (t) + a1v
\prime 
k(t) + a2vk(t) = h(t) + a3y

\prime 
k

\biggl( 
t - 2l

a0

\biggr) 
.

Правая часть полученного уравнения содержит производную y\prime k

\Bigl( 
t - 2l

a0

\Bigr) 
, которая

определена на (k  - 1)-ом отрезке. Из значений функций, полученных на предыдущем
шаге, находятся начальные условия. Таким образом, на каждом шаге для функции
vk(t) решаем задачу Коши методом Рунге – Кутта.

Разработана программа в пакете Mathematica согласно вышеописанному алгорит-
му, которая в цикле просчитывает значения функции y(t), а затем строит ее график.
Программа позволяет задавать параметры механической системы, в частности закон
изменения избыточного давления рабочей среды на входе в трубопровод.
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П р и м е р 4.1. Рабочая среда – воздух (\rho 0 = 1.2 ), пластина изготовлена из
стали (E = 2 \cdot 1011, \rho pl = 7.8 \cdot 103). Параметры системы: P0 = 101325, a0 = 343 (при
t = 200C), l = 3, hpl = 0.002, m = 15.6, D = 146.5, R = 0.025, \theta 1 = 0, \theta 2 =

\pi 

4
, \alpha = 0.3,

\gamma = 0.2, \beta = 100.1, N = 0 (все значения приведены в системе СИ).

На рисунках 4.1 – 4.4 представлены примеры расчетов при r = 0.0125, \theta =
\pi 

8
и

различном задании P (r, \theta , t).

Рис. 4.1. Деформация пластины при P (r, \theta , t) = 5 \cdot 106 + 105 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(4t)

Fig. 4.1. Plate deformation at P (r, \theta , t) = 5 \cdot 106 + 105 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(4t)

Рис. 4.2. Деформация пластины при P (r, \theta , t) = 6 \cdot 106

Fig. 4.2. Plate deformation at P (r, \theta , t) = 6 \cdot 106
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Рис. 4.3. Деформация пластины при P (r, \theta , t) = 105 \cdot e0.2t

Fig. 4.3. Plate deformation at P (r, \theta , t) = 105 \cdot e0.2t

Рис. 4.4. Деформация пластины при P (r, \theta , t) = 5 \cdot 106  - 8 \cdot 105t2

Fig. 4.4. Plate deformation at P (r, \theta , t) = 5 \cdot 106  - 8 \cdot 105t2

5. Численно-аналитический метод решения уравнения
с отклоняющимся аргументом

Уравнение (4.1) будем решать методом шагов [1–5]. Обозначим tk = 2l
a0
k (k = 0,

1, 2, ...). Через yk(t) обозначим решение задачи (4.1)–(4.3) на промежутке [tk - 1, tk] (k =
1, 2, 3, ...) (Рис. 5.1).

В дальнейшем будем опираться на лемму.

Л е м м а 5.1. Задача Коши для уравнения

y\prime \prime (t) + a1y
\prime (t) + a2y(t) = f(t), t \geq tk - 1 (5.1)
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Рис. 5.1. Разбиение на отрезки

Fig. 5.1. Splitting into segments

с начальными условиями y(tk - 1) = yk - 1, y\prime (tk - 1) = y\prime k - 1 имеет решение

y(t) = Ak(t) +

t\int 
tk - 1

M0(t, \tau )f(\tau )d\tau ,

где Ak(t), M0(t, \tau ) определяются выражениями

Ak(t) =
 - 1

W (tk - 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
u1(t) u2(t) 0

u1(tk - 1) u2(tk - 1) yk - 1

u\prime 1(tk - 1) u\prime 2(tk - 1) y\prime k - 1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| , M0(t, \tau ) =
1

W (\tau )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| u1(\tau ) u2(\tau )
u1(t) u2(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| ,
u1(t), u2(t) – фундаментальная система решений однородного уравнения, соответ-
ствующего неоднородному уравнению (5.1), W (t) – определитель Вронского.

Уравнение (4.1) решаем на первом промежутке t \in [t0, t1]. С учетом условий (4.2),
(4.3) на начальном множестве преобразуем уравнение (4.1) к виду (5.1)

y\prime \prime (t) + a1y
\prime (t) + a2y(t) = h1(t), (5.2)

где

h1(t) = h(t) - [h(0) - a1y
\prime 
0  - a2y0]\eta 2(t - 

2l

a0
) - 

 - a1y
\prime 
0\eta 1(t - 

2l

a0
) - a2y0\eta 2(t - 

2l

a0
) + a3y

\prime 
0\eta 1(t - 

2l

a0
). (5.3)

Согласно лемме, уравнение (5.2) с начальными условиями (4.2) имеет решение

y1(t) = A1(t) +

t1\int 
t0

M0(t, \tau )h1(\tau )d\tau , A1(t) =
 - 1

W (t0)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
u1(t) u2(t) 0
u1(t0) u2(t0) y0
u\prime 1(t0) u\prime 2(t0) y\prime 0

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| . (5.4)

Обозначим zk(t) = y\prime k(t) (k = 1, 2, 3, ...). Из формулы (5.4) находим

z1(t) = A\prime 
1(t) +

t1\int 
t0

M(t, \tau )h1(\tau )d\tau , (5.5)

где M(t, \tau ) =
\partial 

\partial t
M0(t, \tau ).
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На следующих промежутках [tk, tk+1] (k = 1, 2, 3, ..) уравнение (4.1) будем решать
методом индукции. Предположим, что на промежутке [tk - 1, tk] функция zk(t) = y\prime k(t)
уже найдена. Функцию yk(t) мы можем найти по формуле

yk(t) = yk - 1(tk - 1) +

t\int 
tk - 1

zk(\tau )d\tau . (5.6)

В самом деле, yk(t) = yk(tk - 1) +
t\int 

tk - 1

zk(\tau )d\tau , но yk(tk - 1) = yk - 1(tk - 1).

Рис. 5.2. Отрезок [tk - 1, tk]

Fig. 5.2. The segment [tk - 1, tk]

Из формулы (5.6) находим

yk(tk) = yk - 1(tk - 1) +

tk\int 
tk - 1

zk(\tau )d\tau . (5.7)

Теперь уравнение (4.1) преобразуем так

y\prime \prime (t) + y\prime \prime (t - 2l

a0
) + a1[y

\prime (t) + y\prime (t - 2l

a0
)] + a2[y(t) + y(t - 2l

a0
)] =

= h(t) + a3y
\prime (t - 2l

a0
). (5.8)

В уравнении (5.8) сделаем замену v(t) = y(t) + y(t - 2l
a0
), получим уравнение

v\prime \prime (t) + a1v
\prime (t) + a2v(t) = h(t) + a3y

\prime (t - 2l

a0
). (5.9)

На основании леммы уравнение (5.9) на промежутке [tk, tk+1] эквивалентно уравнению

v(t) = Ak+1(t) +

t\int 
tk

M0(t, \tau )[h(\tau ) + a3y
\prime (\tau  - 2l

a0
)]d\tau , (5.10)

где

Ak+1(t) =
 - 1

W (tk)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
u1(t) u2(t) 0
u1(tk) u2(tk) v(tk)
u\prime 1(tk) u\prime 2(tk) v\prime (tk)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| . (5.11)
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Итак, на промежутке [tk, tk+1] уравнение (4.1) эквивалентно уравнению

yk+1(t) + yk(t - 
2l

a0
) = Ak+1(t) +

t\int 
tk

M0(t, \tau )[h(\tau ) + a3y
\prime 
k(\tau  - 

2l

a0
)]d\tau .

Продифференцировав полученное уравнение, получим формулу для вычисления
zk+1(t)

zk+1(t) =  - zk(t - 
2l

a0
) +Ak+1(t) +

t\int 
tk

M0(t, \tau )[h(\tau ) + a3zk(\tau  - 
2l

a0
)]d\tau . (5.12)

При этом величины v\prime (tk), v(tk) в формуле (5.11) находятся с учетом (5.6), (5.7) по
формулам

v\prime (tk) = y\prime k(tk) + y\prime k(tk - 1) = zk(tk) + zk(tk - 1),

v(tk) = yk(tk) + yk(tk - 1) = 2yk(tk - 1) +
tk\int 

tk - 1

zk(\tau )d\tau .

Определив zk+1(t), находим yk+1(t) аналогично (5.6) по формуле

yk+1(t) = yk(tk) +

t\int 
tk

zk+1(\tau )d\tau .

В системе Mathematica проведен расчет для уравнения (4.1) методом шагов на де-

сяти отрезках длиной
2l

a0
при тех же значениях параметров механической системы,

как и в примере 1. Результаты решения уравнения (4.1) методом шагов совпадают с
численным решением этого уравнения методом Рунге–Кутта.

6. Заключение

Предложен метод исследования механической системы измерения давления в газо-
жидкостных средах, приводящий к линейному дифференциальному уравнению с от-
клоняющимся аргументом второго порядка, которое определяет связь между величи-
ной деформации чувствительного элемента датчика и значением давления рабочей сре-
ды в камере сгорания двигателя. Получены точные решения уравнения, разработан
численный метод, основанный на методе Рунге–Кутта, и метод шагов. Приведены при-
меры численных расчетов, которые позволяют исследовать динамику упругого элемен-
та. Разработанный метод позволяет дополнить и усовершенствовать базу современного
проектирования систем измерения давления в газожидкостных средах, а применение
численных исследований дает возможность сократить время и средства, необходимые
для натурных экспериментов.

Финансирование. Работа выполнена при поддержке гранта Российского научного
фонда № 23-21-00517.
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